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Der Winkelspiegel. 


Genaueres über Lage und Anzahl der Bilder eines in 
seine Oeffnung eingeführten Gegenstandes. 


Von 
L. Mack. 


(Mit einer Figur.) 


Bezüglich der Erscheinungen am Winkelspiegel wird als Fun- 
damentalaufgabe auszusprechen sein die folgende. 


Gegeben sei die Oefinung des Winkelspiegels in beliebig be- 
stimmter Grösse, und ebenso beliebig bestimmt die Lage eines in 
jene eingeführten leuchtenden Punktes. Für die sich ergebenden 
Bilder desselben, welche in zwei charakteristisch verschiedene Reihen 
zerfallen, soll ermittelt werden: 1) die Lage jedes einzelnen mit ge- 
setzmässiger Bestimmtheit, 2) je die Anzahl der in einer Reihe be- 
findlichen, 3) die Anzahl aller zusammen, 4) die eigentümlichen 
Verhältnisse ihrer gsgenseitigen Lage; je die entsprechende Angabe 
mathematisch formulirt in der Art, dass ihre Abhängigkeit von den 
gemachten Voraussetzungen völlig klar liege. 


Wie diese Fundamentalaufgabe auch nur mit Bezug auf Nr. 3) 
streng gelöst wird, so zeigt sich, dass in einer Menge von Fällen, 
bei bestimmt gegebener Oeffnungsgrösse, die Gesammtzahl der Bilder 
eines die beiden Einzelspiegel bestrahlenden Punktes bald grösser, 
bald kleiner wird, jenachdem dieser Punkt seine Stellung zwischen 
beiden verändert. Hieraus folgt, dass für einen ausgedehnten 
Gegenstand, der in die Oeffnung eingeführt ist, einige der zu er- 
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wartenden Erscheinungen durchaus nicht so einfach sich gestalten, 
als man gewöhnlich sich vorstellen möchte; es ergibt sich also die 
Forderung, dass auch über diese Erscheinungen genügende Aufklärung 
gegeben werde. 


Sieht man nun auf das in unsern Lehrbüchern Gebotene, so wird 
Niemand behaupten wollen, ‘dass es auch nur den Forderungen der 
Fundamentalaufgabe ‘(zu schweigen von den weiter anzuknüpfenden) 
genüge. Vielmehr wird man zugeben müssen, dass jene sowol in 
Betreff der Genauigkeit als der Vollständigkeit gar Manches zu 
wünschen übrig lassen, wie denn selbst von eigentlichen und starken 
Irrtümern oder Verstössen auf diesem Gebiete Verschiedenes zu be- 
richten wäre. 


Sucht man nach Originalarbeiten über den fraglichen Gegenstand, 
so findet sich eine solche von Bertin in den annales de chimie et de 
physique, serie III, tome 29, page 257 ... 262; Paris 1850. — Der 
Verfasser berührt zunächst die Notwendigkeit des Aufräumens mit 
landläufigen falschen Angaben, will übrigens wesentlich nur auf die 
Frage nach der Gesammtzahl der Bilder eines einzelnen 
Lichtpunktes sich einlassen. Dass diese immer eine begrenzte 
sei, will er mit wenigen Worten klar machen. Er hebt auch ganz 
richtig den Umstand hervor, an welchen zu diesem Behuf anzuknüpfen 
ist; indes einen wirklichen Beweis gibt er keineswegs. — Behufs 
der Erreichung seines Hauptzwecks unterscheidet er zwei Hauptfälle, 
jeden mit zwei Unterfällen. Hiernach betrachtet er vier besondere 
Figuren, und das von ihnen Abzulesende sofort in allgemeine Angaben 
umzusetzen, und zuletzt einen Generalsatz über die Gesammtheit der 
Bilder auszusprechen. Dieser ist zwar streng richtig, aber nicht 
übersichtlich; und sein zweiter Teil ist nicht bestimmt genug und 
nicht in solcher Weise gefasst, dass sofort für jede gegebene Oeff- 
nungsgrösse und jede gegebene Lage des eingeführten Lichtpunkts die 
Zahl der sich ergebenden Bilder unzweideutig zu gewinnen wäre. 


Aus neuester Zeit ist in Poggendorff’s Annalen, Band VII, Stück 2, 
pag. 103 ... eine russisch geschriebene Arbeit angezeigt: M. Pawloft, 
Untersuchung der Frage über die Bilder in zwei zu einander ge- 
neigten ebenen Spiegeln. Der Berichterstatter sagt kurz: „indem der 
Verfasser zuerst nachweist, dass die Auzahl der Bilder immer eine 
begrenzte ist, zeigt er weiter, wie für jede Lage der Spiegel und für 
jede Lage des leuchtenden Punkts diese Zahl zu bestimmen ist.“ 


Dass bei Pawloff wie bei Bertin so und so viele Forderungen 
der Fundamentalaufgabe unerfüllt geblieben seien, ist aus den ge- 
machten Mitteilungen zur Genüge zu ersehen; ich möchte aber das 
besonders hervorheben, dass weder bei Bertin, noch bei Pawloff 
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(nach der Poggend. Angabe) irgend Erhebliches über die Eigentüm- 

lichkeiten der gegenseitigen Lage der Bilder zu finden sei. Gerade 
_ aber diese Eigentümlichkeiten, namentlich bei denjenigen zwei Bildern 
hervortretend, welche als letzte, jedes von einem der Einzelspiegel 
geliefert werden, sind im höchsten Grade überraschend. Schon ihre 
Ermittlung und Hervorhebung dürfte für die Berechtigung der hier zu 
_ veröffentlichenden Arbeit sprechen, wenn man auch bezüglich der arith- 
metischen Frage mit dem Richtigen, was schon Bertin gegeben hat, 
sich beruhigen wollte. Uebrigens ist gegenwärtige Arbeit in dem 
Sinne gemeint, dass sowol die oben ausgesprochene Fundamental- 
aufgabe vollständig gelöst, als auch der weiteren an sie geknüpften 
Forderung genügt werde. 


Bei der hier durchgeführten Art der Untersuchung und Darstel- 
lung wird der aufmerksame Leser nach gezeichneten Figuren so wenig 
Verlangen tragen, dass er selbst diejenige überflüssig finden könnte, 
welche zur Veranschaulichung gewisser Definitionen und Bezeichnungen 
beigelegt ist; welche übrigens immerhin dienen mag, um bei den ver- 
 schiedensten Gestaltungen oder Einteilungen des Operationsfeldes die 
Örientirung in diesem zu erleichtern. 


sl. 


Winkelspiegel heisst eine Zusammenstellung zweier undurch- 
sichtigen Planspiegel, in der Art angeordnet, dass die allein spie- 
gelnden Vorderflächen derselben zwischen sich einen hohlen Flächen- 
winkel (<{ 180°) haben. 


Dieser Flächenwinkel und seine Scheitelkante UV werden be- 
ziehungsweise als Oeffnung und Axe des Winkelspiegels bezeichnet. 


Die allein spiegelnden Vorderflächen sind zu denken als zwei 
aus UV entspringende Ebenenstücke, die sich beliebig weit er- 
strecken: UVA den ersten Planspiegel abgebend, UVB den 
zweiten. 


Zu den Ebenenstücken UVA, UVB sind ihre über UV hinauf- 
gehenden Erweiterungen UVQU, UVW einzuführen, jede derselben 
rein geometrisch gedacht, 


| Bei jeder der Vollebenen AUVWU, BUVB heisst vordere 
Seite diejenige, an welcher die zugehörige Halbebene ihre spiegelnde 
Kraft entwickelt. | 


1* 
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Sofern hinter einem der Einzelspiegel ein Bild erscheint, her- 
vorgerufen durch einen von ihm befindlichen Gegenstand, möge sol- 
ches kurz ein diesem Spiegel zugehöriges Bild genannt 
werden. 


Wenn nun ein leuchtender Punkt ? frei innerhalb der Oeffinung 
des Winkelspiegels sich befindet, so sind zunächst die zwei Bilder 
in’s Auge zu fassen, deren jedes durch einen der Spiegel für sich, 
ohne Mitwirkung des andern, entsteht. Diese zwei niemals fehlenden 
sind notwendig von einander getrennt. Jedes liegt symmetrisch zu 
der Ebene desjenigen Spiegels, dem es zugehört. Diese zwei Bilder 
heissen die Bilder erster Ordnung. 


Jedes von ihnen, wenn es vor dem Spiegel liegt, dem 
es nicht zugehört, verhält sich diesem gegenüber wie ein leuch- 
tender Gegenstand, von welchem gedachter Spiegel ein neues (hinter 
ihm liegendes) Bild liefert — ein Bild zweiter Ordnung. 


Von jedem der beiden Bilder zweiter Ordnung wird derjenige 
Spiegel, dem es nicht zugehört, möglicher Weise (wenn es eben vor 
ihm liegt) ein neues Bild geben — ein Bild dritter Ordnung; 
u. S. W. 


Um jedes dieser Bilder sowol bezüglich seiner Zugehörigkeit zu 
einem bestimmten der zwei Einzelspiegel, als nach seiner Ordnung 
kenntlich zu machen, gebrauchen wir die Bezeichnung P„’ für das zu 
dem ersten Spiegel gehörige Bild mter Ordnung, dagegen P„" für 
sein zum zweiten gehöriges derselben Ordnung.” Demgemäss werden 
die zum ersten Spiegel gehörigen Bilder des Punkts F hier der Reihe 
nach benannt werden PP’, Py, P ...; die zum zweiten gehörigen 
derBeihe:nach" Pos ar. 


Da immer das von einem Gegenstand erhaltene Spiegelbild sym- 
metrisch mit jenem liegt bezüglich der Ebene des zugehörigen Spie- 
gels, so ist hieraus zunächst folgendes allgemein Bekannte zu ent- 
nehmen. 


Alle durch das Zusammenwirken beider Einzelspiegel sich er- 
 gebenden Bilder des Punktes ? befinden sich in derjenigen Ebene, 
welche durch P normal zu der Axe UV zu führen ist, die einen 
Durchschnittspunkt O mit jener gibt. Auch haben alle solche Bilder 
denselben Abstand von O wie P selbst; sie liegen mit P auf der 
Peripherie eines um O als Mittelpunkt zu beschreibenden Kreises. 
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Mit diesem Ortskreise der Bilder von P hat jedes der aus Axe 
UV entspringenden Ebenenstücke UYA, UVA, UVB, UVB seinen 
bestimmten Durchschnittspunkt; diese Punkte selbst sollen der Reihe 
nach mit A, U, BZ, ® bezeichnet sein, und bei jedem der Paare (A, 
A), (B, ®) ist zu beachten, dass es zwei Gegenpunkte des Kreises 
enthält. (Siehe Figur.) 


Auf dem zwischen beiden Spiegelflächen selbst begriffenen Bogen- 
. stück APB heben wir ausser P noch hervor den Halbirungspunkt M 
desselben; so auch den Punkt P,, welcher zu P symmetrisch mit 
Bezug auf die Gerade OM liegt. Zu diesen Punkten erscheinen be- 
ziehungsweise ®, M, B, als ihre Gegenpunkte auf dem Bogenstück 
ANG, welches zwischen den zwei Ebenenstücken UVA, UV% be- 
griffen ist. Hierbei die Möglichkeit vorbehalten, dass P und A, in 
M zusammenfallen, und demgemäss ®, ®, in MM. 


Es liegt nahe auch die Radien einzuführen, die aus Onach den . 
erwähnten Peripheriepunkten gehen. Von diesen sind uns zunächst 
OA, OB aus dem Grunde besonders wichtig, weil sie die Spuren der 
zwei. Einzelspiegel in der Ebene der Bilder des Punktes P sind, 
während zugleich der (hohle) Winkel AOB die Grösse 2« der Oeff- 
nung des Winkelspiegels darstellt. 


Für jedes der Bilder des Punktes ? ist seine Lage vollständig 
bestimmt, einesteils durch die Länge des von O nach solchem Bilde 
gehenden Fahrstrahles, welche Länge gleich OP selbst ist, — andern- 
teils durch die Grösse des Winkels, um welchen gedachter Fahrstrahl 
von der Spur (0A oder OB) des bezüglichen Spiegels, auf der Rück- 
seite des letzteren, abweicht. 


Jeder derartige Winkel soll hier durch eine absolute Zahl dar- 
gestellt werden, welche auf den Grad als Einheit sich bezieht. — 
Ist nun ein Winkel AOP,' = w angegeben, so heisst dies, dass man 
aus der Lage OA in die Lage OP,’ komme durch eine Drehung um 
w°, in der Richtung über OB nach ON; dagegen eine Angabe WEI. 
BOF,' = w besagt, dass man ans der Lage OB in die Lage OP,’ 
komme durch eine Drehung um »° in der Richtung über OU nach 
OB. 

Anmerkung. Vorstehender $ hält streng fest die ganz be- 
stimmte Voraussetzung, dass der Punkt P frei innerhalb der Oeff- 
nung des Winkelspiegels liege, d. h. in keiner der zwei spiegelnden 
Flächen UVA, UVB selbst sich befinde. — Es mag gut sein sich 
klar zu machen, wie ganz anders gegenüber von solchem Punkt ? 
die Verhältnisse für einen andern leuchtenden Punkt sind, wenn 
dieser in der Fläche eines der zwei Einzelspiegel selbst — immerhin 
seitwärts von der Axe UV — gegeben ist. 


6 Mack: Der Winkelspiegel. 


Angenommen, der Punkt A des ersten Einzelspiegels sei ein 
leuchtender. 


Sofern nun A vor dem zweiten Spiegel liegt, so entsteht gewiss 
hinter diesem ein Bild A,”, von A in derselben Weise abstammend 
wie P\’ von P; und von A," sind weitere Bilder Ay’, 43", 44’ ... 
in derselben Weise herzuleiten wie von P,” hergeleitet werden 23’, 
Py', Pi ... jedes folgende aus dem nächst vorhergehenden. 


Dass das Licht des Punktes A von dem ersten Spiegel selbst, 
dem er angehören soll, auch reflectirt werde, wird man nicht sagen 
wollen, man wird also von einem Bilde A,’ nicht zu sprechen haben. 
Jedenfalls aber müsste dieses mit A selbst identisch gesetzt werden, 
und von A,’ wären durchaus keine weiteren Bilder des Punktes A 
herzuleiten, als die vorhin angeführten A,”, Ag’, Ag", Ay ... 


s 3. 


„Um nun Genaueres über Lage und Anzahl sämmtlicher zu ? 
„sich ergebenden ‚Bilder entwickeln zu können, stellen wir zunächst 
„folgende Betrachtung an“. 


Sei irgend ein zum ersten Spiegel gehöriges Bild P„’ gedacht, 
zu welchem der zweite noch das Bild Pm+ı" gebe. Der Fahrstrahl 
OPm', hinter dem ersten Spiegel liegend, weiche von dessen Spur- 
linie OA um einen Winkel w ab. Indes muss OP’, damit das Bild 
Pm+ı" entstehen könne, vor dem zweiten Spiegel liegen, von der 
Spur OB desselben abweichend um den Betrag BOA+AOPm', d.h. 
um 2&+w. Dieselbe Abweichung von OB, aber hinter dem zweiten 
Spiegel, muss der Fahrstrabl OP„+1" haben, d. h. es muss Winkel 
BOP„+1" = 2a+% sein. — So findet sich der also lautende 


H:a.0pt 8a 17. 


„Wenn das zu dem einen Einzelspiegel gehörige Bild mter Ord- 
„nung des Punktes 7? seinen Fahrstrahl hinter die Spur gedachten 
„Spiegels zurückweichen lässt um einen Winkel w, so muss das etwa 
„entstehende, zu dem andern Spiegel gehörige Bild (m-+-1)ter Ord- 
„nung seinen Fahrstrahl hinter dessen Spur zurückweichen lassen 
„um 2«&-+-%; hiebei unter 2« die Oeffnungsgrösse des Winkelspiegels 
„gedacht‘‘. 


Sei nun p, die Abweichung des Fahrstrahls OP von der Spur - 
OA nächst gegen OB hin, und 9, die Abweichung desselben Fahr- 
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strahls von OB gegen OA hin, so ist offenbar zunächst für die zwei 
Bilder P,’, P,” anzugeben 


Winkel AOP|' as 9 Der a 92. 


An diese zwei einfachsten Angaben sind, mit Anwendung des 
vorigen Hauptsatzes, sofort zu knüpfen die zwei Reihen von Angaben 


L 
Winkel AOP,' = g, 
AOP, = 204-9, 
AOP;, = Aa-+9, 


AOPam-ı' = 2m —2)2c +9, 
AOPim = (?m—1)2c+ 9, 


II. 

Winkel BOP,' = 9, 
BOP," = 2a p, 
BOP, =4a--9, 


BOPm-ı" = (2m — 2) 2x + 9, 
BOPzm' = (2m —1)2« +, 


Bei jeder der vorstehenden Reihen ist zu sehen, dass sie ver- 
möge ihres arithmetisch-geometrischen Bildungsgesetzes bis ins Un- 
endliche fortzuführen ist; und in diesem Fortgang werden die immer 
wachsenden Winkel AOP' BOP" über jede zu gebende Grösse hin- 
ausgeführt. 


Hiedurch ist mit Bezug auf jeden der zwei Einzelspiegel die 
Frage angezeigt, ob die Anzahl der ihm zugehörigen Bilder von P 
(wie es ja scheinen möchte) eine unendlich grosse sein werde oder 
nicht. 


8.4. 


„Angesichts voriger Frage sind sofort folgende Beschränkungen 
„zu betonen, welche für die Lagen der Bilder des Punktes P sich 
„ergeben“. 


1) Jedes der zum ersten Spiegel gehörigen Bilder P‘, da es nur 
hinter diesem Spiegel sein kann, ist angewiesen auf den Halbkreis- 
bogen ABU, dessen Grenzpunkte A, W sind. 


8 Mack: Der Winkelspiegel. 


Ebenso jedes der Bilder P” ist angewiesen auf den Bogen ZAB, 
dessen Grenzpunkte B, B sind. 


2) Im Grenzpunkt A des Bogens ABU kann niemals ein Bild 
P’ sich befinden. 


Denn zunächst ist klar, dass ?,’ nicht in WA sein könne — 
Sollte aber ein Bild ?#’ (mit n > 1) zu Stande kommen, so müsste 
es hervorgerufen sein durch ein Bild 74-1”. Die Punkte P„’, Pa-ı" 
müssten zu der Ebene des ersten Spiegels, in welcher 7,’ mit W 
vereinigt sein sollte, symmetrisch liegen; es müsste also P„—ı” eben- 
falls in A sein. Aber in der Lage W befindlich kann ein leuchten- 
der Punkt P«-ı”’ keine reflexionsfähigen Strahlen an die spiegelnde 
Fläche UVA gelangen lassen. Also ein Bild ?„’ an der Stelle W ist 
unmöglich. 


Ebenso zeigt sich die Unmöglichkeit eines Bildes P” an der 
Stelle °B. 


3) Auch im Grenzpunkt A des Halbkreisbogens ABA kann kein 
Bild ?' erscheinen. 


Denn zunächst überzeugt man sich, dass ?,’ nicht in A sein 
könne. — Sollte aber ein Bild PW (mit » >1) in A zu Stande 
kommen, so würde dies :die Existenz eines Bildes ?„-ı” voraus- 
setzen, welches den zwei sich widersprechenden Forderungen ge- 
nügen müsste: einesteils hinter der Ebene des zweiten Spiegels zu 


liegen, andernteils mit A znsammenzufallen. 


Ebenso zeigt sich die Unmöglichkeit eines Bildes P" an der 
Stelle 2. 


4) Sieht man auf das Bogenstück UM®B, welches den zwei Halb- 
kreisen ABA, BUB gemeinschaftlich ist, so zeigt jeder zwischen 
U und 3 liegende Punkt desselben die Eigenschaft, frei sowohl 
hinter der einen als hinter der andern der zwei Spiegelebenen zu 
liegen, so dass kein Licht von ihm an die eine oder die andere der 
zwei spiegelnden Flächen UVA, UVB gelangen könne. Hienach ist 
zu sagen: 


Wenn ein zum ersten oder zweiten Spiegel gehöriges Bild des 
Punktes P irgendwo auf dem Bogen AMB zwischen seinen End- 
punkten sich befindet, so gibt es kein Bild höherer Ordnung, welches 
als ein von dem erstgedachten Bilde abgeleitetes zu finden wäre. 


5) Was insbesondere die Grenzpunkte W, B des Bogens AMB 
betrifitt, so ist leicht zu sehen: es mag zwar in ® ein zum ersten 
Spiegel gehöriges Bild P,.’ entstehen, aber von diesem aus, mit 3 
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in der Ebene des zweiten Spiegels, und seitwärts von der Abteilung 
UVB liegt, kann kein Bild Purı" sich ergeben. Desgleichen mag 
immerhin an der Stelle A ein zum zweiten Spiegel gehöriges Bild 
Pm sich befinden, aber es ist kein ?„+1 von ihm herzuleiten. 


Jedes Bild P’ oder P”, von welchem kein Bild höherer Ord- 
nung abzuleiten ist, heisst nach Bertin ein improductives; jedes 
andere mag ein productives heissen. 


Aus vorstehenden besonderen Angaben ergibt sich nun die um- 
fassende: 


I) „Jedes Bild ?’ liegt auf dem Halbkreisbogen ABU frei 
„zwischen seinen Grenzpunkten A, U; und zwar jedes productive 
„zwischen A und B, jedes improductive von B bis vor A“. 


„Jedes Bild P” liegt auf dem Halbkreisbogen ZAB frei zwischen 
„seinen Grenzpunkten 3,8; und zwar jedes productive zwischen 
„ B und W, jedes improductive von A bis vor B“. 


Sieht man jetzt auf den Flächenwinkel zwischen den Ebenen- 
stücken UVQA, UVB, so ist auch zu sagen: 


I) „Ein Bild P’ oder P” des Punktes ? ist immer dann und 
„nur dann improductiv, wenn es entweder frei zwischen den Ebenen- 
„stücken UVWU, UV%B, oder in einem von diesen sich befindet“. 


Der hiemit scharf bestimmte Ort der improductiven Bilder heisse 
der todte Raum. 


Durch die Angaben I) und II) ist man zunächst auf die Mög- 
lichkeit solcher Lagen von P hingewiesen, bei welchen eine be- 
grenzte Zahl für die zu dem einen Spiegel gehörigen Bilder sich er- 
gibt, und ebenso eine begrenzte für die zu dem andern gehörigen. 


Wo nun diese Möglichkeit verwirklicht ist, mag ja das letzte 
Bild von ?P, welches durch letzte Reflexion an einem der Einzel- 
spiegel als ihm zugehöriges sich ergibt, kurz als das zu diesem 
Spiegel gehörige Grenzbild von P bezeichnet werden. 


S 5. 


„Verbinden wir jetzt die Lehren der $$ 3. und 4., so gelingt es 
„vollständige Klarheit über die am Schluss des $ 3. aufgeworfene 
„Frage zu geben, ob nämlich für die Bilder P’ und P’” immer je 
„eine begrenzte Anzahl sich ergebe oder nicht“. 
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Wir wollen zu dem Behuf vorerst an die Bilder ?’ uns halten, 
und wir wollen für den (ersten) Spiegel, zu welchem sie gehören, 
sogleich die nähere Bestimmung treffen, er solle der dem Punkt ? 


etwa nähere sein; womit o, % « statuirt ist. — Sofort sind folgende 


Bemerkungen zu machen. 


Ist x irgend eine ganze Zahl, welche den nach $ 3. I. entwickelt 
zu denkenden Wert des Winkels AOP;'< 180 macht, so ist jeder 
der Punkte P,', Pa ... Pr’ ein Bild von ?; und diese Bilder liegen 
der Reihe nach auf dem Bogen ABU zwischen A und U. 


Ist x sogar die grösste ganze Zahl, welche den Wert AOP.'< 180 
macht, so ist notwendig AOP;+ı entweder = 180 oder > 180. 
Alsdann gilt von den Punkten ?,’ ... Pr’ noch dasselbe wie vorhin, 
es ist aber sogleich das Weitere hervorzuheben was folgt. 


Die Angabe AOP;+ı = 180, wenn sie zutrifft, verweist den Punkt 
Pz+ı' an die Stelle U, wo nach $4. I) niemals ein Bild ?’ erschei- 
nen kann. 


Die Angabe AOPz}ı' > 180, wenn sie zutrifft, und wenn zugleich 
AOPz+ı' =360 sich zeigt, verweist den Punkt Pr+ı’ auf eine zwischen 
U und A liegende Stelle des Halbkreisbogens QBA, d.h. an eine 
Stelle vor dem ersten Spiegel, wo ebenfalls kein Bild 7?’ erscheinen 
kann. ® 


Um also sicher zu sein, dass die Zahl der Bilder ?’ eine be- 
grenzte sei, genügt es offenbar, die folgende Behauptung streng zu . 
beweisen. 


@ Wenn x die grösste natürliche Zahl ist, welche den Winkel 
AOP;' <- 180 macht, und wenn von den zwei hiemit allein verträg- 
lichen Angaben AOP; }ı' = 180 und AOP;+1' > 180, die letztere zu- 
trifft, so muss damit zugleich bestehen die Angabe AOPz+ı' < 360. 


Diess lässt sich in der Tat beweisen; man hat aber zu dem Be- 
hufe getrennt zu behandeln die zwei Fälle: x ungerade und x gerade. 


Erster Fall: x ungerade. 


Da die zwei Angaben bestehen sollen 
2) AOPI<ITRO:A0 RN 180 
und da nach $ 3. die Entwicklungen stattfinden 
a) AOP = («—1)2a +9,  b/)AOP:p’ = 2.2049, 
so haben wir hier 
a) (—1)2a+gp,<180 und bb’) x.20a +9, > 180. 
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Für <= 1 (weil ja immer 2«<(180 und 9,<“ 2a) hat man 
ohne Weiteres 
x.20 1 9, < 360 
d.h. : 
AOPr 41 < 360. 


Ist vielmehr die ungerade Zahl x >1, so dient uns die aus a”) 
herzuleitende 
2.20 — 9, < 180, 


welche durch Verdopplung beider Seiten übergeht in 


a") (x.2a-+-9)+ (2.20 — 39,) < 360. 


Da jetzt x mindestens — 3 sein soll, so ist hier (x. 2«— 393) sicher 
positiv, und da a”) unzweifelhaft 


x.2« +9, < 360 
AOPr+1 2 360. 


Zweiter Fall: x gerade. 


gibt, so ist wieder 


Da zu den zwei Angaben 
WR AOBESHISONNNG)T AO PLN T> 180 
jetzt die Entwickelungen gehören 
a) AOP = (£—1)20 4 9,, b) AOPR4+ıY =x.20-+9,, 
so haben wir hier 
a’) («—1)2a +9, < 180 und b’) z.2«-49, > 180. 
Die a”) ist sofort überzuführen in 


x.22 — p, < 180, 
wonach auch 


a”) (2.22 +9,)+ (8.20 — 39.) < 360. 

Da nun x mindestens — 2 sein soll, und da go, 2: « substituirt 
ist, so hat man hier (x.2«—39,) sicher positiv, und die a”) gibt 
unzweifelhaft 

x.2« 49, < 360 
d. h. eben 
AOPz+1 << 360. 


Nachdem hiemit die Behauptung @ für alle Fälle, wo g, 2 q, 


streng bewiesen ist, hat man ihr gemäss und kraft des Nächstvorher- 
gehenden vorerst den Satz: 
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©) Wenn der Punkt P? gegen die zwei Einzelspiegel so liegt, 


dass 9, > «, so ist die Zahl der Bilder ?’ eine begrenzte x, und 


zwar ist x die grösste natürliche Zahl, welche die nach $ 3. zu denkende 
Entwickelung des Winkelwertes AOP;' < 180 macht. 


Ist nun Pr’ im Sinne dieses Satzes das letzte der Bilder ?’, so 
sind für den Winkel AOPz' (der immer <{ 180) als drei mögliche 
Fälle zu beachten 


= 
AOP; —= = 180 — 2a. 
Be 


Für jeden dieser drei Fälle ist jetzt zu zeigen, dass auch ein 
Grenzbild P” sich einstelle. 


1) Ist Winkel AOP,' < 180 — 2«, liegt also das Grenzbild P;’ 
frei ausserhalb des todten Raumes, so ist nach $ 4. gemäss ein Bild 
Pzx+1' aus ihm herzuleiten; aber ein Bild Pz+2” ist so gewiss u. - 
möglich, als ein Bild Pry4ı? nicht vorhanden ist. 


Und hiebei hat man nach $ 3. 
Wkl. BOPz+ 1 = AOPr+2«, d.h. <180. 


2) Ist Winkel AOP. = 180 — 2a, liegt also das Grenzbild ? 
in ®, so ist (nach $ 4.) zwar kein ?z+1" herzuleiten aus Pr, wol 
aber ein Bild Pr’ aus P,-ı); und man erhält hiebei 


Wkl. BOP"'— AOP’ +2a, d.h. < 18%. 


3) Ist Winkel AOP.' > 180 — 2a, so sei die — positive — Dif- 
ferenz 180 — AOP' bezeichnet mit w. 


Da nun gemäss der gemachten Annahme 27,’ frei innerhalb des 
todten Raumes liegt, so ist nach $ 4. ein Bild Pr+1” unmöglich. 
Gewiss aber ist die Existenz des Pz-ı", von welchem Pr’ abstammt, 
und fraglich ist nur, ob auch noch Punkt ?Pz” ein Bild sei. Die 
Entscheidung dieser Frage hängt davon ab, ob x gerade sei oder 
ungerade. 


Ist x gerade, so bestehen nach $3. für die Punkte ?7', Px’ die 


Angaben 
Wkl. AOP, = (« —1)2e +9, 


BOB = (2 —1) 20 +9,. 
Di 1 < „ FR ’ 
iese lassen (wegen 9, _ 9,) erkennen, dass BOP;  AOP: F 


somit < 180; und man sieht, dass ?z’ so gut wie ?%’ ein Bild von 
sol, 
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Ist aber x ungerade, so hat man vielmehr die Angaben 


Wkl. AOP. = (£ —1)2a +9, 
BOP;" = (<—1) 2a+ p, 
somit 
BOP;" == AOPr = 9, — 9;: 


Jenachdem nun 9, — 9, (immer < 2«) sich = % zeigt, wird der 


— | 
Winkel BOP;” (immer < 360) sich = 180 finden. Und hieraus ist 
— 


bei unserer Annahme der ungeraden x in aller Strenge zu schliessen, 
dass zu Grenzbild ?,’ auch als richtiges Grenzbild entweder Pzx-ı" 
oder P," hinter dem zweiten Spiegel sich ergebe. 


Zu jeder der eben erörterten Annahmen 1), 2), 3), welche die 
allein möglichen sind, zeigt sich offenbar eine bestimmte natürliche 
Zahl y als Ordnungszahl eines Grenzbildes ?y". 


Diese Zahl y, entweder = x—+1, oder = x, oder = x—1 sich 
findend, ist auch gewiss die grösste natürliche Zahl, welche den 
nach $ 3. entwickelt zu denkenden Winkelwert BOP," < 180 macht, 
Denn wenn auch noch BOPy+1"<{ 180 sein könnte, so könnte ja 
P, nicht das Grenzbild sein, als welches es doch erwiesen wurde. 


Jetzt die Ergebnisse vorstehender Untersuchung zusammenfassend 
erkennt man für jede frei innerhalb des Winkelspiegels angenom- 


= 
mene Lage des P (9, = 9,) die Giltigkeit der Sätze: 
Ex 


I) ‚Sowohl für die Bilder P’ ergibt sich immer eine begrenzte 
‚Anzahl a, als für die Bilder ?’” eine begrenzte Anzahl v; immer 
„nämlich u als die grösste natürliche Zahl, welche den nach $3. ent- 
„wickelt zu denkenden Winkelwert AOP.'<180 macht, = und v 
„als die grösste natürliche, welche dasselbe mit Bezug auf BOP,” 
„leistet“. 


II) „Die Orduungszahlen u und v der Grenzbilder Pu’, Py' sind 
„immer entweder einander gleich oder nur um Eins verschieden.“ 


Was übrigens die Gleichheit von v und v betrifft, so ist schon 
aus Obigem und späterhin noch genauer zu sehen, dass sie nicht 
bloss in den Fällen mit 9, = 9, eintreten wird, in welchen sie 
freilich (wegen vorhandener Symmetrieverhältnisse) als selbstverständ- 
sich sich darbietet. 
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Anmerkung 1. Sofern in obiger Untersuchung bei vorkommen- 
dem P,—ı” die Zahl x gleich Eins würde, wäre natürlich unter Py” 
der leuchtende Punkt 7 selbst zu denken. 


Anmerkung 2. ‚Der obige Hauptsatz I) bietet bereits eine immer 
„zum Ziel führende Methode dar zur Auflösung der Aufgabe: aus 


„gegebenen Werten von 2«, @,, 99 die entsprechenden Zahlen » und 
„vr zu ermitteln“. 


Will man z. B. u ermitteln, so ist davon auszugehen, dass « 
(bei Pu‘) entweder eine ungerade Zahl v, oder eine gerade “, sein 
muss. Mit Bezug auf die erste Möglichkeit ist gemäss dem $ 3. zu 
_ suchen 


u, als grösste ungerade Zahl, welche der Ungleichung genügt 
1) u—1)20-+9, < 180; 

mit Bezug auf die andere Möglichkeit ist zu suchen 

u, als grösste gerade Zahl, welche der Ungleichung genügt 


Aus 1) und 2) ergibt sich 


1804-20 — 
— grösste ungerade Zahl unter dem Quotientenwerte Sur 


u; = grösste gerade Zahl unter dem Quotientenwerte a 


Von den zwei hiemit bestimmten Zahlen u,, &,, ist die grössere für 
u zu wählen. 


Man bemerke die für den Fall 9, = 9, + « sich ergebende Ver- 
einfachung. 


S 6. 


Jetzt vollkommen davon überzeugt, dass für die optische An- 
wendung jede der Reihen I), II) des $3. eine begrenzte sei, wollen 
wir auf die genauere Untersuchung derselben eingehen. 


Im Sinne der Allgemeinheit der zu erwartenden Ergebnisse lassen 
wir dahin gestellt, ob 9, = 9, Sei; wir halten nur immer fest die 


Voraussetzungen: 2« zwischen O und 180, g, und @ je —>0, 
91 + 92 = 2. 
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Zunächst beschäftigen wir uns mit der ersten jener Reihen, 
welche die Angaben darbietet 


Winkel AOP;' — 9, 
A Os = 2>u - 99 


AOP;' — 4a--p, 


AOP3m-ı = (2m — 2)2@ + 9, 
AOPom' Bee (2m ET 1)2« er 92 
AOP3m+1 = 2m.2a + 9, 


Da in vorstehenden Auswertungen der Reihe nach die Winkel- 
werte 2a, da, 6«@ ... eine so ausgezeichnete Rolle spielen, so em- 
pfiehlt es sich, dieselben zu entsprechender Darstellung in der Orts- 
ebene der Bilder P’ zu bringen. — Zu dem Behuf werden auf dem 
Halbkreisbogen ABU, auf welchen die sämmtlichen Bilder beschränkt 
sind, der Reihe nach die Punkte Z,, Za, Ly ... In So genommen, 
dass die einzelnen Bogen AZ,, Z,Ly, LaL, ... Ln-ı ln je gleich 2« 
seien, (d. h. die Gradzahl 2« haben), während der letzte Z„Q ent- 
weder auch gleich 2« ist, oder einen unter 2« liegenden Wert wo hat. 
Jetzt die Radien OZL,, OL, ... OL, eingeführt, so sieht man, dass 
die Winkel 2«, 4a, 6« ... der Reihe nach durch die Winkelfächer 
AOL,, AQL,, AOL, ... dargestellt sind. Zugleich hat man vor sich 
der Reihe nach die Winkelfächer AOL,, L\OLz ... In-ı0Lyn, Zn OU. 
Diese zeigen sich so wichtig, dass wir sie bezeichnen wollen als 
die zu dem ersten Spiegel gehörigen Hilfsfächer: er- 
stes, zweites ... (n--1)tes. Das letztgenannte heisse auch das zu 
diesem Spiegel gehörige Schlussfach. 


Sofern nun jeder der Winkel p, und 9, einen Wert zwischen 
O und 2«& hat, so sind an ihr abwechselndes Vorkommen in den 
obigen Auswertungen der Winkel AOP’ folgende Bemerkungen zu 
knüpfen. 


Zunächst bei dem ersten Hilfsfach AOL, ist ersichtlich, dass das 
Bild ?,’ frei in demselben liegt, so zwar, dass sein Fahrstrahl OP,’ 
von dem ersten Grenzradius des Faches um 9, abweicht. 


Sieht man auf irgend ein Hilfsfach ungerader Ordnung (2m—1), 
welches zwischen den Radien OLgm-2 und OLgm-ı liegt, so ergibt 
sich, dass Pam-ı' frei innerhalb solches Hilfsfaches liegt, so zwar, 
dass OP&m-ı von dem ersten Grenzradius desselben OZ2m-2 um 95 
abweicht. 
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Fasst man desgleichen in’s Auge ein Hilfsfach gerader Ordnung 
(2m) mit Grenzradien OLm-ı, OLdm, so ist zu sehen: Pam’ liegt 
in demselben, so zwar, dass OP)m’ von OLgm-ı um 9, abweicht. 


Sieht man endlich auf dass Schlussfach Z„OU, dessen Ordnungs- 
zahl (n-+-1) ist, so hat man zunächst für den Fall OU = 2a zu 
bemerken, dass jenes genau sich verhalte entweder wie ein voran- 
gehendes Hilfsfach ungerader Ordnung oder wie ein vorangehendes 
gerader, jenachdem n-+-1 ungerade ist oder gerade. Also muss in 
solchem Fache ein Bild P,„+ı liegen und so liegen, dass der Fahr- 
strahl OP„+ı’ dem Fahrstrahll OZL„ entweder um 9, oder um 9 
voraus ist, jenachdem n--1 ungerade ist oder gerade. 


Wenn dagegen der Winkel Z„OW eine Grösse ® unter 2« hat, 
dann hat man mit den Gleichungen 


AOL„ = n.2a 


AOU = n.2a + w 
zusammen 


entweder AOPrtı = n.2«49, bei ungerader n+1 
oder AOPa+ı = n.2@a +9, bei gerader n+1, 


und es zeigt sich sofort: das Grenzbild Pa41’ kommt in dem Schluss- 
fache dann und nur dann zu Stande, wenn entweder „+1 ungerade 
und 9, < @, oder wenn n--1 gerade und 9 < wo; und der Fahr- 
strahl OP„rı’ weicht von dem ersten Grenzradius OZ„ dieses Faches 
entweder um 9, oder um 9, ab, jenachdem n-+-1 ungerade oder 
gerade. 


Hienach ergeben sich folgende Sätze über Lage und Ordnungs- 
zahl jedes einzelnen Bildes P’, insbesondere des Grenzbildes. 


I) ,‚‚JJedes der zum ersten Spiegel gehörigen Bilder P’ liegt frei 
„in demjenigen Hilfsfach dieses Spiegels, welches dieselbe Ordnungs- 
„zahl hat wie das Bild; und der Fahrstrahll OP’ des Bildes weicht 
„von dem ersten Grenzradius des Faches entweder um Y, oder um 
„9, ab, jenachdem die Ordnungszahl ungerade ist oder gerade. Das 
„Grenzbild findet sich freiliegend entweder in dem Schlussfache oder 
„in demjenigen Hilfsfache, welches letzterem zunächst vorangeht.“ 


II) „Ist n die grösste ganze Zahl, welche unterhalb des 
„Quotientenwertes 180:2« liegt, und wird immer unter P,' das zu 
„dem ersten Spiegel gehörige Grenzbild verstanden, so sind über seine 
„Ordnungszahl v und seine Lage die folgenden Angaben zu machen.“ 


1) Ist 180:2@ eine ganze_(die Eins übertreffende) Zahl „+1, 
so ist jedenfalls «= n-+-1; aber man hat 
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a) bei ungerader n 

Winkel AOPU' — n.2«+9,, d. h. auch QOP, = 9, 
b) bei gerader n | 

Winkel AOP, = EN d. h. auch VOP. = p,. 


2) Wenn die Division 180:2« einen Rest ® lässt, so dass 
180 = n.2«+o», so hat man 


a) bei ungerader n 
entweder mit 99 < ® die Angaben 
u=n+1l, AOPW = n.22+49, WOP = w— 9, 


oder mit 93 > o die Angaben 


u=n, A0OPW = (n—1)2a-+9, AOP/ = o+9, 
b) bei gerader n 


entweder mit 9, < o die Angaben 
u=n+t1l, AOPU =n.2a+9, WUOP/ = w-—g, 


oder mit 9 > o die Angaben 


u=n, AOPv = (n—1)2a +9, UOP' = o-+9.. 


Die in unsrem $ vorangestellte Tafel der Winkel AOP.' und 
ihrer Auswertungen fordert für sich zur Vergleichung von je zwei 
nächst benachbarten Gliedern der Winkelreihe auf. Da ergeben sich 
. zunächst folgende Bemerkungen. 


Die Differenz AOP,— AOP;' findet sich = (2« — 9,) +92 —=29; ; 
und ganz dasselbe ergibt sich für AO Pam’— AOP3m-ı'. Dagegen die 
Differenz AOP,’— AOP,' findet sich = (2« — 9)-+9, = 29,, und 
dasselbe ergibt sich für AO Pam+ı' — AO Pam. 


Man erkennt also allgemein: 


III) „Der Bogenweg von einem Bilde P’ ungerader Ordnung zu 
„dem nächst folgenden gerader Ordnung ist immer = 2g9,; dagegen 
„ der Weg von einem Bilde gerader Ordnung zu dem nächst folgen- 
„den ungerader Ordnung ist immer — 29,.“ 


Arch. 4. Math. u. Phys. 2. Reihe, Teil II. 
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Wird auch die Summe von je zwei nächst benachbarten Glie- 
dern in Betracht gezogen, und beachtet man immer, dass 9,49, = 2a, 
so erhält man ein bemerkenswertes Ergebniss bezüglich der Hälfte 
solcher Summe. Man findet 


b) 4(AO Pam’ +4 AOP3m+1') —— Im . 2a = AO Lam: 


Da nun nach voriger Nummer III) anzugeben ist 


a) HAORm AO N) nn 
b’) (AO Pam+1'— AO Pam‘) a 


so ergibt sich durch Verbindung einesteils der Angaben a, a’, an- 
dernteils der b und b’, mit Beiziehung der Linien OL: 


IV) „Je zwei nächst benachbarte Bilder P’ liegen symmetrisch 
„zu der Scheidelinie OZ derjenigen zwei Hilfsfächer des ersten Spie- 
„gels, welchen sie selbst einwohnen. Von dieser Linie nämlich 
„weichen die aus O gehenden Fahrstrahlen solcher Bilder entweder 
„beide um @, oder beide um 9, ab, jenachdem das bezügliche Bilder- 
„paar entweder besteht aus einem Bilde ungerader Ordnung mit 
„nächst folgendem gerader, oder aus einem Bilde gerader Ordnung 
„mit nächst folgendem ungerader.“ 


Das heisst auch: 


„Je zwei Bilder P,' und Pz+ı' liegen so gegen einander, wie 
„wenn Prr+ı' ein Spiegelbild von ?%' wäre, durch einen Planspiegel 
„hervorgerufen, dessen Ebene mit derjenigen der Geraden OL, und 
„UV zusammenfiele.‘ 


Wenn man bei Betrachtung der vorangestellten Tafel endlich 
auf irgend zwei solche Glieder sieht, welche nur durch ein einziges 
zwischenliegendes getrennt sind, so erkennt man sofort, dass die Dif- 
ferenz zwischen solchen immer einfach = 4a sei. Danach besteht 
die Angabe: 


V) „Je zwei nächst benachbarte Bilder ?’ von ungerader Ord- 
„nung haben zwischen sich das Bogenintervall 4a; und ebenso je 
„zwei nächst benachbarte von gerader Ordnung.“ 


Ganz dieselbe Art von Erörterung, wie sie so eben für die Reihe I) 
des $ 3. durchgeführt wurde, ergibt sich mit selbstverständlichen Ab- 
äuderungen für die dortige Reihe II), welche die folgenden Angaben 
darbietet: 
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Winkel BOP" = 9, 
BOP" —=2a-+y, 


BOPn_r- = (2m eg 2)20 — 95 
BOPsm" == (2m — 1)2« — 9] 
BOP2m+1 = 2m “ 2a — 93 


Zu diesen Angaben wird man in dem Ortskreise der Bilder des 
Punktes P, hinter der Spurlinie OB des zweiten Spiegels der Reihe 
nach einführen die Radien OR,, ORy ... OR„, so zwar, dass die 
Winkel BOR, R,OR, ... Qn-ıOR„ jeder gleich 2& seien, während 
der zuletzt sich anschliessende 2,03 entweder gleich 2« ist, oder 
eine Grösse ® unter 2« hat. Man erhält demgemäss zum zwei- 
ten Spiegel gehörige Hilfsfächer, die den ebenso vielen 
und ebenso grossen zum ersten Spiegel gehörigen analog sind; man 
erhält namentlich auch als zum zweiten Spiegel gehöriges 
Schlussfach das mit R„ODB zu bezeichnende, welches immer den- 
selben Winkel 2« oder » fasst, wie das zu dem ersten Spiegel ge- 
hörige Z„O.. Sofort überzeugt man sich, dass für die Bilder P” 
und namentlich für das Grenzbild P,” folgende Sätze Ia) .... Va) 
sich ergeben müssen, welche den vorigen I) ... V) analog sind. 


Ia) ‚Jedes der zum zweiten Spiegel gehörigen Bilder ?” liegt 
„rei in demjenigen Hilfsfach dieses Spiegels, welches dieselbe Ord- 
„uungszahl hat wie das Bild; und der Fahrstrahl OP” des Bildes 
„weicht von dem ersten Grenzradius des Faches entweder um @3 
„oder um 9, ab, jenachdem die Ordnungszahl ungerade ist oder ge- 
„rade. Das Grenzbild findet sich freiliegend entweder in dem Schluss- 
„fach oder in demjenigen Hilfsfach, welches diesem zunächst vorangeht.“ 


IIa) „Ist n die grösste ganze Zahl, welche unterhalb des Quo- 
„tientenwertes 180;2« liegt, und wird immer unter P,’ das zu dem 
„zweiten Spiegel gehörige Grenzbild verstanden, so sind über seine 
„Ordnungszahl » uud seine Lage die folgenden Angaben zu machen.“ 


1) Ist 180:2« eine (die Eins übertrefiende) ganze Zahl „+1, 
so ist jedenfalls v = n-+-1, aber man hat 


a) bei ungerader n 
Winkel BOP,”’ = n.2«+9,, d.h.aucch BOP”"= 
b) bei gerader 7 


Winkel BOP,' = n.2a+9s, d.h. auch BOL”— 9.. 
248 
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2) Wenn die Division 180:2« einen Rest w lässt, so dass 
180 = n.2«-+o, so erhält man 


a) bei ungerader n 
entweder mit 9, <{ » die Angaben 
v=n+l, BOP'" =n.2a+9, BOP” = 0—g, 


oder mit g, = & die Angaben 


v=n, BOP"—= (n— 12a +9, BOPR”"=o-+9, 
b) bei gerader n 
entweder mit 9, <“ ® die Angaben 


v=n-tl, BOB n.2a-4 95, BOP" —= @-— 993 
oder mit ps > @ die Angaben 


v=n, BOP' = (n—1)2e+g, BOP"” = o-+- 9. 

IIla) „Der Weg von einem Bilde ?” ungerader Ordnung zu 
„dem nächst folgenden gerader ist immer — 2,; dagegen der Weg 
„von einem Bilde P” gerader Ordnung zu dem nächst folgenden un- 
„gerader ist immer = 29,.“ 


IVa) „Je zwei nächst benachbarte Bilder ?” liegen symmetrisch 
„zu der Scheideliniie OB derjenigen zwei Hilfsfächer des zweiten 
„Spiegels, welchen sie selbst einwohnen. Von dieser Linie nämlich 
„weichen die aus O gehenden Fahrstrahlen solcher Bilder entweder 
„beide um 9, oder beide um 9, ab, jenachdem das bezügliche Bil- 
„derpaar entweder besteht aus einem Bilde ungerader Ordnung mit 
„nächst folgendem gerader, oder aus einem Bilde gerader Ordnung 
„mit nächst folgendem ungerader.‘ 


Das heisst auch: 


„Je zwei Bilder ?2”, Px+ı" liegen so gegeneinander, wie wenn 
„Prrı" ein Spiegelbild von P,” wäre, durch einen Planspiegel her- 
„vorgerufen, dessen Ebene mit derjenigen der Geraden OR, und UV 
„zusammenfiele.““ 


Va) „Je zwei nächst benachbarte Bilder ?’ von ungerader 
„Ordnung haben zwischen sich das Bogenintervall 4«; und ebenso 
„je zwei nächst benachbarte von gerader.“ 
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Anmerkung. Durch leichte Ueberlegung ist zu finden, wie 
manchfaltige Constructionen aus Sätzen des vorstehenden $ zu ent- 
nehmen sind, und wie weit letztere für das Verständniss der Er- 
scheinungen an parallelen Spiegeln sich verwerten lassen. 


ST 


Die Sätze des vorigen $ sind hinreichend, um alle Fragen über 
Zahl und Lage zu beantworten, welche auf die Reihe der Bilder P’ 
für sich allein, oder auf die Reihe der P” allein sich beziehen 
mögen; es wird sich aber auch darum noch handeln, 
diese zwei Reihen in ihrer gegenseitigen Beziehung 
weiter zu untersuchen. Dieser Untersuchung mag nur 
noch vorausgehen eine genauereBetrachtungderLinien 
OL und OR, von welchen leicht zu erkennen ist, dass sie nicht 
bloss die Bedeutung geometrischer Hilfslinien, sondern eine eigene 
optische Bedeutung haben. 


Zuerst nämlich überzeugt man sich, dass die Linie OZ,, hinter 
dem ersten Spiegel liegend, ein diesem zugehöriges Bild der OB sei, 
und ebenso zeigt sich die OR,, hinter dem zweiten Spiegel liegend, 
als ein diesem zugehöriges Bild der 04. 


Von der in $ 6. gegebenen Vorschrift für die Construction der 
n Linien OL und der ebenso vielen OR ergibt sich nun erstlich eine 
Reihe von Gleichungen, die auf wiederholte Abbildungen OL,, OR,, 
OL;, OR, ... von OB sich beziehen: 


Winkel BOA = 2a = AOL, 
L,OB= 4a = BOR, 
R,0A = ba = AOL; 
L,OB = 8a — BOR, 


zweitens eine Reihe von Gleichungen, die auf wiederholte Abbildungen 
OR,, OLs, OR,, OL, ... von OA sich beziehen 


Winkel AOB = 2a = BOR, 
R,OA = 4a = AOL, 
L,0OB = ba = BOR, 
R,0A = 80 = AOL, 
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Dazu gewinnt man leicht, nach der Weise des $ 5. schliessend die 
Ueberzeugung, dass die Linien OL und die OR zusammengenommen 
alle diejenigen seien, in welchen überhaupt die OA und OB sich 
abbilden können; immer unter n die grösste natürliche Zahl ver- 
standen, welche unterhalb des Quotientenwertes 180:2« liegt. 


Daher ist mit völliger Bestimmtheit zu behaupten; 


I) ‚In Gestalt der Radien OL, ... OL" hat man sämmtliche 
„Bilder, welche der erste Spiegel (UVA) von den Linien OA und 
„OB geben kann, so zwar, dass eine Linie OL, als Bild von 03 
„oder OA erscheint, jenachdem x ungerade oder gerade. — Ebenso 
„in Gestalt der Linien OR, ...OR„ hat man sämmtliche Bilder, welche 
„der zweite Spiegel von den Linien OA, OB geben kann, so zwar, 
„dass eine Linie OR, als Bild von OA oder OB erscheint, jenachdem 
„x ungerade oder gerade.“ 


An diesen Satz knüpft sich mit leichter Begründung der weitere. 


II) „Von den Spiegeln UVA, UVB erhält man als ihre sämmt- 
„lichen zu dem ersten Spiegel (UVA) gehörigen Abbildungen die n 
„Scheinspiegel UKL,, UKL,, UKL, ... so zwar, dass ein Schein- 
„spiegel UVL; immer eine Abbildnng von UYB oder UVA ist, je- 
„nachdem x ungerade oder gerade. — Und von denselben Spiegeln 
„UVA, UVB erhält man als ihre sämmtlichen zu dem zweiten Spiegel 
„(UVB) gehörigen Abbildungen die » Scheinspiegel UVR,, UVR,, 
„UVR, ... so zwar, dass ein Scheinspiegel UVA, immer eine Ab- 
„bildung von UVA oder UVB ist, jenachdem x ungerade oder gerade“. 


88. 


„Bezüglich der Linien OL, OR ist jetzt angezeigt, auch die Lage 
„der einen Reihe gegen die andere in’s Auge zu fassen“. 


Zunächst ist klar, dass die OL, ... 92, der Reihe nach zu den 
„OR, ... OR„ symmetrisch sind mit Bezug auf Axe MOM. 


Weitere Bestimmungen werden davon abhängig sein, wie weit 
die zwei letzten OZ„, OR, vorgeschoben sind, beziehungsweise gegen 
OA, 08 hin. Das hängt selbst davon ab, ob die Division 180: 2« 
(welche jedenfalls die Zahl n liefern muss) entweder aufgehe oder 
einen Rest ® lasse. Bei letzterem sind die drei Möglichkeiten 


Dez 


© == «@ zu unterscheiden, sind beziehungsweise durch die Angaben 
= 


o = a-ea, = a, @ = a— ea darzustellen, wo e jeden positiven 
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echten Bruch bedeutet. Dieses berücksichtigt, so erhält man vier 
charakteristisch verschiedene Angaben: 


1) Ist 180 = (n+1)2«, so ist die OZ„ in der Lage OB zu 
finden, die OR„ in OU. Die zwei Reihen der Linien OZ und OR 
sind also völlig getrennt, zu verschiedenen Seiten der Axe MOM, 
während dagegen die zwei Schlussfächer z„OQ, R„08 vollständig zu- 
sammenfallen (jedes = 2«). 


2) Ist 180 = n.2«-4(a-tea), so fallen OL, und ORn beide 
frei zwischeu OU und OB, übrigens OL, näher an 08, OR, näher 
an OYW. Die zwei Reihen der Linien OL und OR sind auch nun 
völlig getrennt durch die Axe MOM, die von keiner erreicht wird. 
Die zwei Schlussfächer aber haben das Winkelfeld InOR„ (= 2ee) 
und nur dieses gemeinschaftlich. 


3) Ist 180 = n.2@--«, so sind OZ„, OR„ vereinigt in der 
Linie OM, in welcher also die zwei Reihen (sonst getrennt wie sie 
sind) zusammenstossen. Die zwei Schlussfächer haben die Linie OM, 
und nur diese, gemeinschaftlich. 


4) Ist 180 = n.2@a+(@— ee), so fallen immerhin OZ„ und OR, 
frei zwischen OU, 08, aber OZ,„ näher an OU, OR, näher an OB. 
Jede der zwei Linienreihen OL, OR greift über die Axe MOW hin- 
über. Die andere hinein. Die zwei Schlussfächer sind völlig getrennt 
durch das Winkelfeld Z„OR„, welches (= 2e«) zwischen ihnen liegt. 


Sofern nun aber das Grenzbild P„’ des Punktes Pin das Schluss- 
fach Z„O!l fallen kann, aber nicht muss, und das Grenzbild P,’ in 
das Fach Z„OB8 fallen kann, aber nicht muss: so ist gemäss Obigem 
auch bezüglich der Bilder P’ und P” zu denken, dass für ihre wei- 
tere Untersuchung es von Bedeutung sein müsse, überall jene vier 
Fälle zu beachten, in welchen der Qnotient 180:2«& sich befinden 
kann. 


Anmerkung 1. Zu den Gleichungen, welche als charakteristisch 
in den obigen Fällen 2, 3, 4 auftreten, ist eine Bemerkung zu machen, 
welche auch weiterhin zu berücksichtigen ist, wo es sich darum han- 
deln wird, die ganzen Zahlen » und 2n mit Bezugnahme auf die 
Quotienten 180:2« und 360:2& auszudrücken. 


Sofern ein solcher Quotient ein unechter eigentlicher Bruch ist 
soll (nach sonst üblicher Weise) die grösste in ihm enthaltene ganze 
Zahl beziehungsweise durch x I. En dargestellt werden. Nun 


ist zu sagen 
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ad 2) Da hier 180 = n.2a-+(a-+ee), so ist 


= "+(5+5 5) m —= 2n+1-+e 


180 360 360 
ad 3) Da hier 180 = n.2a-+-.o, so ist 
180 _ 360 


also 


also 
(5. PIE 
20 & 


ad 4) Da hier 180 =n.2a-+(a— ea), so ist 
n == n+(5- ;) 3 Sn Dre 


180] ,, _ [360 
Klee BEPN "7.2 
Anmerkung 2. Die Angaben des obigen $ sind natürlich auch 


massgebend für das volle Verständniss des Auftretens der zu den 
Spiegeln UVA, UVB sich gesellenden Scheinspiegel. 


also 


Mit Bezug hierauf ist dem ersten der dort unterschiedenen Fälle 
eine besondere Wichtigkeit zuzuschreiben. 


Seine genaue Betrachtung führt auf folgenden bemerkenswerten 


Lehrsatz. 


Wenn zwei wirkliche Planspiegel UVA, UVB zwischen sich einen 
hohlen Winkel haben, der als aliquoter Teil von 180° sich darstellt 


18 
= Se so gilt die Behauptung: in der über UV hinausgehenden 


UVB 
Erweiterung des wirklichen Spiegels | 


UV „ sieht man einen Schein- 


spiegel, welcher als eine zu dem Spiegel dd gehörige Abbildung 


I ae des Spiegels UVB oder des UVA 
entweder des Spiegels UVA oder des UVB 
dem n ungerade oder gerade ist. 


| erkannt wird, jenach- 


„Man sieht leicht, dass und wie dieser Satz sich benutzen lasse 
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180° e 
„um einen vorgeblichen Winkel von na auf diese Grösse zu prü- 


„fen, oder einen Winkel von dieser Grösse herzustellen‘. 


59. 


„Wenn wir jetzt näher auf die gegenseitige Beziehung eingehen 
„wollen, welche zwischen den Bildreihen ?’ und P” stattfindet, so 
„wird es hauptsächlich darum sich handeln, die Sätze II) und Ila) 
„des $ 6. zu verbinden“. 


Bei Einleitung dieses Geschäfts zeigt sich sofort, dass überall 
Rücksicht zu nehmen sei auf das Verhältniss der Winkel p, und 9, 
zu 2& und zu dem etwa auftretenden ©. Hiedurch wird man darauf 
hingeleitet, dass man behufs grösserer Uebersichtlichkeit und Klar- 
heit der Darstellung eine Teilung der Arbeit vorzunehmen habe, so 
zwar, dass zunächst der Fall 9, = 9 = « erörtert werde, dann erst 


die Behandlung der übrigen Fälle mit p, = 9, kommen solle. 


Für alle Fälle mag übrigens die Bemerkung vorausgeschickt 
werden. Sofern die Ordnungszahlen u, v zusammengehöriger Grenz- 
bilder P,’, P,” gewonnen sind, hat man freilich in Gestalt der Summe 
u4-v die Gesammtzahl aller zusammengehörigen Bilder P’ und P"” 
Will man aber, wie hier geschehen soll, mit s die Gesammtzahl aller 
mit dem Auge zu unterscheidenden Bilder des P bezeichnen, so ist 
die Angabe s = u-v nur dann zu machen, wenn keine zwei Bilder 
vereinigt sind. Dagegen wird s = u-+-v —1 anzugeben sein, wenn 
(wie es vorkommen wird) ein einziges Bild ?’ mit einem einzigen 
P" zur Vereinigung gelangt. — Dieser Sinn der Bezeichnung s soll 
in der weiteren Darstellung durchaus festgehalten werden. 


s 1. 


Um jetzt die Annahme 9, =9%=e«e vollständig zu 
discutiren, so-hat man ihr gemäss den Punkt P (nebst F,) in 
der ausgezeichneten Lage M; es handelt sich also um die Abbildungen 
M', M" eben des Punktes M, für welche die nach $ 3. I), I) zu 
bildenden Winkelangaben einfach lauten 


E 

Winkel AOM,'= « 
AOM;" = 3u 
AOM,;' — 50 


N I x 
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AOMz = (c—1)20 + o 


II. 
Winkel 0 OM"= «a 
BOM," = 3a 


BOM,' = 5a 


BOM;' = («—1)2a-+ a 


Man bemerkt, dass die zte Angabe unter I), wie unter II) ihre 
Form nicht ändert, ob nun x ungerade ist oder gerade. Man mag 
auch bemerken, wie sehr hienach bei der Annahme g, = 9% = « die 
Untersuchung des $ 5. und die Lösung der in dortiger Anmerkung 
behandelten Aufgabe sich vereinfacht hätte. 


Sowol aus vorstehenden Winkelangaben als aus dem in $ 6. dar- 
gelegten entnimmt man die Richtigkeit der sofort zu machenden, mit 
bisheriger Bezeichnungsweise auszusprechenden Angaben. 


Sofern OL, Jie letzte der Linien O0Z ist, so erhält man als zum 
ersten Spiegel gehörige Bilüer des M jedenfalls die » Bilder M,', 
M;' ... My’ der Reihe nach in den Halbirungslinien der Winkel 
AOL,, LOL ... In-ı Lu d. h. in Mitten der n ersten Hilfsfächer, 
die zu dem ersten Spiegel gehören. Ein weiteres Bild My„+ı1" findet 
sich innerhalb des Winkels Z„O4 (im Schlussfach des ersten Spie- 
gels) dann und nur dann, wenn dieser Winkel entweder —= 2« oder 
doch >a«; denn nur in jedem dieser zwei Fälle ist Winkel M,’O0My+ı' 
in der Grösse 2« und so zu construiren, dass Radius OMyrı’ frei 
innerhalb des Winkels Z„OX fällt, somit (vgl. $ 4. und 5.) einen 
letzten brauchbaren Ort für ein Bild Myu+ı" abgibt. — Hienach is 
‚leicht auch zu übersehen, wie die zum zweiten Spiegel gehörigen 
Bilder M" in den bezüglichen Hilfsfächern dieses Spiegels sich er- 
geben. Es sind ihrer ebenso viele wie der Bilder M’, und je zwei 
gleichbezifferte Bilder M&x’ ‚,Mz" liegen symmetrisch zu der Geraden 
MOM, wonach auch die zwei Bogenwege UMz', BMz” einander gleich 
gefunden werden. h 


Will man noch Genaueres über die Bilder M’, M" ermitteln, 
so sind bezüglich des Quotienten 180:2« die vier in $ 8. hervor- 
gehobenen Fälle zu unterscheiden. Diese Unterscheidung durch- 
führend, kann man für jeden Fall zunächst gemäss den Sätzen II) 
und lIa) des $ 6. die gemeinschaftliche Ordnungszahl der beiden 
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Grenzbilder M,', Mu’ angeben — bestimmt mit Rücksicht auf den 
Quotienten 180:2@ und den etwa mitspielenden Divisionsrest. Zu- 
gleich bietet sich dar der absolute Wert jedes der gegenläufigen und 
gleichgrossen Bogenwege UMy', BM,', und hienach ist nicht bloss 
die genaue Lage jedes der zwei Grenzbilder bekannt, sondern auch 
die Lage des jedenfalls in M halbirten Bogenweges Mu’, Mu zu 


finden. Denn jenachdem AM.’—-®Mu'— 2a sich darbietet, ist 


absolute Bogenlänge Mu’ Mu" = + |2@« — (UM.+8M"} 
anzugeben, während die etwa zutreffende Gleichung 
UM. —- BMu" = 2a 


offenbar auf M.'M,„"= 0 führt und die Vereinigung der zwei Bilder 
My, Mu in M anzeigt. 


An die gedachten Angaben ist auch die vollkommene Anschauung 
der gegenseitigen Lage der zwei Bilderreihen (M’) und (M”) zu 
knüpfen, endlich die Zahl s entweder = 2u oder = 2u—1 anzu- 


geben und in passendster Form (vgl. $ 8. Anmerkung) zu entwickeln. 


Geht man nun die einzelnen Fälle in Kürze durch, so zeigt sich 
Folgendes. 


Erster Fall: 180 = (n+1)2«, oder 360:2« = 2n—-2. 
Man erhält 
u=n-+1 = 180:2« 
Mu => AM, 
BM, = a = N, 
Mu’ Mu" —=(. 

Die Grenzbilder M,', Mu’ sind in Wi vereinigt. Die zwei Bilder- 
reihen stossen in W! zusammen, während sie im übrigen getrennt 
liegen. Somit aus 

2u = 2n+2 = 360: 2« 
folgt 
s = 2u—1 = (360:20) —1. 


Die hieher gehörigen Werte von 2«a° sind alle zu entnehmen aus 
der Reihe 


BETEN EB 9; 
deren allgemeines Glied ist 


1809 360 
41 oder 2:12 Bub 2 = Brad Dina, 
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Zweiter Fall: 180 = n.2« (a ea), oder 360 : 2« = 
(An+1)-+e. 
Man erhält 
180 
u=n+1= 5 +1 
AM = BMu' = ea 
Mu Mu Harz 2(a— eo). 


M,' liegt zwischen \ und M, M.” zwischen B und WM. 


Jede der zwei Bilderreihen greift über W hinaus. Kein Bild 7’ 
ist mit einem M’” vereinigt. Also 


s = 2u = 2n +2 = lt. 


Dritter Fall: 10 = n.2«-+ «a, oder 360:2« = 2» 1. 


Man erhält 
Ba ae 
IE ON 
WM. = BMy' = 2% 


Mu‘ Mu" ee 2a. 


My’ liegt in B, Mu’ in %. Jede der zwei Bilderreihen hört vor Er- 
reichung des Punktes W auf. Kein Bild M’ mit einem M” ver- 
einigt. 

s= 2u = 2n = (360:2«) — 1. 


Die hieher gehörigen Werte von 2«”° sind alle zu entnehmen aus 


der Reihe 
120%,.72, 19, A221 AZ 


deren allgemeines Glied ist 
360° 
2c+1 
Vierter Fall: 10 = n.2« + (a — eo) oder 360:2« = 
2n+(1— e). 
Man erhält 


mit are la 


WM, = BMu" = 20a — ea 
My Ark Fa 2(0 ESS e0). 


M,' liegt zwischen B und M, M.” zwischen W und M. Jede der 
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zwei Bilderreihen hört vor Erreichung des Punktes M auf. Kein 
Bild M' mit einem M” vereinigt. 
su Ua 4 
2@ 
Angesichts obiger Angaben mag nur Folgendes noch besonders 
hervorgehoben werden. 


I) „In jedem Fall werden die Grenzbilder M,„', M4” beide im 
„todten Raum gefunden. Die Grenzlinien OU, OB desselben er- 
„reichen sie dann und nur dann, wenn 180:2e® den Rest « lässt, 
„d. h. 360:2« eine ganze ungerade Zahl ist; hiebei je das zu dem 
„einen Spiegel gehörige Grenzbild in der Ebene des andern Spiegels 
„(in seiner Spurlinie) erscheinend“. 


I) Die Vereinigung zweier Bilder M’, M" kommt dann und 
„nur dann zu Stande, wenn 180:2« eine ganze Zahl, d. h. 360:2« 
„eine gerade Zahl ist; da sind die Grenzbilder M,’, M.” in DM ver- 
„einigt. Die grösste Oeffnung des Winkelspiegels, durch die solche 
„Vereinigung herbeigeführt wird, ist die von 90%. 


Anmerkung. Die zu den Fällen 1 und 3 erhaltenen Reihen 
der Werte von 2« sind zu verbinden zu der Reihe 


3600 3600 


Bao 700: 609 51, NA 5 A u 


Um an sie die den Fällen 2, 4 entsprechenden Werte zu knüpfen, 
hätte man vor ihren Anfang alle zwischen 180° und 120° liegen- 
den Werte zu stellen, sodann aber zwischen je zwei weiteren nächst- 
benachbarten Gliedern alle möglichen Zwischenwerte einzuschalten. 


Se 


„Jetzt wollen wir der Aufgabe näher treten, die Sätze II) und 
„lla) des $ 6. in dem Sinne zu verbinden, dass vollkommene Klar- 
„heit über alle diejenigen Fälle verbreitet werde, wo die Winkel 9, 
„und 9, ungleich sind“; hiebei die feste Bestimmung treffend, dass 
der kleinere von beiden der mit 9, bezeichnete (POA) sei. 


Für die Ausführung gedachter Verbindung ist es nun wesentlich, 
nicht nur die in $ 6. betonte Unterscheidung der geraden und der 
ungeraden n fest zu halten, sondern auch für den Rest ©, wo er 
vorkommt, die drei Möglichkeiten ® = a-+eao, 0= a, = a—eu 
in derselben Weise zu berücksichtigen, wie schon im $ 8., dann in 
$ 10. mit grösstem Nutzen geschehen ist. — Ist nänlich @= a--ea, 
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so weisen die Sätze II) des $ 6. darauf hin, dass man für p9( > a) 
unterscheide, ob entweder 9% < a@-+-ea, oder $g — «-ee, woran 


die entsprechenden Angaben für 9, (gemäss der an u, 
— 2«) sich knüpfen. 


| Ist aber = «—ea, so verlangen jene Sätze vielmehr, dass bei 
9, (<«) unterschieden werde, ob entweder 9, << ea—ee oder 


9 = «— ea; woran die entsprechenden Angaben über 9, zu knüpfen 


sind. Wird Solches beachtet, so überzeugt man sich, dass es zwölf 
charakteristisch verschiedene Fälle sind, die wir noch zu erörtern 
haben; und dieselben sind gemäss dem Gesagten mit ihren Charak- 
terisirungen aufzuführen wie folgt: 

1) 180 = (n--1)2«, n ungerade 

2) 180 = (n+1)2«, n gerade 

3) 180 = n.2« + (a-ee), n ungerade, 9 < a-eu 


4) 180 = n,2a—+(«-+-ee), n ungerade, @9 EL a en 
5) 180 12 n.2a (a ee), n gerade, 9 < a-te« 
6) 180 —n.20+(a+ea), n gerade, 9 — «+ en 


7) 180 = n.2«-+«, n ungerade 
8) 180 = n.2«-+e«, n gerade A 


9) 180 = n.2«+(a— er), n ungerade, 9, = a — en 
10) 180 = n'2«-+(a— ea), n ungerade, 9 < a — ea 
11) 180 = n.2a+(«— ea), n gerade, p, a a— eu 
12) 180 = n.2&«4(@— ea), n gerade, 9, < a— ea. 


Für jeden dieser Fälle ist die Bestimmung der Zahlen « und v 
aus den entsprechenden Angaben der Sätze II) und IIa) des $ 6. 
sofort zu entnehmen; so auch die der absoluten Werte der (gegen- 
läufigen) Bogenwege UP’ BP”. — Der für YP,.' sich darbietende 
Wert wird für den Punkt Pu’ sogleich die Entscheidung darüber 
geben, ob derselbe frei innerhalb des todten Raumes (W. AOB), 
oder auf der Grenze (OB) desselben, oder frei ausserhalb liege, da 


diesen drei Lagen beziehungsweise die Angaben UP." = 2a entspre- 


chen; und ebenso dient die Wertangabe von ®P,” mit Bezug auf den 
Punkt P,”’. — Aus den Werten beider Bogenwege muss dann immer 
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sowol die Länge des Bogens PP”, als die (wie sich zeigen wird) 
so sehr bemerkenswerte Lage seines Halbirungspunktes zu ermitteln 
sein. Letztere Aufgabe hat natürlich keine so einfache Lösung, wie 
sie im $ 10. unter den dortigen einfacheren Umständen sich darbot; 
erstere kann immerhin nach der dortigen Methode auch behandelt 
werden. — Für gegenwärtigen $ mag als allgemeine Methode der 
Auflösung beider Aufgaben zumal empfohlen werden die fol- 
gende. Man benutzt die absoluten Werte der gegenläufigen Bogen- 
wege AP, BP)”, um aus ihnen für die beiden Punkte Pu’, Py’ so- 
wol die absolute Differenz als die Summe von zwei gleichläufigen 
Bogenwegen herzuleiten, durch welche sie von einem und demselben 
der Punkte U, B aus erreicht werden. Jene Differenz ist eben die 
Bogenläuge Pu’P," selbst; die gedachte Summe oder vielmehr ihre 
Hälfte lässt sofort die Lage des fraglichen Halbirungspunktes erken- 
nen. — Uebrigens gestatten verschiedene der jetzt zu behandelnden 
zwölf Fälle, je nach ihrer Eigentümlichkeit eine einfachere Erledi- 
dung der gedachten Aufgaben; wie man sich sogleich überzeugen 
wird. 


Erster Fall: 180 = (n-+1)2«, oder 360:2« = 2n4-2, mit 
ungerader n. 


Man findet 
w=n-+1= 180:2e, UP = 9, = UB 
v—=n-+l, BD =, =D8$; 
d.h. Zu’, Pr vereinigt in $. 


u+v = 2n +2 
s=u+v—1 = (360:20)—1. 


Alle hieher gehörigen Werte von 2« sind zu entnehmen aus der 


Reihe 
Sl BE ER 


deren allgemeines Glied ist 180%: (c+1) mit«=1, 3,5... 


Zweiter Fall: 180 = (na+1)2«, oder 360:2« = 2n +2, mit 
gerader n. 


Man findet 
u=n-1 = 180: 20, Vu = UN, 
v=n-+l1, Pr = 9, =; 
d. h. Px, Pi" vereinigt in Ro. 


u+v—=2n-+2 
s—=u-4+v-—1 = (360:20) —1. 
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Alle hieher gehörigen Werte von 2«° zu entnehmen aus der 
Reihe 
609: 36957.255 719% 3 200E 


deren allgemeines Glied ist 180%: (+1) mt r=2, 4,6... 


Dritter Fall: 180 —n.2«-+(a«-+ ee), oder 360:2« = 2n+1--e, 
mit ungerader n; 


P<eaten, 9 > ua—en. 


Man findet 
180 \ 
“-n+1- 3, +1, UP = at ea — 9, < 2a 
ven-l, BP, =atee — g, < 2a; 


d. h. Pu’, Px’, beide frei innerhalb des todten Raumes. 
Mit Hilfe von 
BPu = 2a -UPu' = a—ea+9 


BPut BA, 29p3 gez: 287 
BPu — BP, = a SR 2eu; 


kommt auch 


d. h. Bogen Zu’ Py' halbirt in ®, seine Länge = 2(a — ea). 


Aus BP" >%BP,' sieht man, dass jede der 'zwei Bilderreihen‘ 
über ‘% hinausgreift-in die andere hinein. Kein Bild ?’ mit einem 
P" vereinigt. 


3 
s=utv= 2» +2 = Fri. 


Vierter Fall: 180 —=».2«+(a-+ ee), oder 360:2« = 2n+1-te, 
mit ungerader n; 


Ps BE a-tea, 9 ’2 a— en. 
Man findet 


von 5 UP" = atea +9, > 2a 
v=n-+1, BP,’ —= a tea — p, < 2%; 
d. h. Pı' frei ausserhalb des todten Raumes; ?%” frei innerhalb. 
Mit Hilfe von 
AP,” = a — BP” = a—en-+ 9, 


AP. +UP,” — 4a = 2UB 
AP. — UP” = 20 -+ 2ea — 294; 


kommt auch 


d. h. Bogen Pu'P,”’ halbirt in 3, seine Länge = 2(a-+ ea — 9}). 
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Jede der zwei Bilderreihen hört vor Erreichung des Punktes B 
auf. Kein Bild P’ mit einem P” vereinigt. 
36 

s=utvr=2ı+1= Fa 


Fünfter Fall: 10 =n.2«-+(a-+-ee), oder 360:2« = 2n--1-Fe 


mit gerader n; 
Pp<ate, >a-— ca 


Man findet 
180 N 
u=n+1= GP +1, UP) = a tea — p, < 2a 
v=n-l BP’ = a-tea— 9 < 2u 


d. h. Pu, Pv, beide frei innerhalb des todten Raumes. 
Mit Hilfe von 
UP,” = 2a — BP) = a—ea-49, 


UP, + UPu = 299 = 2UB), 
UP BD ZN Se 2a—2en; 


kommt auch 


d. h. Bogen Pu’ P," halbirt in ®,, seine Länge = 2(@a— ee). 


Aus AB,’ > UP. folgt: jede der 2 Bilderreihen greift über ®, 
hinaus. Kein Bild ?’ mit einem P” vereinigt. 


s-utr= 2242 = l+ı 


Sechster Fall: 180 =n.2«—+(a--e«), oder 360:2« = (2n-+-1)-+e, 
n gerade; 


9%— arten, pı 0 —e0. 


Man findet | 
180 
ıı- |: j+: ee 
von, BP, = a—+tea-+g, > 2u; 


d. h. Pu’ frei innerhalb des todten Raumes; P,” frei ausserhalb. 
Mit Hilfe von 
BP = Da— UP = a— ea, 
BP, + BP, —— 4a =— 2HU 
BP — BP = 20a +2ea — 29, ; 
d. h. Bogen Pu'Pr” halbirt in WI, seine Länge = 2(a-tea— 9). 


kommt auch 


Jede der 2 Bilderreihen hört vor Erreichung des Punktes WI auf. 
Kein Bild P’ mit einem P” vereinigt. 
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s—=utv — 2n+1 ns =} 


Siebenter Fall: 180 — n.2«a-+«, oder 360:2« = 2n-1, n 
ungerade. | 


Man findet 
180 
un) >] UP!" = a9, > 20 
v—=n-l, BP, = a—g, < 2a, 


d. h. Zu’ frei ausserhalb des todten Raumes; ?,”’ frei innerhalb. 
Mit Hilfe von 
AP, erane 2a — BR," = a9, 


UP up," = Au = 2.AB 
UP AP" == 20 —29,, 


kommt auch 


d.h. Bogen Pu’ P, halbirt in ®, seine Länge = 2(«—g,). 


Jede der 2 Bilderreihen hört vor Erreichung des Punktes B auf. 
Kein Bild ?’ mit einem P” vereinigt. 


s= u4v = 2u41 = 360:2a. 


Alle hieher gehörigen Werte von 2« zu entnehmen aus der Reihe 
1209; ‚51, Aal ns Wozu Bu ze 
deren allgemeines Glied ist 
ve init W223. br 9, a 
Achter Fall: 180 = 2«—+-.«, oder 360: 2a — 2n-+1, n gerade 
Man findet | | 
u=n+tl= 1 1+: Up. = a— 9, < 2a 
v-n, BP =at+gp, > 2a, 
d. h. Pu’ frei innerhalb des todten Raumns; ?,” frei ausserhalb. 
Mit Hilfe von 
BPı = 2a — UP)" =e-+9, 


BP, + BP = 4a = 2BU 
BP —BPu = 2a — 29, ; 


kommt auch 
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d. h. Bogen ?,.'P,” halbirt in U; seine Länge = 2(a— 9,). 


Jede der Bilderreihen hört vor Erreichung ‚des Punktes I auf. 
Kein Bild ?’ mit einem 7?” vereinigt. 


Alle hieher gehörigen Werte von 2«° zu entnehmen aus der Reihe 
ER SINE Or BE ar era BA Wr 
deren allgemeines Glied ist 


360° 

2c+1 

Neunter Fall: 180 = n.2@a-+(a—ee), oder 360:2« — 
2n-+(1—e), n ungerade; 


Ind AR HT 


9, S R—el, My < u u 


Man findet 
0) = 
vn= ‚la ‚ VPl= a—ea-49, = 2 
v= BPy = a—ea-9, < 2«, 


d. h. P,' frei innerhalb des todttn Raumes, P,’' entweder frei inner- 
halb oder an Grenze OB. 


Mit Hilfe von 


UP, = 2 — BP" = a-tee—p, 
kommt auch 


UP. + AP," Lo 23 = 2UB, 
AP Sr 2) e— 2a — 2en; 
i 4 
d. h. Bogen PP,” halbirf in ®,; seine Länge = 2(@a— ea). 


Aus UP. > UP,” folgt; jede der zwei Bilderreihen hört vor Er- 
reichung von ®, auf. Kein Bild P’ mit P” vereinigt. 


360 
s-ut-n=[|5, 


Zehnter Fall: 180—=n.2«-4+(@—ea), oder 360:2«—=2n--(1—e), 


n ungerade; 
ı <a-—en, P>a-ten. 


Man findet | 
18 
u-n-|;, o 9 N RAR Gr 
v=n-+l, BP, = we —en—g, < 2e, 


d.h. Pu frei ausserhülb des todten Raumes; ?,” frei innerhalb. 
-g# 
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Mit Hilfe von 


AP = 2a — By =atea+p, 


kommt auch 
AD, -- UP,” 1 mer 4 = 2AB, 


Up; ar AP, = 2a or 2er — 2, J 


d. h. Bogen PP," halbirt in B; seine Länge = 2(@a — ea — 9,). 


Jede der zwei Bilderreihen hört vor Erreichung des Punktes B 
auf. Kein Bild ?’ mit einem 7?” vereinigt. 


s=euthv= 2 t1= 5) +1. 
Elfter Fall: 180 —=n.2« +(@— ea), oder 360:2« = 2n4(1—e), 


n gerade; 


9, Ss a— er, 9 < arten. 
Man findet 


= 
vn, BP, = a—ea-+9, E 20 


d. h. Pu’ frei innerhalb des todten Raumes. 7,” frei innerhalb oder 
an der Grenze OU, 
Mit Hilfe von 
DR = a —APı = a+er — 9, 


BP’ +BPu' ‚zer 2P3 aa 2BB 
BP,” —BPu = 2a —2ea, 


kommt auch 


.d. h. Bogen P.'P," halbirt in PB; seine Länge = 2(@a — ea). 


Aus BP,’ > BP,’ folgt: jede der zwei Bilderreihen hört vor 
Erreichung des Punktes ® auf. Kein Bild ?’ mit einem P” ver- 
einigt. 

s=utV=-ı = [5 


Zwölfter Fall: 180 = n.2«a-+(«—ee), oder 360:2a = 
2n-+-(1—e), n gerade; 


9% <Sa—en. 9 > a-ten. 
Man findet 
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18 
u=n+1= [1 l+: AP" = a—ea—gp, < 2a 


vn, BP, = a—cea-4gp, > 2a; 


d. h. ?, frei innerhalb, P,”’ frei ausserhalb des todten Raumes. 


Mit Hilfe von 
BPu = 2a —UPı' = a-tea-+p, 


kommt auch 
BP, BP. = 4a — 2BA 


BP, — BP = 20 — 2ea 2973 
d. h. Bogen P,’P," halbirt in 9; seine Länge = 2(a— ea — 9,). 


Jede der zwei Bilderreihen hört vor Erreichung des @ auf. Kein 
Bild ?’ mit einem P’” vereinigt. 


seutr=-2ı+1= [=] +1. 


Anmerkung. Die zu den Fällnn 1, 2, 7, 8 gegebenen Reihen 
der Werte von 2«° sind zu einer einzigen zu verbindeu. Alle übrigen 
Werte, welche den übrigen acht Fällen entsprechen, wird man leicht 
gemäss den Charakterisirungen dieser Fälle bestimmen, und man 
kann sie an die vorhin gedachte Reihe teils durch Voranstellung 
teils durch Einschaltung anknüpfen. 


$ 12, 


Die Untersuchung im vorigen $ ist zwar unter der bestimmten 
Voraussetzung durchgeführt worden, dass von den Winkeln 9, 93 
der erstgenannte der kleinere sei. Indes ist aus jener ieicht zu er- 
kennen die Richtigkeit der alsbald auszusprechenden allgemeinen 


Sätze, welche für 9, S p, gemeint sind. 


Bei diesen ist nur immer streng festzuhalten: » die grösste ganze 
Zahl unterhalb des Quotientenwertes 180:2« (der selbst >1 sein 
muss), 2n die grösste gerade Zahl unterhalb des Quotientenwertes 
360:2& (der selbst > 2 sein muss). Und im übrigen sind die bisher 
gebrauchten Bezeichnungen in dem bisherigen Sinne festzuhalten. 


Die bezüglichen allgemeinen Sätze (für 9, S ps) lauten: 


I) „Was die Ordnungszahlen der Grenzbllder Pu, P,' betrifft, 
„so ist entweder jede gleich „+1, oder jede gleich n, oder die eine 
„gleich n+1, die andere gleich n.“ Und zwar 
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1) Die Angabe u=v=n--1 gilt sowol in jedem der Fälle, 
wo 180:2« eine ganze Zahl ist, als in jedem solchen, wo die Division 
180:2« einen Rest (at ee) lässt, der sogar den grösseren der Winkel 
91, Pa übertriftt. ($ 11.; 1, 2, 3, 5). 


2) Die Angabe v=v—= n gilt in jedem derjenigen Fälle, wo 
die Division 180:2«@ einen Rest («— e«) lässt, welcber höchstens den 
kleineren der Winkel 9,, 9 erreicht. ($ 11,; 9, 11). 


3) Die Angabe u 2 v (mit uw-v = 2n-+1) gilt in jedem der 


übrigen Fälle, wo nämlich die Division 180: 2« einen Rest lässt, 
welcher sich befindet auf dem Wege von dem grösserem (mit ein- 
begriffenen) der beiden Winkel $ bis vor den kleineren. 


Immer aber, wenn die Ordnungszablen der Grenzbilder ungleich 
sind, ist die kleinere an den bei P näheren, oder an den von P ent- 
fernteren Spiegel geknüpft, jenachdem nr ungerade oder gerade ist. 


II) „Was die Lage der Grenzbilder ?,, Pit gegen den todten 
„Raum betrifit, so bestehen folgende Angaben.“ 


I) Itva=v=n-41', so liegt jedes der zwei Grenzbilder frei 
innerhalb des todten Raumes. ($ 11.; 1, 2, 3, 5). 


2) It v=v=n, und zwar dadurch herbeigeführt, dass der 
kleinere der beiden Winkel „ grösser ist als der zu 180:2« gehörige 
Divisionsrest, so liegt ebenfalls jedes der zwei Grenzbilder frei inner- 
halb des todten Raumes. ($ 11.; 9, 12). 


3) It=»= n, aber dadurch herbeigeführt, dass der kleinere 
der beiden Winkel gs gleich oben gedachtem Divisionsreste ist, so 
liegt das eine der Grenzbilder frei innerhalb des todten Raumes, das 
andere iu einer der Linien AOUX, BOX, und zwar in der bei P? nähe- 
ren, oder in der von P entfernteren, jenachdem n gerade oder un- 
gerade. 


4) Ist u 2 v, so ist immer das eine Grenzbild frei innerhalb 


des todten Raumes, das andere frei ausserhalb; und letzteres ist 
immer dasjenige mit der kleineren Ordnungszahl. 


III) „Das Bogenstück PP,’ hat zum Halbirungspunkt immer 
„einen der vier Punkte ®B, ®,, 9, 3; hiebei die Vorstellung des 
„Halbirtseins auch dann festzuhalten, wenn die Punkte Pu’, Py” ver- 
„einigt liegen; „welches letztere dann und nur dann (S 11.; 1, 2) 
„zutrifft, wenn die Division 180:2« aufgeht. Genauer ist zu sagen‘ 
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1) In jedem der Fälle „=o ist es einer der Punkie ®, By, 
welcher die gedachte Rolle spielt. Und zwar, wenn v=v—=n-41, 
so fällt diese Rolle dem ®B oder dem ®, zu, jenachdem » ungerade 
oder gerade ist; wenn aber v=v=n, so fällt sie dem PB oder ®, 
zu, jenachdem n gerade oder ungerade. (8 11.; 1, 2, 3, 5, 9, 11). 


2) In jedem der Fälle Er ist es einer der Punkte 4, 8, 


welcher den Bogen PP, halbirt. Und zwar spielt U oder B die 
gedachte Rolle, jenachdem «u oder v» die grössere der zwei Zahlen ist. 


IV) „Was die gegenseitige Lage der Bilderreihen (?’), (P”) 
„betrifft, so ergeben sich die Behauptungen :“ 


1) Die zwei Reihen stossen in einem der Punkte B, ®, zu- 
sammen, wenn = v—=n--J1 stattfindet mit 1°0:2« = n+1; und 
zwar erfolgt das Zusammenstossen in ® oder in %,, jenachdem » 
ungerade oder gerade ist. 


2) Die zwei Reihen greifen in einander ein, wenn vev—=n-1 
stattfindet, ohne dass 180:2& = n-H1; und zwar greifen beide gleich 
weit über ‘5 oder über ‘®, hinaus, jenachdem n ungerade oder ge- 
rade. 


3) Beide Reihen hören von einem und demselben der Punkte 
%, B,, unter gleichem Abstand von ihm auf, wenn v= vo = n; und 
zwar spielt ® oder ®, die bezügliche Rolle, jenachdem n gerade oder 
ungerade. 


4) Beide Reihen hören vor einem und demselben der Punkte 4, 
®, unter gleichem Abstand von ihm auf, wenn % und v ungleich sind; 
und zwar spielt U oder 3 die bezügliche Rolle, jenachdem « oder v 
die grösse Zahl ist. 


V) „Was die Bogenlänge P,'P," betrifft, so ist sie von den 
„Grössen @,, 99 ganz unabhängig in allen denjenigen Fällen, wo einer 
„der Punkte ®, ®, es ist, der den Bogen P,'P," halbirt.“ In jedem 
derartigen Falle ist PP,’ entweder = 0 oder = 2(@a—ea); der 
Wert Null nur vorkommend, wenn 180:2« eine ganze Zahl. 


„Dagegen ist die Bogenlänge Pu'P,"’ von 9, oder 9, abhängig 

„in allen denjenigen Fällen, wo einer der Punkte A, ® es ist, der 

„den Bogen P,'P," halbirt.“ In jedem solchen Falle ist Pu’P,” ent- 

weder = «a — 9, oder = «a--ee— p, oder = a —ea— 9; unter @ 
den kleineren der ber beiden Winkel g,, 9, verstanden. 


Dass durch den Uebergang von einem der zwölf Fälle des $ 11. 
eine schroffe Aenderung der Erscheinungen bewirkt werde, ist aus 
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jenem $ unmittelbar zu ersehen, und es bedarf dass keiner weiteren 
Ausführung. Durch vorstehende Angaben ist man aber darauf hin- 
gewiesen, gewisse Aenderungen und mit ihnen verbundene Behar- 
rungen hervorzuheben, welche innerhalb jedes einzelnen jener zwölf 
Fälle sich zeigen, während doch die Bedingungen seines Zutreffens 
streng festgehalten werden. Gemäss vorigen Angaben III)... V) ist 
zu behaupten: 


VI) „Wenn bei gegebener Oefinung des Winkelspiegels und ge- 
gleiche 
ungleiche 
„für die zwei Grenzbilder vorhanden sind, so ist innerhalb eines 
„zwischen (immer nach $ 11. zu bestimmenden) Spielraums der Punkt 
„P so zu bewegen, dass zwar die Grenzbilder ihre Lage ändern, und 
die Lage seines Halbirungpunktes\ 
seine Länge 

„sich stetig ändert, dagegen unvcrandert bleiben jene beiden Ord- 
die Länge 

die Lage des Halbirungspunktes 


„gebener nicht medianer Lage von P | Ordnungszahlen 


„für den sie verbindenden Bogen | 


„nungszahlen und | | jenes Bogens.“ 


8 18. 


Wenn man die Fälle mit 9, = 9, denjenigen gegen- 
überstellt, wo 9, Sp, so ist aus den SS 10. ... 12. ersicht- 


lich, dass jeder Fall der einen Art sehr wesentliche Eigentümlich- 
keiten hervorkehrt gegenüber jedem Falle der andern. Nur die- 
jenigen Fälle der zweiten Art, wo die Ordnungszahlen v und v der 
beiden Grenzbilder einander gleich werden, zeigen eine merkliche 
Verwandtschaft mit solchen der ersten Art; was eben damit zusam- 
menhängt, dass jeder der Fälle mit 9, =9, als ein solcher anzu- 
sehen ist, wo die Punkte ®, %, in Wt sich vereinigt Bar wie ja 
P und P,in M es getan. 


Mit Rücksicht auf die Grösse der angedeutenden Unterschiede 
und bei dem übersichtlichen Charakter, welchen welchen man den 
Darstellungen der $$ 10. und 11. zu geben suchte, wird man darauf 
verzichten wollen, dass weiterhin Vergieichungen und Zusammen- 
fassungen der beiderseitigen Resultate ausgeführt werden. 


Nur mit Bezug auf die Zahl s, auf deren Ermittlung gewöhnlich 
das grässte Gewicht gelegt wird, mag das geschehen; es mag also 
noch ausgesprochen werden folgende 
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Generalangabe 
über die Gesammtzahl s der dem Auge unterscheidbaren 
Bilder von P. 


„Wenn ? irgendwie frei zwischen den beiden Spiegeln des Win- 
/ < 

„kelspiegels liegt, so dass jede der drei Möglichkeiten @, = 9, zu- 
> 


„gelassen ist, so hat man bezüglich der Zahl s zu behaupten: 


1) Ist 180:2« elne ganze Zahl {d.h auch 360:2« von der 
Form 22 +2}, so ist s = (360: 2«) —1. 


Die hier gemachte Voraussetzung, und nur diese ist es, bei wel- 
cher zwei Bilder des 2, nämlich die Grenzbilder, sich vereinigen. 


2) Lässt die Division 180:2& einen Rest «--e« fd. h. ist 
360:2«& von der Form (2n-+-1)-+-e}, so ist s entweder = E HH: 


360 
oder - [5 . Ersteres trifft zu dann und nur dann, wenn jeder 


der Winkel @,, 9, kleiner ist als jener Rest; es trifft also nament- 
lich auch zu, wenn 9, = 9%= a. 


3) Lässt die Division 180: 2& den Rest « {d. h. ist 360:2& = 2n-Hi}, 
so ist s entweder = 360:2«@ oder = (360:2«)— 1. Letzteres trifft 
zu dann und nur dann, wenn 9, = 9% = «. 


4) Lässt die Division 180:2& einen Rest «@—e« ist 
io 
360:2« von der Form 22-+-(1—e)}, so ist entweder = 0]: 
360 


oder = u} Letzteres trifft immer zu bei vorhandener Gleich- 


heit der ER g; und 99: bei vorhandener Ungleichheit aber 
dann und nur dann, wenn selbst der kleinere mindestens jenem Reste 
gleich ist. 


Man bemerke wol, dass vorstehende Angaben über s ganz un- 
abhängig davon sind, ob die Hilfszahl rn eine ungerade oder eine ge- 
rade ist. 


$ 14. 


Die Rolle, welche der Punkt Wt in den Sätzen des $ 10. spielt, 
ist ganz unmittelbar an den Umstand anzuknüpfen, dass die dortige 
Voraussetzung 9, = 9, eine durchgängige. Symmetrie der Erschei- 
nungen bewirken muss. 
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„Sofern aber in den Sätzen der $$ 11. und 12. auch die Punkte 
„PB, Bo, ja sogar die Punkte A, ® eine bis zu gewissem Grad ähn- 
„liche Rolle spielen wie M, so ist angezeigt, darüber noch weiteren 
„Aufschluss zu suchen“. Solcher ist in der Tat aus den Sätzen V) 
und Va) des $ 9. zu gewinnen, denn durch diese wird man auf Linien 
aufmerksam gemacht, deren jede als Symmetralaxe für gewisse Bilder 
P’ und entsprechende P” erscheinen muss. Sie ergeben sich wie 
folgt: 


1) Die Gerade OP halbirt immer den Winkel Z,'OP,"; denn es 
ist (vgl. $ 3.) 


einesteils Winkel POP) = PO0A+4A0P, = 9,-+(2«-4+9,) = 4a, 
andernteils Wkl. POP,” —= POB+BOP"—= 9-4 (2«-+ 9,) = 4e. 


Sofort gemäss $ 10., V) und Va) erkennt man, dass die Bilder 
Pe, 24, #6... der Reihe "nach mit 2”, Fr, 227, symmetrisch 
liegen bezüglich der Axe PO%. 

Demgemäss, wenn die Ordnungszahlen z, v der Grenzbilder P,', 
P" gleich grosse gerade Zahlen sind, muss für den Bogen P,P," 


sein Halbirungspunkt in M sich ergeben, und auch die Unabhängig- 
keit seiner Länge von p, und gs ist zu begreifen. 


2) Die Gerade OP, halbirt immer den Winkel ?,’OP,”, denn 
es ist 
einesteils Wkl. 3,0P, = M9A-+AOP' = 9 yı = 2a, 
andernteils Wkl. PROP/"= P,OB+ BP," = 9-9, = 2a. 


Sofort erkennt man, dass die Bilder P,', Py', P,’ ... der Reihe 
nach mit P,”, P3", P5" ... symmetrisch liegen bezüglich der Axe 
PoOBo- 


Demgemäss, wenn z, v gleich grosse ungerade Zahlen sind, 
muss für den Bogen PP,’ sein Halbirungspunkt in ®%, sich er- 
geben, und auch die Unabnängigkeit seiner Länge von 9, und 9, ist 
zu begreifen. 


3) Die Gerade 0A halbirt immer den Winkel P,’OP,"; denn 
es ist 


einesteils Wkl. AOP,' = 2 + 93, 
andernteils Wkl. AOP,\"= AOB-+ BOP," = 2a 9,. 


Sofort erkennt man, dass die Bilder Py’, P,', P,' ... der Reihe 
nach mit den Bildern P,”, P5”, P5" ... symmetrisch liegen bezüglich 
der Axe AO. 
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Demgemäss, wenn u gerade ist und um Eins grösser als v, ist 
ersichtlich, dass der Bogen /4'P,’ seinen Halbirungspunkt in X haben 
muss; und auch die Abhängigkeit seiner Länge von 9, wird be- 
greiflich. 


4) Die Gerade 0A halbirt immer auch den Winkel P,’OP,", 
denn es ist 


einesteils Wkl. AOP,' = dAa-t-p, 
andernteils Wkl. AOR”"—= AOB-+ BOP,' = 2&-+(20--9,). 


Sofort erkennt man, dass die Bilder PB’, P,, P}'... der Reihe 
nach mit P/“, P/”, P%" ... symmetrisch liegen bezüglich der Axe 
AN. 


Wenn also « ungerade ist und um Eins grösser als v, muss der 
Bogen PP,’ seinen Halbirungspunkt in Y! haben; und auch die Ab- 
- hängigkeit seiner Länge von 9, ist begreiflich. 


Bezüglich der Geraden OB findet man ebenso gerechtfertigt die 
Angaben: 


5) Die OB halbirt immer den Winkel POP,’ und ist dessen 
Hälfte gleich 2@&+9p,. Hienach die Bilder P/', #/’, #5... sind der 
Reihe nach zu P,", P/", Pi" ... symmetrisch bezüglich der Axe BOY. 
Ist also ungerade und um Eins kleiner als v, so muss der Bogen 
PwP,' in ® halbirt sein; und die Abhängigkeit seiner Länge von 
p, ist ersichtlich. 


6) Die OB halbirt auch den Winkel P,’OP,”, und ist dessen 
Hälfte gleich Ada+p,. Hienach die Bilder P,’, P/', E ... sind der 
Reihe nach symmetrisch mit P,’, P,’, P," ... bezüglich der Axe 
BOSB. Ist also « gerade und ums Eins kleiner als v, so muss der 
Bogen P,.'P,' in ® halbirt sein, und auch die Abhängigkeit seiner 
Länge von 9, ist begreiflich. 


Von vorstehenden Angaben fällt immerhin ein neues und wesent- 
liches Licht auf schr wiehtige Bestandteile der in den $$ 11. und 12. 
gewonnenen Sätze; ja diese könnten sogar vollständig von jenem her- 
geleitet werden. Doch dürfte die hiemit angedeutete Herleitung in 
wesentlichen Stücken der im $ 11. durchgeführten Methode nach- 
stehen, welche dort jedenfalls als die nächst liegende und ihres Er- 
folges vollkommen sichere sich empfehlen müsste. 
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$ 19. 


„Wenn die Oefinung 2«° des Winkelspiegels fest gegeben ist, 
„und man lässt den Punkt P in einer zu der Axe UV senkrechten 
„Ebene AOB stetig sich bewegen“, so zwar, dass seine Entfernung 
OP von der Axe sich nicht ändert, und dass er von einer Lage aus 
dicht bei der Spur OA des ersten Spiegels bis dicht vor der Spur 
OB hingeht; so ist aus den hier vorgetragenen Lehren immer der 
Gang der zugehörigen Bilder P’, P” anschaulich zu entnehmen, ins- 
besondere das die Grenzbilder P,’, P,’ Angehende, ihre Zahl und 
Lage Betreffende genau zu verstehen. 


Das ist, wie man sofort erkennt, Löchst einfach in den Fällen, 
wo 360:2« die Form 2r-H2 mit ungerader oder mit gerader n hat, 
weniger einfach in den übrigen, von welchen wenigstens ein beson- 
ders vorsichtig zu behandelnder durch ein Beispiel erläutert werden 
mag. 


Sei 
DaB 0 
Aus der Angabe 
180 = 2.78-424 


sieht man, die bisherigen Bezeichnungen beibehaltend, dass 
n=2, v=a—er—24, ea—=15, a-+ter = 54. 


Das Beispiel umfasst die Fälle 12) und 11) des $ 11. nebst ihren 
durch Vertanschung von @, und 9, sich ergebenden Modificationen 
es sind hienach die folgenden Angaben zu machen, welche auch mit 
Hilfe des $ 3. zu controliren sind. 


1) Während der Winkel AOPvon einem dicht bei Null liegen- 
den Werte an stetig wächst bis vor 24°, hat man beständig vu = 3, 
v= 2. Die Grenzbilder P,’, P,'’ bewegen sich beide stetig gegen 
den festen Punkt W hin, P,’ innerhalb des todten Raumes, Py” 
ausserhalb, beide immer gleich weit von W entfernt; diese Entfernung 
allmählich alle Werte zwischen Null und 24° annehmend. 


2) Während AOP von 24° an stetig wächst bis zu 549 (= 78° 
— 24°), ist immer v= v»=2. Der Bogen zwischen den Grenzbildern 
P,', P;" ist unveränderlich gleich 48°, sein Halbirungspunkt immer 
der mit P sich bewegende Punkt ®. Die Bewegung des Bogens 
P,'BP,' ist eine Fortschiebung in der Richtung MB, so dass an- 
fänglich P,’ in U ist, und zuletzt P,’ in B. 


3) Während AOP stetig wächst über 54° hinaus bis dicht vor 
78°, ist immer v= 2, v=3. Die Grenzbilder P,’, P,’ bewegen sich 
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beide stetig von dem festen Punkte ®B weg, P,’ ausserhalb des todten 
Raumes, P,” innerhalh ; beide immer gleich weit von ® entfernt, diese 
Entfernung allmählich alle Werte zwischen 24° und Null an- 
nehmend. 


$ 16. 


Nachdem alles Wesentliche dargelegt ist, was anf die Abbildungen 
des einzelnen Punktes P sich bezieht, wollen wir irgend ein starres 
System 3 von Punkten C, D, E ... betrachten, welches in die Oeff- 
nung (2«) des Winkelspiegels eingeführt sei; und es soll für die 
Punkte C, D, E.... der Figur & dahin gestellt bleiben, ob sie in 
Einer zu der Axe UV normalen Ebene sich befinden oder nicht. 


Während wir nun bie bisherigen Bezeichnungen festhalten oder 
ihnen ganz analoge gebrauchen, machen wir zunächst die besondere 
Annahme, dass der Quotient 180:2«@ eine ganze Zahl n—+1 sei. Dann 
sind gemäss den Sätzen der $$ 6., 7. sofort die folgenden Angaben 
zu machen. 


I) Als zu dem ersten Spiegel gehörige Abbildungen der Figur 
& ergeben sich der Reihe nach Figuren 2, ', 33’, &3' ... Zu, ZutV, 
jene eine in einem der n+-1 Hilfsfächer des ersten Spiegels, welche 
der Reihe nach sich darbieten als Flächenwinkel, jeder zwischen 
zwei nächst aufeinander folgenden der n-+2 Ebenenstücke UVA, 
UVL,, UVL, ... UVI„, UVA. — Und mit analogen Bestimmungen 
erscheinen als zum zweiten Spiegel gehörige Abbildungen der Figur 
2 die mit 3,”, 33", 3,” ... Zu’, Zu+1' zu bezeichnenden. 


II) Je zwei nächst benachbarte Abbildungen &%, Zx+ı' sind 
symmetrisch mit Bezug auf die sie trennende Ebene (Scheinspiegel) 
UVL;, so zwar, dass den Punktbildern Cr’, Dr‘, Er ... der Reihe 
nach entsprechen Ckyı', Drri', Errı? ... — In gleicher Weise sind 
+ , Zk+1 symmetrisch mit Bezug auf die Ebene (Scheinspiegel) 
UVRr. 


III) Jede Abbildung 2’ oder 2” von ungerader Ordnung ist sym- 
metrisch gleieh dem Urbild &, so zwar, dass den Punkten C, D, 
E ... des letzteren entsprechen die in 2’ enthaltenen Punktbilder 
C’, D', E’... und ebensognt die in &” enthaltenen €”, D", E” ... 


Daher: alle Abbildungen 2’ und &” von ungerader Ordnung 
sind unter sich congruent, so zwar, dass in jedem Paare derselben 
die dann einen Partner angehörigen Bilder der Punkte €, D, E... 
der Reihe nach entspreehen den im andern Partner befindlichen 
Bildern derselben Punkte. 
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IV) Jede Abbildnng 2’ oder 2” von ungerader Ordnung ist 
congruent mit dem Urbild &, so zwar, dass mit den Punkten €, D, 


E ... des letzteren beziehungsweise zur Deckung zu bringen sind, 


sowol die in 2’ enthaltenen Punktbilder C’, D’, E’ ... als die in 
arnventhaltenen.@”, Di u". 


Daher auch: alle Abbildungen 2’ und 2” von gerader Ordnung 
sind (in selbstverständlichem Sinne) unter sich congruent. 


Den Sätzen der $ 10., I) und $ 12., II) gemäss knüpft sich 
hieran: 


V) Die Abbildungen 2,41‘, Zurı", beide in dem Winkel zwischen 
den Ebenenstücken UV, UV® eingeschlossen, müssen immer voll- 
ständig vereinigt sein, so zwar, dass die Punkte Cyyı', Dari’, 
Ey+ı ... der Reihe nach in Car", Darı”, En+ı” ... sich finden. 


Indes ist hiebei der Unterschied zu berücksichtigen, welcher 
sich ergibt, jenachdem die Zahl „+1 ungerade ist oder gerade. 


Wird nämlich diejenige Ebene beigezogen, welche durch die Axe 
UV gehend, hinter den beiden Spiegelflächen UVA, UVB befind- 
lich, gleiche Winkel mit denselben macht, so ist in dem Falle der 
ungeraden n4+-1 zu bemerken: das Bild 2,41’ (oder das mit ihnen 
identische 2,341") liegt bezüglich genannter Ebene zu dem Urbild & 
symmetrisch, so dass jede der Strecken CCypı', DDar1, EEnp' ... 
durch genannte Ebene senkrecht halbirt ist. — Ist aber n--1 eine 
gerade Zahl, so sind & und „+17 in solcher gegenseitigen Lage, 
dass jede der Strecken CCyy+1', DDa+1' EEynyı' ... durch die Gerade 
UV senkrecht halbirt ist. 


Die Bedeutung dieser Angabe zeigt sich an folgenden Bei- 


spielen: 


Ist die Oefinung 2« = 60% {180:2« =3 = n-+-1}, so wird als 
mittleres Bild eines in den Winkelspiegel mit beiden Augen gleich- 
mässig hineinschauenden Menschen ein solches Menschenbild erschei- 
nen, dessen rechtes Auge die Abbildung von dem linken Auge des 
wirklichen Menschen ist. 


Hat man aber 2«° = 900|180:2« =2—=n-1}, so wird als 
mittleres Bild eines in den Winkelspiegel mit beigen Augen gleich- 
mässig hineinschauenden Menschen ein solches Menschenbild erschei- 
nen, dessen rechtes Auge die Abbildung von dem rechten Auge des 
Urbildes ist. 


Be > Aue no a Ar N ae U oc 
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s 17. 


Sei jetzt angenommen, dass die Division 180:2« einen Rest ® 
lasse {180 = n.22«-+0o}, und sei eine in die Oefinung des Winkel- 
spiegels eingeführte Figur & gedacht, wie im vorigen 8. 


Das (n+-1)te Hilfsfach zum ersten Spiegel wie das (r+-1)te 
zum zweiten ist nun ein Flächenwinkel = », und sofort ist zu sagen: 


Es erscheinen jedenfalls Abbildungen 2,’ ... 2,’ und 3,” ... 
Zu, jede als eine vollständige Abbildung von &, und es sind für 
solche ganz dieselben Bestimmungen zu geben wie im vorigen $. 


Was aber in dem (a--1)ten Hilfsfach (dem Schlussfach), zu dem 
einen oder andern Spiegel gehörig, zu suchen sei, dass ist jetzt näher 
zu erörtern. 


Nach den $$ 10. und 12. kann irgend ein Punkt P der Figur 2 
so liegen, dass entweder keines der Bilder P%+1', P.+1” zu Stande 
kommt, oder nur ein einziges, oder beide. Daher ist bei jedem der 
zwei Schlussfächer an die drei Möglichkeiten zu denken, dass ent- 
weder gar kein Punkt der Figur & in demselben zur Abbildung ge- 
lange, oder nur ein Teil von &, oder & in ganzer Ausdehnung. 


Indes ist eine Construction anzugeben , welche geeignet ist, für 
jeden Fall eine vollständige Aufklärung in anschaulicher Weise zu 
gewähren. 


Aus Axe UV werde zunächst innerhalb des nten Hilfsfaches des 
ersten Spiegels ein Ebenenstück UV% so geführt, dass seine Ab- 
weichung von dem Ebenenstück UVZ„ = o» sei. Dann ist aus $ 6. 
V) zu entnehmen: was von der Figur 2,’ zwischen den Ebenen- 
stücken UV und UVL, sich befindet, das und nur das erscheint 
auch in dem Schlussfache zwischen UVL„ und UVX, so zwar, das 
jedem Punkte C,’ ein Punkt C„yı' entspricht, und die zwei Punkte 
C#, Ca+ı' zu der Ebene UVL, symmetriseh liegen. 


Desgleichen werde aus UV innerhalb des »ten Hilfsfaches des 
zweiten Spiegels ein Ebenenstück UVR so geführt, dass seine Ab- 
weichung von dem Ebenenstück UVR„ = o sei. Was dann von der 
Figur 2,’ zwischen den Ebenenstückcn UVR und U7TR,„ sich be- 
findet, das und nur das erscheint auch in dem Schlussfache zwischen 
UVR„ und UV“, so zwar, dass jedem Punkt Cy’ ein Punkt Cu+r" 
entspricht, und die zwei Punkte C,”, Cy+ı" zu der Ebene symme- 
trisch liegen. 
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Man sieht hieraus, dass unter Umständen die ganze Leistung 
des Winkelspiegels mit Hervorbringung der Bilder &,’, 2,” erschöpft 
ist, dass aber unter andern Umständen Figuren 3,41, Z4}+1” ent- 
stehen, welchen so und so viel dazu fehlte, vollständige Bilder von 
& zu sein. 


Um für solche ihre Beziehung zu & genauer zu erkennen, kann 
man zwei weitere Hilfsebenen einführen, beide aus UV gehend, in- 
nerhalb des Winkelspiegels selbst: die eine UVR, von UVA ab- 
weichend um o, die andere UVR, von UVB abweichend um ». — 
Sofort sind folgende Angaben zu verstehen: 


I) Ueber die etwa zu Stande kommende Figur 2,41’. 


Ist n+1 eine gerade Zahl, so wird 3,41’ congruent sein mit 
derjenigen Fignr, welche von & abgegeben wird in den Flächen- 
winkel zwischen den Ebenenstücken UVB, UVN,. Genauer: bleibt 
„+1 in fester Verbindung mit den zwei Ebenenstücken UVW, UVZ,, 
und dreht man dieses System um die Axe UY (in der einen oder 
andern Richtung, .ohne Gleitung) bis UVZ, mit UVB sich vereinigt, 
so wird jeder Punkt Cy„yı' der Figur 3,41’ mit dem ihm entspre- 
chenden C der Figur 3 vereinigt sein. | 


Ist aber n+-1 eine ungerade Zahl, so wird &„+1’ symmetrisch 
gleich sein mit derjenigen Figur, welche von & abgegeben wird in 
den Flächenwinkel zwischen den Ebenenstücken UVA, UV, und 
es existirt eine die UV enthaltende Ebene, mit Bezug auf welche je 
zwei einander entsprechende Punkte C,„+1' und C’ symmetrisch liegen. 


II) Ueber die etwa zu Stande kommende Figur 3,41”. 


Ist n+1 eine gerade Zahl, so wird &„;2” congruent sein mit 
derjenigen Figur, welche von & abgegeben wird in den Flächen- 
winkel zwischen den Ebenenstücken UVA, UV%,. Genauer: bleibt 
„+1 in fester Verbindung mit den zwei Ebenenstücken UV%®, 
UVR,„, und dreht man dieses System um die Axe UV (in der einen 
oder andern Richtung, ohne Gleitung) bis UVR,„ mit LVA sich ver- 
einigt, so wird jeder Punkt Cyy4ı" mit dem ihm entsprechenden C 
der Figur 2 vereinigt sein. 


Ist aber n+1 eine ungerade Zahl, so wird 3,41” symmetrisch 
gleich sein mit derjenigen Figur, welche von 3 abgegeben wird in 
den Flächenwinkel zwischen den Ebenenstücken UVB, UVR, und es 
existirt eine die Axe UV enthaltende Ebene, mit Bezug auf welche 
je zwei einander entsprechende Punkte C,y}ı" und C symmetrisch 
liegen. 
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$ 18. 


Ist ein Punktsystem 3 (so wie in den zwei vorhergehenden $$ 
eingeführt, und hat man 180:2& = n--1, so ist klar, dass von den 
Bildern 3,’ ... &,’ und 2,” ... 2,” keines einen Punkt mit dem 
andern gemein hat; von diesen Bildern kann also keines irgendwie 
das andere stören. Aber auch bei den Bildern 3,1’ und 3,41" 
trifft letztere Behauptung zu. Da nämlich jeder Punkt Payı’ des 
einen mit demjenigen Punkt P,+1" des andern vereinigt ist, welcher 
denselben Punkt ? des Systems & abbildet wie jener, so wird durch 
die Vereinigung der Bilder 3,41” Z„+1” (innerbalb des todten Rau- 
mes) eben dafür gesorgt, dass in diesem ein einziges, nicht bloss 
ganz eines, sondern sogar in Betreff der Helligkeit begünstigtes Bild 
von 2 sich zeigt. 


Sehen wir dagegen auf irgend einen derjenigen Fälle, wo (wie 
in $17.) 180 = n.2«- 0», so ist nur von den Bildern &,’... 32-1 
und 2,” ... Z,-ı" unbedingt zu sagen, dass keine zwei einander 
stören. Was dagegen 3,’ und 2," betrifft, so sind diese zwar ge- 
wiss vollständige Bilder von &, aber bei jedem von ihnen ist die 
Möglichkeit zu berücksichtigen, dass es wenigstens teilweise in den 
todten Raume falle, auf welche vollends 34,1’ und 2,41” in ihrer 
ganzen etwa ergebenden Ausdehnung angewiesen sind. — Ist nun ? 
irgend ein Punkt innerhalb des todten Raumes, und fällt nach X ein 
Bild P' von einem dem & angehörigen Punkt P, so sieht man leicht, 
dass & kein Ort ist, sei es für ein anderes Bild P’, noch für ein 
Bild P”; namentlich auch kein Ort für ein Bild @’, welches ein von 
P verschiedener Punkt @ des & geben möchte. Dagegen ist immer 
die Aufgabe zu lösen: man soll innerhalb der Oeffnung des Winkel- 
spiegels einen Punkt Q suchen von solcher Lage, dass er ein Bild Q@” 
an der beliebig gegebenen Stelle liefere, wo bereits das Bild P’ sich 
befindet, 


Um die Auflösbarkeit dieser Aufgabe und die Einzigkeit der Auf- 
lösung streng und allgemein zu erweisen, kann man die folgende Be- 
trachtung anstellen, welche wesentlich an den Satz IVa) des $ 6. . 
anknüpft. 


Man stelle sich der Reihe nach vor die aus Axe UV entsprin- 
genden Ebenenstücke UVR,, UVR,... bis zu demjenigen UVR,, 
welches als letztes vor UV I sich darbieten wird. Nun ist zu Punkt 
zZ der ihm symmetrische mit Bezug auf Ebene UVR, zu nehmen, 
zu diesem abgeleiteten Punkt wieder der ihm symmetrische mit Bezug 
auf Ebene UVR._ı, zu diesem abgeleiteten wieder der ihm symmetrische 
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mit Bezug auf Ebene UVR;-a u. s. w. Durch diese Veranstaltung 
wird offenbar jenseits der schliesslich zu benutzenden Ebene UVR,, 
innerhalb der Oeffnung des Winkelspiegels ein solcher von 3 abge- 
leiteter Punkt gewonnen, an dessen Stelle ein leuchtender Punkt @ 
gebracht — genau an der vorgeschriebenen Stelle X des todten Rau- 
mes ein Bild @” liefern wird. 


Aus dieser Darstellung erhellt, dass und wie immer, diejenigen 
Störungen zu ermitteln sein werden, welche bezüglich der Reinheit 
der in den todten Raum fallenden Abbildungen eines Systems & sich 
ergeben mögen. 


Im übrigen ist gemäss dem zuletzt Vorgetragenen herzorzuheben, 
dass freilich die besten Leistungen des Winkelspiegels im Sinne der 
Hervorbringung schöner Bilder eines beliebig ausgedehnten, in seine 
Oefinung eingeführten Gegenstandes dann sich ergeben werden, wenn 
der Oeffnungswinkel ein absoluter Teil von 180° ist. 


“SIE, 


as022: 
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Uebersicht des Inhalts. 


Vorwort. 
Erste Definitionen. 


Erste Orientirung bezüglich der Bilder eines einzelnen Punktes 
P; Bezeichnungen; zwei Reihen der Bilder. 


Zu jeder Reihe zwei Formeln gegeben, wonach die Lage jedes 
Bildes (gerader oder ungerader) Ordnung sich bestimmt. — 
Zwei Reihen von Gleichungen entsprechend den zwei Bilder- 
reihen. An sie geknüpft die Frage der Bilderzahl. 


Lehrsätze, die ihre Lösung vorbereiten; todter Raum. 


Beweis der Begrenztheit der Bilderzahl für alle Fälle. Ent- 
sprechende Lehrsätze und Aufgabe. 


Lehrsätze über Zahl und Lage der Bilder in jeder Reihe für 
sich. 


Optische Bedeutung gewisser im vorigen $ eingegangenen 
Hilfslinien. Durch sie die Abbildungen der zwei Einzelspiegel 
in einander bestimmt. 


Genaueres über diese Abbildungen und ihre Bedeutung für die 
Hauptuntersuchung. 


Regulirung des Fortgangs der letzteren. 


Genauere Untersuchung der Bilder eines in der Medianebene 
liegenden Punktes; vier Fälle. 


Desgleiehen der Bilder eines seitlich von der Medianebene 
liegenden; zwölf Fälle. 


Zusammenfassung der Ergebnisse des vorigen $ in sechs Haupt- 
sätzen. 


4* 


92 


s 18. 


$ 14. 


$ 15. 


$ 16, 


s 17. 
$ 18. 
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Gegensatz und Verwandtschaft der Angaben der $$ 11. und 
12. Generalregel über die Bestimmung der Gesamtzahl aller 
Bilder eines beliebig wo innerhalb der Oeffnung eingeführten 
Lichtpunkts. 


Weitere Aufklärung über den Ursprung einiger Sätze des 
$ 12. 


Die möglichen Aenderungen der Bilderzahl eines Punktes, 
wenn er innerhalb der unveränderlich bleibenden Oeffnung des 
Winkelspiegels sich bewegt, durch ein charakteristisches Bei- 
spiel erläutert. 


Einführung eines Systems von Punkten in der Oefinung des 
Winkelspiegels. Zunächst diejenigen Erscheinungen betrachtet, 
welche sich ergeben, wenn die Oefinung ein aiiquoter Teil 
von 180° ist. 


Aufklärung der Erscheinungen in den übrigen Fällen. 


Die unter Umständen sich ergebenden Störungen der Bilder 
durcheinander. | 
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11. 


Zur Integration der Gleichung 


Od 02u 0 
EP A 77 Derenie 
Von 


Herrn Otto Ohnesorge. 


Das Problem, welches in der vorliegenden Abhandlung behandelt 
‘ wird, ist folgendes: 


Es sind sämtliche reelle Functionen # zu bestimmen, von der 
Odu | 0% 
Beschaffenheit, dass sie der Gleichung at Em —=() genügen und 
auf einer gegebenen algebraischen Curve vorgeschriebene Werte an- 
nehmen. 


Die allgemeine Lösung der obigen Gleichung ist: 


kelanint Xı(8) mm Xe (N), 


woE=zs-+iy und n= x—iy gesetzt ist. Im allgemeinsten Falle 
sind %, sowol wie x, vollständig willkürliche Functionen, soll ihre 
Summe jedoch eine reelle Function von x und y darstellen, so müssen 
sie einander conjugirt sein. 


Ss. 1. 


Ich bestimme zunächst % so, dass es constant ist auf einer ge- 
gebenen Curve. Ist dies der Fall, so lautet die Gleichung der Curve 
u&)-xXe(n) = e. Die Curve soll jedoch eine algebraische sein, mit- 
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hin muss durch diese Gleichung eine algebraische Relation zwischen 
& und n ausgedrückt sein. Hieraus folgt sofort die Form der Func- 
tion y, wenn die obige Gleichung durch eine algebraische Beziehung 
zwischen & und n für jeden Wert von « erfüllt ist; es kann dies 
nämlich nur dann stattfinden, wenn x entweder selbst eine algebrai- 
sche Function oder aber höchstens ein elliptisches Integral erster 
Gattung von einer algebraischen Function ist. Besteht aber eine 
algebraische Gleichung zwischen & und n nur für einen bestimmten 
Wert von «, so können auch transcendente Functionen höherer Ord- 
nung auftreten. 


Nach dieser Betrachtung kaun man das obige Problem auch auf- 
fassen als folgendes: 


Es ist eine Function zu bestimmen, deren Additionstheorem ge- 
geben ist. 


Ist die algebraische Gleichung, die das Additionstheorem der 
beiden Functionen x, urd % herstellt, so beschaffen, dass dieses Pro- 
blem überhaupt eine Lösung besitzt, so ist diese Lösrng leicht zu 
tinden, da der Weg hierzu schon von Euler gegeben ist. 


In der Tat, es sei p(&,n) =0 die Gleichung der Ourve, so ist: 
Op Op 
dE ds- dn ame): 


Bestimmt man nun mit Hilfe der Gleichung @(&,n) =0 & als Func- 


Op. 
tion von n und n als Function von & und ersetzt ia 5 die n durch 


6 | 
die & und in n die &$ durch die n, oder auch umgekehrt, so ist 
entweder 

op op 
Xı = DE dE und X2 = EI 
oder 


pP 
Ku - [ua oder = ip ® 
on 
und 
Ka -/m dn oder = Eh 


x Pl 
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or 


wo natürlich auch in M, welches eine willkürliche, jedoch symme- 
trische Function von & und 7 sein muss, entweder die & durch die 
n oder die n durch die &, vermöge der Gleichung g(&,n) =0 zu 
ersetzen sind. 


Die Gleichung der Curve ist in Bezug auf beide Variable vom 
nten Grade, es fragt sich, welche von den » Wurzeln zu nehmen sind. 
Die Frage erledigt sich daburch, dass, wenn $= »(n) und 7= (£) 
ist, dass alsdann w(r($)) = $ sein muss. Derartige Wurzeln existıren 
wie später bewiesen werden wird, stets. 


Hat man die Functionen x so bestimmt, so wird der Gleichung 
op(&,n) = O0 durch die Beziehung ,(&)+xs(n) = « Genüge geleistet, 
bei passender Bestimmung der Constanten @, es bleibt nun noch zu 
beweisen, dass auch die erhaltenen Functionen x, und x, einander 
conjugirt sind. 


Die Gleichung »(&, 7) = O0 ist entstanden aus der algebraischen 
Gleichung (x, y) = 0 dadurch, dass man an Stelle von x &-n), 


1 
und an Stelle von y 56 n) gesetzt hat. Da nun Y(z,y) eine ratio- 


nale Function von x und y ist, so ergiebt sich sofort, dass, wenn 
p(&, n) eine reelle Function von $ und n ist, sie auch symmetrisch 
ist in Bezug auf$ und n: es ist demnach, wenn & = o(n) eine Wurzel 


Op 
der Gleichung ist, auch n = w(8) eine, ferner ist dE dieselbe Func- 


Op. 
tion von & und n wie ön von n und $, hieraus folgt, dass x, und 


X dieselben Functionen sind. 


Ist jedoch g(&,n) eine complexe Function, so lässt sie sich stets 
auf die Form bringen A-i(&—n)B, wo A und B rationale und 
symmetrische Functionen sind. Dieser Ausdruck gleich null gesetzt 
und die so entstandene Gleichung nach 5 aufgelöst, gebe & = w(n) 
+ ir(n), es folgt hieraus, dass 7 = w($) —it(n) ebenfalls eine Wurzel 
sein muss. 


Nun ist: 
0 
N=-7 +HiB-HiE— ’* 
6) ne 
re inellien Dr in 


substituirt man hierin für & und für n die entsprechenden Functionen 
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und trennt zu gleicher Zeit die reellen von den imaginären Teilen, 


(immer berücksichtigend, dass, wenn B(@ +1) = F--iG ist, B(w—ir) 
= F—iG), so erhält man: 


9 _ CHDHÜFH@) HE — +) (JR) 


(alles Functionen von 8) 


. = C-iD-KF-i@)+Ko-+it— n)J—iK) 

(alles Functionen von n), oder 
. = 0-6 Ir — K— 0) DH JE (E 0) 
E = (— @— Jı4+K(o—n) ıı D+J— TK+(n— @)J} 


f) 0 & 
Mithin sind ve und = conjugirte Functionen, also auch 


0 . Op 
u-/ una und u-/Mmi« 


da auch M durch die Substitution &= o(n)+ir(n) und n = w(&) 
— ir(£) in zwei conjugirte Functionen verwandelt wird. 


Diese Methode lässt sich leicht ausdehnen auf den Fall, wo 
auf der gegebenen Curve nicht constant, sondern einer beliebigen 
Function gleich wird. 


Es sei r(&.n) die gegebene Function, so wird die Gleichung der 
Curve enthalten sein in der Gleichung: 


ten) = rn) 


es werden also die beiden Gleichungen: 


und i E 
1er EN PN RO 2 
(m (5) 32) ds + (1 (n) .) a) 


identisch sein müssen, also 


Lea Mr 


und 
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} Or FIR 
mithin wird 


fe Har (uk 


Auch hier ist M eine symmetrische Function, und auch hier sind 
entweder die & durch die n, oder die n durch die & vermöge der 
Gleichung 9(&,n) = 0 zu ersetzen. 


Ist r ebenfalls eine symmetrische Function oder von der Form 
A-i(&— n)B, so wird auch v eine reelle Function von x und y sein. 


Uebrigens kann man stets eine symmetrische Function herstellen, 
die auf der gegebenen Curve mit r übereinstimmt. 


In der Tat, es sei A irgend eine symmetrische Function von & 
und n, ersetzt man nun in r(&,n), &$ und n durch £ und @ vermöge 
der Gleichungen =:(&,n) und 9 = gp(&, n), so wird r(&, n)=[1,;(t,p), 
auf der gebenen Curve aber wird =0, also r nur eine Function 
von £, mithin symmetrisch in Bezug auf & und n. 


Die gefundene Function ist insofern noch willkürlich als 7 will- 
kürlich ist, M müsste demnach durch vorgeschriebene Stetigkeits- 
bedingungen bestimmt werden. Diese Aufgabe würde ohne Zweifel 
äusserst schwieriger Natur sein, doch kann man dieselbe teilweise 
umgehen, dadurch dass man zu dem oben bestimmten z diejenige all- 
meinste Function «, addirt, die auf der gegebenen Curve gleich null 
ist. Diese Function kann man, wie in dem nächsten Abschnitte ge- 
zeigt werden wird, stets ohne Integrale in endlicher Form darstellen. 
Die Erfüllung der Stetigkeitsbedingungen bietet alsdann, wenn sie 
auch allgemein nicht ausführbar ist. in den meisten Fällen keine 
grossen Schwierigkeiten mehr dar. Nur, wenn endliche Unstetig- 
keiten, die auf bestimmten Linien stattfinden, zu beseitigen sind, 
könnte man auf wesentliche Schwierigkeiten stossen. 


$. 2. 


Die Methode, die wir soeben entwickelt haben, führt nur dann 
zum Ziel, wenn die Gleichung der gegebenen Curve irreductibel ist, 
wenn also nur eine einzige algebraische Curve gegeben ist, auf der 
die Function constaut sein soll. In diesem Abschnitte werde ich eine 
Methode geben, die sich auch auf Curven anwenden lässt, deren 
Gleichung reductibel ist. Sie ist jedoch insofern beschränkter, als « 
stets constant sein muss. 
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Die gesuchte Function « kann in doppelter Form dargestellt 
werden, nämlich durch 


u—a—= 1(ö)-+ ln) 


oder durch 


1 Re 
u— a == ’“ u) — lm}: 


Ich behandle zuerst den Fall, dass « in der zweiten Form dar- 
gestellt wird. In diesem Falle ist „=« auf der Curve 4(E)=%(N), 
auf der gegebenen Curve jedoch sei $ = g9(n, :) und n = g(&,—:), dem- 
nach muss sein %($) = %(p($)). Ist g eine reelle Function, so ist 
kı = ia, also X) — APO))- 

Zwischen & und n jedoch besteht eine symmetrische Gleichung, 


es ist mithin, wenn 7 = g(&) auch & = (mn), demnach wird stets 
eine Wurzel existiren, so dass p(p(&)) = & ist. 


Ist nun y(&,p(&)) eine symmetrische Function von $ und g(&) 
und bezeichne ich dieselbe mit x(&), so ist x(&) = 1(g(@)). 


Wir haben also erreicht, dass alle z, die constant sind auf der 
gegebenen Curve, sich darstellen lassen in der Form: 


u— a = ily(&, gE))— 1m PR}; 


wo (8, p(&)) eine willkürliche, jedoch symmetrische Function von 5 
und g(&) sein muss. 


Ist @(&) keine reelle Function von &, so ist, wie wir schon im 
ersten Abschnitte gesehen heben, an Stelle von „(&) zu setzen 
o(&) — ir(&) und an Stelle von Y(£) w(n)—+-ir(n), demnach wird: 


u—a = ifyE, @(&)—ir(d)) —4E, om) +irn)} 


wo x wiederum eine reelle und symmetrische Function der beiden 
Argumente sein muss. 


2) u habe die Form: u— a = y,($)+%s(n), so erhält man leicht 
durch ähnliche Betrachtungen wie oben, dass zu setzen ist: 


u— a —= {UlE) — (pH) LE PE))-+ $yln) —UVlE)) -xn, pn) 


Es sind hierin die vw und x stets reelle, doch willkürliche 
Functionen. 


Dass übrigens, wenn an Stelle von $ (nm) gesetzt wird, die 
rechte Seite versshwindet, erkennt man leicht, nur muss die Bedin- 


gungsgleichung stattfinden 
plg(lE)) = E. 
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Derartige Functionen o(£) sind aber immer vorhanden. Es ist 
r(r($)) bestimmt als die Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren 
linke Seite eine symmetrische Function ist in Bezug auf g(Y(£)) und 
o(8): setzt man nun an Stelle von p(g(£)) & ein, so erhält man eine 
symmetrische Gleichung $ und 9(&), die identisch ist mit derjenigen, 
durch welche p(&) als Function von £ bestimmt wird, diese ist also 
immer erfüllt, und mithin ist p(p(£))=$ eine Wurzel der Gleichung. 


Diese soeben aufgestellten Functionen vw besitzen sämtlich auf 
der gegebenen Curve den constansten Wert @; im allgemeinen werden 
sie nicht nur auf dieser einen Curve, sondern noch auf verschiedenen 
andern gleich « sein, es bietet sich uns jetzt das Problem dar, von 
diesen Functionen diejenigen heraus zusucheu, die auf mehreren ge- 
gebenen algebraischen Curven constant sind. Zunächst ist klar, dass 
je mehr Curven gegeben sind, desto geringer die Willkürlichkeit der 
Function x sein wird. 


Es sei nun vorgeschrieben, eine Function zu bestimmen, die auf 
den beiden algebraischen Curven 5 = g,(n) und = gy,(n) gleich « 
wird. 


Diese Function muss sich darstellen durch die beiden Formen: 


U—0G 


= 11(& 918) — 2m, Pı(M)) 
und 


= %(& Pe) — un, P:(9)) 


diese Gleichungen gehen dann und nur dann in einander über, weun 
x eine symmetrische Function ist nicht nur von E und 9,(&), sondern 
auch von o(£) und o(p,(£)), wo ® so beschaffen ist, dass w(p,($)) = 
@(Pzs(E)), es wird also sein: 


— — 4,(@($), @(p,(&))) —Xs(o(n), @(P,(n))) 


Dass die rechte Seite verschwindet, wenn man an Stelle von 5 
gı(m) oder Ps(m), sieht man sofort. 


Hätten wir « dargestellt durch die erste Form, also durch die 
Summe zweier Functionen y, so würden wir zu derselben Function 
o(£) gelangt sein. 


Soll vu auf den » vorgeschriebenen Curven 5 = gı(£) oder gleich 
gie) (woA=1... n)=e sein, so muss die Function @ den Be- 
dingungen genügen: 


op) = wly3)) =... Wen). 
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Es fragt sich nun, wie sind derartige Functionen zu bestimmen ? 
Die Functonalgleichung für ® ist 
0(9,6)) = lg), 
a) = w(pz(PıE)) = @(T()) 
(918) = Ti) 


also auch 
wenn 
gesetzt wird. 
Ich bilde folgende Functionenreihe: 


= 1, TI) = rl), A) = TE)... re) = Teerid)) ... 
ET), mc 26). ae 


wo r!(£) bestimmt ist durch die Gleichung: 


(16) =5 und rd) = rrl(rrtll)). 


Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, entweder ist die An- 
zahl der so gebildeten und von einander verschiedenen Functionen 
eine endliche oder nicht. Damit der erste Fall eintrete .muss irgend 
eine Gleichung bestehen von der Form 


7’(6) Sn T=u(8), 


ist dies der Fall, so ist ersichtlich, dass irgend eine symmetrische 
Function sämtlicher von einander unterschiedenen Functionen T 
eine der gesuchten Functionen ® ist, man wird aber unendliche viele 
algebraische Functionen herstellen können, die der Functionalgleichung 
genügen. 


Ist dies jedoch nicht der Fall, existiren aber unendlich viele von 
einander verschiedene Functionen r, so wird man auch hier, um o 
zu erhalten, aus diesen unendlich vielen Elementen eine symmetri- 
sche und convergente Function bilden müssen. Es werden aber nur 
transcendente Functionen bestehen, die der Functionalgleichung ge- 
nügen. 


Abgesehen davon, dass man diese Reihe nur anwenden kann, 
wenn nur einer Functionalgleichung zu genügen ist, wird die Auf- 
stellung derselben schon im allgemeinen unüberwindliche Schwierig- 
keiten darbieten, da es bei einer wenig complicirten Function schwer, 
oft unmöglich sein wird, das »te Glied der Reihe in independenter 
Form darzustellen. 


Wir verlassen mithin diese Reihe vollständig und suchen aus 
schon bekannten Functionen die ® darzustellen. 
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Das Problem ist, eine Function » so zu bestimmen, dass o(&)= 
o(n) ist, wenn zwischen $ und 7 eine algebraische, jedoch nicht sym- 
metrische Gleichung besteht. Ein Mittel hierzu bieten die periodi- 
schen Functionen. In der Tat, es ist z. B, sin = siny, wenn die 
nicht symmetrische Gleichung besteht &—n = 2n. 


Ist aber x eine periodische Function mit der Periode «, so ist: 
x(z(&)) = x(e(n)) wenn &)— (mn) = «ist. 


Soll nun diese Gleichung eine algebraische Relation zwischen & 
und n darstellen, so muss z($) entweder selbst eine algebraische 
Function sein oder ein elliptisches Integral erster Gattung von einer 
algebraischen Function von &; in diesem Falle würde man für jeden 
Wert von « eine algebraische Bezieliung erhalten. Es kann jedoch 
auch hier r eine transcendente Function höherer Gattung sein, doch 
wird man alsdann nur für einen bestimmten Wert von « eine alge- 
braische Gleichung erhalten. Ist die algebraische Gleichung zwischen 
5 und n so beschaffen, dass man mit Hülfe dieser Methode zum Ziel 
- kommt, so kann man die im ersten Paragraphen gegebene Methode 
benutzen. 


Diese Functionen sind die einzigen, die man mit Hülfe der einfach 
periodischen Functionen bilden kann. Benutzt man mehrfach perio- 
dische Functionen, so wird man auch Functionen erhalten, die durch 
mehrere Substitutionen ungeändert bleiben. 


Als specielles Beispiel behandele ich den Fall, bei dem zwischen 
& und n eine lineare Gleichung besteht. Es ist aber eine Function 
@ aufzustellen, so dass 


yc+6 

Ich nehme an, » sei eine Function von 
as b 
en a 


und versuche, ob sich nicht die Constanten a, d, c, d so bestimmen 


lassen, dass EB 
(= er ,) — re) + ist. 


Es muss demnach sein: 


(aa+by)5-taß+b6 (aA) +b+Ad 
(eatdy)E-Heß+ad ac+-b 


also 
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(e—m)e+yd = 0 aa--yb = m(a--Ie) 
Be-+(d — m)d = 0 «add = m(b-+Ad) 


Aus den beiden ersten Gleichungen folgt zur Bestimmung von 
m die quadratische Gleichung: 


| («— m) (dm) — By —0 
ferner ist: 


c Y 6—m (a—m)a+tyb 


dm Ben sBa Ta 
hieraus folgt zur Bestimmung von a und b: 
((«e— m)?+PBy)a+y(a+d— 2m)b = 0 


By = («— m) (Öö— m) 
[a +0 — 2m} {(a—m)a+yb}—=0. 


oder da 


AR R: N NG 
Da nun z nicht gleich 7 sein darf, so muss 


«0 — 2m = 0 


Au 
I. 


sein, also 


Mm = 


Dieser Wert in die Bestimmungsgleichung für m eingesetzt, giebt: 
(es) +4Py — 0. 
Besteht also zwischen den Coefficienten der Substitution die 
Gleichung: 
(8)? +4 By — 0, 
d. h. sind die beiden Wurzeln der Gleichung 
(e— m)(d-- m) — By = 0 


einander gleich, so lässt sich stets eine Function r($) aufstellen, so 


dass 
(Ei 


ist; also ist eine Function von r($) mit der Periode A. Diese 
Periode wird aus den beiden noch vollständig willkürlichen Grössen 
a und 5 bestimmt. 


2) Diese Bedingungsgleichung finde nicht statt, die Gleichung 
m? — (a+0)m-+ ad — By = 0 
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habe also zwei verschiedene Wurzeln m, und m,, so lässt sich stets 
eine Function 


OR mm 
5-+d 
aufstellen, so dass Dr: 
5 
(5) - m. 2) ist. 


In der Tat, man erhält zur Bestimmung von a, 2, c, d die Glei- 
chungen: 
(e —m)a+ yb = (&s —mg)e-+ yd = 0 
Ba+(d6—m,)d = 0 Be-+-(d—m,)d —= 0 


denen immer genügt werden kann. 


In diesem Falle ist also ® eine Function von logr(£) mit der 


Periode log = 
2 


Sind m; und m; reelle Grössen, ist also (@«— ö)?--4ßy >0, so 
ist auch r(&) stets eine reelle Function; sind sie jedoch complex, so 
muss man das Additionstheorem des Arcustangens anwenden, um 
reelle Functionen zu erhalten. 


Es ist 
m 


arctgr—tarctgm = arctg .- ii 


a5 b 
t(£) == &td BD 


wiederum sei 


also 
ce (aa +-by)&--aß +50 
a en IE (8 5 (catdy)e+eß+ do 

und 


demnach setze ich: 


aa--yb = A(a-+me) 


oder geordnet: 
(e—4)a-+yb = mic (e— A)e+yd = — mia 
Ba-+ (6 — A)b= mid Be+($ —M)d= — mäb, 
hieraus folgt: 


(a —1)24yB- m? 12)e-+ (a-+d— 2l)yd — 0 
((@e — A)2-+yB-+m?42)a-+ (8 d -—24)yb = 0. 
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Wären die Coefficienten dieser Gleichungen von null verschie- 
ac e 3 
den, so würde man erhalten u t(&) würde sich also auf eine 
Constante reduciren, es ist mithin: 


(ey +m2—=0 und A= Ha-+6) 
= 4V- (SF aBy) 


also 
also reell. 


Sind m und A so. bestimmt, so lassen sich zwei Gleichungen des 
Systems aus den beiden anderen ableiten, es bleiben mithin noch 2 
übrig, und aus diesen folgt: 


(@e — 6) a—+ 2yb 2Ba + (d — «)b 
mw) re le 


mithin: 


Bu ab 
2) = V— ((e — 8)2+4By)- ((e —ö)a+ 2yb)E 4 2Ba + (6 — a)b 


Ist z(£) so bestimmt, so ist 


arctgr (5) — arctgr(f) + arctgm. 


Nimmt man nun irgend eine periodische Function von aretgr(£) 
mit der Periode arctgm, so ist diese Function das gesuchte @. 


Wir haben für r(£) stets eine lineare gebrochene Function ge- 
setzt, es liegt die Frage nahe, ob es nicht noch gebrochene Func- 
tionen höherer Geraden giebt, die den obigen Bedingungen genügen ? 


Stellt man die Bedingungsgleichung für die Coefficienten einer 
solchen Function auf, so erkennt man dass allen Bedingungen stets 
genügt werden kann; eine eingehendere Untersuchung jedoch ergiebt, 
dass Zähler und Nenner so viele gemeinsame Factoren besitzen, um 
auch in diesem Falle r($) auf eine lineare gebrochene Function zu 
reduciren. 


Teil I. Anwendungen. 


Die soeben entwickelte Theorie lässt sich direct und ‚ohne grosse 
Schwierigkeiten anwenden auf viele Probleme der Analysis und der 
mathematischen Physik, da bei allen diesen Anwendungen nur darauf 
zu achten ist, dass auch den Stetigkeitsbedingungen genügt wird. 
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Sind z.B. Functionen zu bestimmen, die stetig sind in der ganzen 
unendlichen Ebene mit Ausnahme des Unendlichkeitspunktes und der 
von einer oder mehreren Curven umgebenen Fläche, so genügt man 
den Stetigkeitsbedingungen meistenstenteils schon dadurch, dass man 
von allen Functionen, die constant sind auf den Begrenzungscurven 
und die die gegebene Unstetigkeit in der Unendlichkeit besitzen, die- 
jenige auswählt, die den bestimmten constanten Wert nur auf diesen 
Grenzcurven besitzt. 


Anders jedoch stellt sich die Sache, wenn Functionen zu be- 
stimmen sind, die den bestimmten constanten Wert auf einer Curve 
besitzen, in derem Innern sie in bestimmten Punkten unstetig werden 
sollen. Die Functionen 9(£) und p(n), die wir durch Auflösung 
einer Gleichung rnten Grades gefunden haben, sind hier, direct wenig- 
stens, meistenteils nicht anzuwenden, da sie gewöhnlich im Innern 
der Fläche in gewissen Linien oder Punkten endliche Unstetigkeiten 
besitzen werden, oder vielmehr, da sie im Innern der Fläche gewisse 
Linien nicht überschreiten dürfen, wenn sie am Rande der Fläche 
mit dem vorgeschriebenen Werte ankommen sollen. Man wird in 
diesem Falle zurückgehen müssen auf die im ersten Paragraphen ge- 
gebene Methode und versuchen, die Gleichung der Begrenzung dar- 
zustellen in der Form: 


Od +rn) = 


bei weiteren Rechnungen sind alsdann nur die Functionen y(£) und 
x(n) anzuwenden. 


Als specielle' Anwendungen werde ich, um den Umfang dieser 
Abhandlung nicht zu sehr anwachsen zu lassen, nur zwei Beispiele 
geben. 


N 


Die Gleichgewichtsverteilung der Elektriecität auf 
zwei unendlich grossen Cylindern mit kreisförmiger 
Basis. 


Diese Verteilung ist durch die Potentialfunction vollständig be- 
stimmt. Diese Function muss den bekannten Stetigkeitsbedingungen 
genügen und constant sein auf der Peripherie beider Kreise. 


Die Gleichungen der beiden Kreise seien: 
+2 =r: und (@—a)”?-+y? = eo? 
oder in &E und n ausgedrückt: 
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EN —.r?' und E.n—al£-+n) = 02—.a? 


also ist auf der Peripherie 


Ah v und = ac 0?——a? 
ie al 


Demnach ist zunächst eine Function zu bestimmen, die ungeändert 


2 


en a 


bleibt durch die Substitution : ARE WER ; || Um unsere früheren 
Entwickelungen anzuwenden, ist zu setzen: 
er, B=- —-ars, ıy—a d=o2 u, 


die in m quadratische Gleichung wird mithin: 


m? — (r?+0?— a?)m +r?e?—=0 

also 
m; \ 
m.) 


= 4 +e- + VRrFE-Bjhteh. 


Diese Gleichung besitzt zwei gleiche Wurzeln, wenn a@—=(r eo) 
ist, wenn sich also die beiden Kreise berühren, schneiden sich die 
beiden Kreise, so wird die Quadratwurzel imaginär, liegen sie völlig 
von einander getrennt, so sind die Wurzeln reell. 


1) Die beiden Kreise berühren sich, und es sia=r-.e. 


Es ist zunächst die Function r(£) aufzustellen, diese möge in der 
Unendlichkeit gleich null werden und sich durch die Be um 
zı vermehren, ich setze also: 


ferner wende ich, um u aufzustellen, die Form an: 


u— a = x(0(3)) — Xlw(PE))) + xloln)) — xl@p(n)) 


und setze, da % in der Unendlichkeit unendlich werden soll wie der 
Logarithmus der Entfernung: 


1(0(&)) = klogsin z(&), 


also ist: 
sin z($), sinz(n) 


u—a=k.log N . 
sin: (% : ) sinT (*) 
Nun ist aber 
ee 
Er ara 2. any TC, 


u wird also gleich @ auf den Curven: 
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Q E ; v" 
sin (z(£) + ErR rs) sin(r(n) Es r) — sin r(£)..sinz(n) =. 
Es besteht aber folgende Gleichung: 


sin(@ + «)sin(y+2) — sinz.siny = sinesin@-+y-+e), 
mithin ist u — a auf dem Curvensystem : 
(+ zn) Daran, nn 


oder = und y eingeführt auf dem Curvensystem: 


ee eren 


Da n jede beliebige Zahl sein darf, so stellt diese Gleichung 
unendlich viele Kreise dar. Die Entfernung der Mittelpunkte vom 
Nullpunkte sei e„ und die Radien seien R,„, so ist 


o9=0 Pr 


4a=1r+0 a 


diese beiden Kreise sind die gegebenen. 


und 


Ferner ist, wenn » positiv: 


_ Ar or_ EL 
9 Tr+e)—e u n(r +0) — 0 


en Kar. 


also 


Da, wenn » >1, R„u<{o ist, so liegen diese Kreise sämtlich 
im Innern des zweiten Kreises, und ihre Peripherien gehen durch 
den Berührungspunkt. 


Ist n negativ, so ist 
en Ru = T 


die Mittelpunkte liegen also in dera ersten Kreise und ihre Peri- 
pherien gehen ebenfalls durch den Berührungspunkt. Für 


Wen runde — 0; 


Alle diese Kreise sind also eingeschlossen von den beiden ge- 
gebenen; wenn wir mithin die beiden gegebenen Kreise als Grenze 
des äusseren Raumes auffassen, so ist « im äusseren Raume nur auf 
der Grenze gleich «. | 


5* 
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In der Unendlichkeit wird « unendlich wie der Logarithmus der 
Entfernung, die übrigen Unstetigkeitspunkte liegen im Innern der 
Kreise, wenn man den Berührungspunkt, wie es in diesem Falle auch 
sein muss, zu den inneren Punkten rechnet. Uebrigens kann v in 
dem Berührungspunkt keinen anderen Wert besitzen als «, dies er- 
kennt man leicht, wenn « durch & und y ausgedrückt wird. 


Es ist 
c08 (7%) une a) — cos(r(&) — z(n)) 
also 
x uy _4y 
COS u —te’+te ®) 
u— a = klog : yo a 
cos ("+ :) —4e!te ?) 
wo 


Diese Function ist, wie man leicht erkennt, vollständig eindeutig 
bestimmt bis auf den Berührungspunkt, hier kann x jeden beliebigen 
Wert annehmen und dieser Wert wird abhangen von dem Wege auf 
dem man zu dem Berührungspunkte gelangt. Da man aber von 
einem hinreichend nahen Punkte des äusseren Raumes zu dem Be- 
rührungspunkte nur auf der geraden Linie <=r gelangen kann, 
so wird in ihm die Exponentialgrösse unendlich gross, das Argument 
des Logarithmus also gleich 1 und mithin vu = a. 


2) Die beiden Kreise liegen von einander getrennt und es sei 
a>r-+e. 


Die beiden Wurzelu m, und m, sind reell, mithin ist zu setzen, 
da für $ =», logr(&) = 0 werden soll: 


meer) ri 
RR NE HER re AR | 
ee ee 
es wird 
ar me Ei 
T (7) T ar —(r—m)$ 12— m, 1(E) 
demnach: 
110g _ SR @Iogr(O) in (vlog st) 
er a (vlog(hr($))) sin (v log(Ahr(n))) 
wo 2 
my I 
le A 
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Zunächst erkennt man, dass « in der Unendlichkeit unendlich 
wird wie der Logarithmus der Entfernung, es wird gleich « auf den 
Curven: 

a—(r—mı) an— (r!—mı) - (m)" 


a (r?— ms)" an— (rm)  \me 
es sei 


so stellt diese Gleichung die unendlich vielen Kreise dar: 


em? +y2 — An? 


wo 
ee ar 
9m TR — mg) — IR .(r?—m,) 
und R 
EZ 
Dr? = y?— x et = nt r?. 
Es ist also 
o=-0 und K=r, 
ferner 


s=a und R=0o. 


Dieses sind die beiden gegebenen Kreise, diese schliessen ebenso 
wie im vorigen Falle sämtliche übrigen ein. 


Diese soeben aufgestellte Function hat denselben constanten 
Wert auf der Peripherie beider Kreise, das ist offenbar nicht der 
allgemeinste Fall, es kann auch « auf den Peripherien einen ver- 
schiedenen Wert besitzen. Um eine solche Function zu erhalten, ist 
zu u noch der Ausdruck Alogr(£).r(n) zu addiren oder 


(ax — (r? (ax — (r"— mı))?+ a?y? 
Nee Pi (ae — (r?— m,))? + a 


Dieser Ausdruck ist unstetig nur in den Punkten 


r? — m, r? — mg 


‚y=-0 ud : = ze y-=(, 


x = 

[44 

also in Punkten, die innerhalb der beiden Kreise liegen. Ferner 
wird derselbe auf der Peripherie des ersten Kreises gleich 


Ra} 108 5 = und auf der des zweiten, also wenn 
— mg 
+ y2 = 0?— a? + 2ax 
— (r?— m,) ; 
gesetzt wird, gleich A. BR Hu ) auf beiden also constant, 


In der Unendlichkeit wird er null. 
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Um nun u im allgemeinsten Falle aufzustellen, setze ich: 


(au — (r? — m)? + a?y? 


(ax —(r? — mg))?+- a?y? 


2 (m; — m,)ylalz? + y?) — 2(r? — (m + mg))x + ar?) 
(ax? + y2) — (2r?— (m, + mg))a?+ ar?)? — (my— m,)?y? 


so ist 


und 


— 0, 


„.S0aly 08T) 77 Biere 
cos (v log h? T) — 4(ev®, —-e-®,) 


u— a=4Alogr-klog 
wo 


r? — ma 


My 
v= m:log—:; h= 0, = arcteo 
5 mg’ 1 4 


r2—m, ’ 

Die 3 noch willkürlichen Constanten, die in dieser Formel auf- 
treten, werden bestimmt durch die Werte die « auf den beiden Kreisen 
und in der Unendlichkeit annehmen soll. Ist die Gesamtmasse der 
Elektricität gleich null, so ist auch k = 0, also 


u—ıa = Alogr. 


Der Ausdruck für « enthält noch zwei vieldeutige Functionen 
den Logarithmus und den Arcustangens.. Der Logarithmus muss, 
da u reell ist, ebenfalls reell sein, also ist er eindeutig bestimmt. 
Anders der Arcustangens. Zunächst ist klar, dass man an Stelle 
von arctgw setzen kann 


(ma — m; )y 
2arctg. a 
a (»— u nn A Be oe 


wenn 9 der Winkel ist, den die beiden Verbindungslinien der Punkte 


2 2 
La tem LA: 17777 Me 
= EL y=0 und <= Er y—=0 


mit dem Punkte xy bilden. Da « in der Unendlichkeit logarithmisch 
unendlich werden soll, so muss arctgo = 0 für =» sein, hieraus 


folgt, dass »n = 0 sein muss, mithin ist auch der Arcustangens ein- 


deutig bestimmt. 


Streng genommen, müsste pin der für „ positiven Halbaxe das 
entgegengesetzte Vorzeichen annehmen, wie in der für y negativen, 
wir können aber, da der Wert von « hierdurch nicht geändert wird, 
festsetzen, dass p stets das positive Vorzeichen besitze. 


2 Du a 
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Ebenso wie w hat auch r eine leicht zu übersehende gcometri- 
sche Bedeutung. Es seien R, und A, die Entfernungen des Punktes 
xy von den beiden Punkten 


2 2 


ri— m, TE NG 
© Bert j=0. und 2 = E A, 
so ist 
Bi 
Dr 


also lässt sich # schliesslich schreiben: 


R 
cos( 2» log FR ) — 4(e2vP -- e-2vg) 
2 — 


R 
cos( 2vlog 2 — (ep — e-2vP) 


R 
u—a— 2Alog;. -+-klog 
2 


Die Unstetigkeitspunkte der Function « liegen sämtlich auf der 
X Achse und innerhalb der beiden Kreise mit Ausnahme des Unend- 
lichkeitspunktes. Wird «= r--e, also m, — ms, so geht die Func- 
tion, wie man sich leicht überzeugen kann, über in die für zwei sich 
berührende Kreise entwickelte Potentialfunction. 


Liegen die beiden Kreise in einander, so lässt sich die Poten- 
tialfunction leicht aus der obigen ableiten. 


3) Die beiden Kreise mögen sich schneiden, also 
020 717.0 


Es ist mithin 4r?0?— (r?+0?— a?)? eine positive Grösse, sie 


sei gleich A2, ferner sei 
A 


MT I T3: 
r?+0°— a? 


so setze ich, damit für =» r(f) =0 wird: 


A 
TE’ 


also 
sin| yo tgm arctg z(£) ) - sin te arctg (m) 


(sreigmaretze (£)) sin (orgmarster),) 
rl Dec DORR NL LAN ba DOSE 
sin| —, ae arctgr(\; sin (rc 12 „arctg T F 


u—a—= klog 


Nun ist 
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r2 3 

arctgr (7) — arctg Zar? — (a +12 — 02) E 
4 
_ —_ \arc tgr(&) + arctg RT \ Ri 
und | \ 
arctgr(&)tarctgr(n) 
ieh A2al& nm) — 2a? +r?—.e?)) | 
a Baer Ar HET HERE EEE SEE 
u (.—° 2 a (m =) an 


at r2 
Aka - ——— 
2a 


— arctg at —oN: 12 
y 
ee 


[47 


Ferner ist 


arctgr(&) — arctgr(n) 
4day.i 


4a? | (2 — et si my 5 
— %.log nu. a | 


= —arctg 


Es sei nun 
a?—-r? — wi 
A Rn Da | 
T-- 3 — . 3 
(a 4-4 u 
und 
(a 
x — 
u (na Es Bar nn 
€ vr +) v+ P 
so wird 
RR TR | cos(2v, are tg T) sa I(erılogso I e-rıl0gw) | 
N F eos(@r,(areigr +24) — Kerle ril080) 
wo 


A 
v_ n:2arctgm; A1= arctg PER ER 


In der Unendlichkeit wird r = 0, mithin muss, da der Cosinus 
gleich 1 werden soll, arctg—=0 für = 0 sein. Der Arctg wird 
sich also, da r erst unendlich wird auf der Peripherie des Kreises 
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IN, 0 
(.—° 4+r?—o 


a2 I . . . . 
In )+ 973 eines Kreises, der sich nicht im 


äusseren Raume befindet, stets in dem Intervall -5 und +5 be- 


finden. Hieraus ergeben sich auch sofort die Werte, die arctgm und 


A 
 arctg 3,0 a ge anzunehmen haben. 


In der Tat, v soll =« sein auf den VE en Kreisen ; 


setzt man =?+y? = r?, so wird r = Se a 703 die beiden Co- 


sinuse müssen aber einander gleich werden, dies Dan nur dann ge- 


——; sich in dem Intervalle A u 


A 
schehen, wenn auch arctg 5 —- Pas 9 


20 
und +5 befindet. 


Setzt man 
4 y? ul oe? + 2au — a}, 
so wird 
A 
Mast 
Nun ist aber 
t & u 
art Str — tar RER St 02a? 


= — arctgm 


demnach muss damit in diesem Falle die beiden Cosinuse einander 
gleich werden arctgm durch die obige Gleichung bestimmt sein, also 
ist auch arctgm eindeutig bestimmt. 


Ich gehe nun über zu der geometrischen Bedeutung der in vu-« 
vorkommenden Functionen. 

A s 2 

Es ist r die gemeinschaftliche Sehne der beiden Kreise, die 


Entfernung des Schnittpunktes dieser Sehne mit der Centralen vom 


a +r2— g? 

Nullpunkte ist RR und seine Entfernung vom Mittelpunkte 
2 202 

des zweiten Kreises - eh a 


Verbindet man den Punkt xy mit den beiden Schnittpunkten der 
beiden Kreise, so ist der Winkel, den diese beiden Verbindungslinien 
miteinander bilden @ = arctgr, wo @ positiv oder negativ zu nehmen 
ist, je nachdem r positiv oder negativ ist. 
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- Ferner sei 


A A 
a BED RE TE DE und ß = arctg PER pe | 


so sind « und ß die Winkel den die Centrale mit den beiden Linien 
bildet, die einen der Schnittpunkte mit den beiden Mittelpunkten 
verbindet; sie müssen immer spitze Winkel sein und haben das posi- 
tive oder negative Vorzeichen, je nachdem das Argument ihres Ar- 
custangens positiv oder negativ ist. 


Die Unstetigkeitspunkte, die die Function besitzt, können, wie 
man leicht besonders unter Zuhülfenahme der geometrischen An- 
schauung findet, niemals ausserhalb der beiden Kreise liegen, folglich 
ist auch die Function x selbst in dem allein zu betrachtenden Raume 
eindeutig und stetig. Natürlich ist hierbei der Unendlichkeitspunkt 
ausgenommen. | 


Während die Niveaucurven, also die Curven a = Const bei den 
bisher betrachteten Functionen stets transcendente Curven sind, 
können bei dieser Function auch algebraische Curven auftreten, die 
einzige Bedingung dafür ist die, dass das Verhältniss z: arctgm 
eine rationale Zahl ist. Der erste hierher gehörende Fall ist der, 
dass sich die. beiden Kreise rechtwinklig schneiden, alsdann ist näm- 


TC 
lich arctgm = S> 
Zur weiteren Berechnung wende ich die Formel an bei der x 
und y noch nicht eingeführt ist. 


Es ist in diesem Falle 


ro 
ad — y2 


ala 


ferner ist 

nu IR ZU) Dr ol 
| sin(2aretgr(£)) = if726&  reLao Bart ri 
ni 2r o(a — r?) | 
Ja — rd)E+- ra - )}a 


a—r?+o? ist. 


da 
Demnach wird 
ST (ar) (ann) 
TRETEN — a)(n—a) 
a? (@ A ) 2 ”) 


a 
— klog (a 


+) (aa?) 
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Ist u = «a, so wird die Gleichung der Niveaucurve: 
a’(@® + y?) — 2ar?c+r? = (a? + y?)?-— 2a? + y?)e-+ a!(@2-+ y%) 

also 
(«a2 + 2 (a1) (+ y2—r2) = 0. 
Diese Gleichung stellt die beiden Kreise dar. 

Man hätte übrigens auf diese Function direct auf einem äusserst 
leichten Wege gelangen können, wenn man sich die Aufgabe gestellt 
hätte, diejenige Potentialfunction zu bestimmen, deren Niveaucurven 


Curven vierten Grades sind, die sich jedoch für einen bestimmten 
Wert von u in zwei Kreise zerlegen. 


$. 2. 


Die stationäre elektrische Strömung in leitenden 
Platten. 


Es seien «= « die Curven gleichen Potentials und vo=P die 
Strömungslinien, so ist das Problem analytisch ausgedrückt folgen- 
des: 


Es sind diese Functionen derartig zu bestimmen, dass sie 


1) der Gleichung 


u , Ou 
| re 
genügen, dass ' 
2) die Gleichung 
Ou 0v | Ou vw 


in day 6" 
stattfindet, dass 
3) » constant ist auf der Grenze der Platte, und dass 


4) % im Innern der Platte mit Ausnahme der Ein- und Aus- 
strömungspunkte eindeutig und stetig ist, in diesen Punkten jedoch 
unendlich wird wie der Logarithmus der Entfernung. 


Es sei 
g=g(n) oder n = yo) 


die Gleichung der Begrenzung, so setze ich: 


u— a—= Yo) +) Hr mM) + ron) 


dnu 
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v— 


EHE) — un) — ren). 


so sind die Bedingungen 1), 2); 3) erfüllt. 


Um der Bedingung 4) Rechnung zu tragen, sind zunächst die 
Functionen 9($) und „(n) zu untersuchen. Diese Functionen sind 
Wurzeln einer Gleichung nten Grades die auf der Grenze der Platte 
übergehen müssen in n oder $. D. h. wenn 


pl) = AHiB 


ist, so muss auf der Grenze der Platte A= x und B= —y werden. 
Im allgemeinen wird aber dieses nur stattfinden, wenn A und B im 
Innern der Platte gewisse Linien nicht überschreiten. Bleiben A und 
B stetig, so werden sie, wenn diese Linien von ihnen überschritten sind, 
im allgemeinen mit einem andern Werte als dem verlangten an der 
Grenze ankommen, oder aber sie müssten auf diesen Linien einen 
Sprung machen, dessen Grösse abhängig ist von dem Orte. 


Bei der Ellipse z. B. ist die Brennlinie, oder die Verbindung- 
linie der beiden Brennpunkte eine solche Unstetigkeitslinie. 


Ist dies der Fall, so kann man die Function (2) und also auch 
die obigen Formeln direct nicht auwenden. Lässt sich jedoch die 
Gleichnug der Begrenzung schreiben in der Form: 


a). old) Halo) + am) Hd = 0, 


wo @ eine rationale Function bedeutet, so kann man setzen: 


u— a= 237 m311log (w($) — er) (w(N)— «;) 
b+«auß) b+ao(n) 
5 | atad) 7 (Grein atom) + “.) 
b-+ ao 
+) 


ee +) 


Man erkennt leicht, dass diese Functionen allen Bedingungen 
genügen, auch die Lage der Einströmungspunkte ist leicht zu finden. 
Zu bemerken ist noch, dass, wenn die Functionen in dieser Form 
aufgestellt werden, die Einströmungspunkte sich stets auf der X Achse 
befinden müssen. Sind nur zwei Unstetigkeitspunkte vorhanden, so 
kann man diets stes erreichen dadurch, dass man die X Achse durch 
sie hiudurchlegt, sind jedoch mehrere vorhanden, so muss man das 
Problem teilen, immer zwei Einströmungspunkte nehmen und die dazu 


und; 


—= 2}m}log 


>, 


Be 


u a u ZT 
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. gehörigen Functionen aufsuchen, die Summe der so erhaltenen Func- 
tionen giebt dann schliesslich die verlangte. 


Lässt sich die Gleichung der. Begrenzung jedoch nicht in der 
obigen Form darstellen, so kann man die Functionen g(£) auch dann 
noch benutzen, wenn die endlichen Unstetigkeiten constant sind, d.h. 
wenn die Differenz der beiden Werte, die A oder B anf beiden Seiten 
der Unstetigkeitslinie in gegenüberliegenden Punkten besitzt, stets 
unabhängig vom Orte ist. Die Einführung einer periodischen Func- 
tion von »($), deren Periode gleich dieser Differenz ist, genügt, um 
diese Unstetigkeiten zu vernichten. 


Sind diese Unstetigkeiten jedoch abhängig vom Orte, so müsste 
man, um sie fortzuschaften, eine Function zu bestimmen suchen, die 
sich nicht ändert, wenn man zu ihrem Argument die Differenz der 
beiden Unstetigkeitswerte addirt. 


Dieses Problem greifen wir nicht direct an, sondern wir ver- 
suchen, die Unstetigkeit constant zu machen. Hierzu dient die im ersten 
Paragraphen entwickelte Methode. Die mit Hülfe dieser Methode 
gefundenen Functionen sind durch Integration bestimmt, und in der 


Gleichung 
U) Xen) = 8, 


die die Gleichung der Begrenzung darstellen soll, tritt « als Integra- 
tionsconstante auf, die für einen bestimmten Wert die Gleichung 
der Begrenzung giebt. 


Sind nun x, und x, eindeutige Functionen in der Art, dass sie 
keine Wurzelgrössen enthalten, so wird auch « eindeutig sein. Ist 
dies jedoch nicht der Fall, so wird « im allgemeinen ebensoviele 
verschiedene Werte annehmen, als diese Functionen vermöge der in 
ihnen auftretenden Wurzelgrössen besitzen, so dass zu jedem Wurzel- 
werte auch ein bestimmter von « gehört. Die Functionen x jedoch 
werden im allgemeinen beim Durchlaufen der Platte in einander über- 
gehen, es wird alsdann auch aus dem einen «& ein anderes geworden 
sein müssen, dies ist jedoch, da « constant ist, unmöglich, wenn es 
nicht selbst den Sprung «ı —«a, gemacht hat. Diese Unstetigkeiten 
sind aber constant, und lassen sich stets fortschaffen, dadurch, dass » 
man an Stelle von % eine periodische Function von x einführt mit 
den Perioden ı— a, (A=1...n), wenn «a, ... die verschiedenen 
“Werte sind, die « annehmen kann. Es sei ® eine solche Function, 
so wird man zu setzen haben: 


u— a — Zjmzlogf wi (x()). walyln)) .wrle — xE)). wale — Km) 


und 
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al @rlxE)) wre — x), 
ENT HEN. 


Berücksichtigt man jedoch, dass die Functionen x im allgemeinen 
Abelsche Integrale sein werden, also auch die Vieldeutigkeiten der- 
selben besitzen, die, da © im Innern der Platte eindeutig sein muss, 
auch fortzuschaffen sind, so muss man dem ® auch noch diejenigen 
Perioden erteilen, die hierzu nötig sind. 


Die @, in den obigen Formeln unterscheiden sich von einander 
nur durch ihre Nullpunkte, es soll ©} in dem Punkte ßx gleich null 
werden. 


Das einfachste Beispiel, welches dazu dienen kann, das oben 'Ge- 
sagte zu erläutern, ist die Strömung durch eine elliptische Platte. 


Die Gleichung der Ellipse sei 
2 y2 
at 
oder 
| (#2 — a2) (+92) +2(6?+a2)E.n— 4a? 3? — 0, 
also 
= pl) = a (a? +29: + 2ab YP— (a —23)} 


hieraus folgt: 


I — ad HE an + Haan = 0, 


nun aber ist 


— at +0 +a?)y = +2ab YE— (a? — 23) 
eingesetzt, ergiebt: 
Vr— (a —b)E+ VE — (a — 23) dy = 0, 


demnach ist: 


er = log +VR (EB). 


Die Gleichung der Begrenzung ist also entweder: 


G+yP-(@ — 2)) (mn + VE? — (a — 23) = 0, 


oder 


Es ist @, und «, zu bestimmen. 
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Beide Gleichungen mit einander multiplieirt, giebt: 
(a? — 52)? — 0, . 0, 


beide Gleiehungen zu einander addirt: 


Ent VE a0) .V— (a 85) — Har+0,) 
von einander subtrahirt: 
:y?— (@— 22) +7 VE — (a — 23) = Ya, —o,), 


diese quadrirt: 


282,92 — (a? — 2%) (2472) +21 VE (a). V—(@ 2) 


= 4 —)°, 


die Wurzel eliminirt: 


(B?— a?) (EHN)-+ (er -top)E.n = He, — 0)? 


Aus dieser Gleichung folgt nun: 
4-40 = 2%a?+-2°) 
und 


2 4 %=-4ab, 
also ist entweder: 
a, = (a+5)? 


oder gleich («—)? 


und 
0%, = (a—b)? 
oder gleich (a+2)?. 

Im Innern der Platte kann jedoch auch & in zwei verschiedenen 
Punkten den entgegengesetzten Wert erhalten und man kann von dem 
einen Punkte zu dem anderen immer auf einem Wege gelangen, auf 
dem die Quadratwurzel nicht null wird, auf dem sie also ihr Vor- 

zeichen behält, mithin geht alsdann die erste Form in die zweite 
über, und man muss von log(&-+ YE-(a?—22)) eine Function bilden, 


b Ä - > 
die die Periode 2log = besitzt, ferner muss diese Function aber 


auch noch, da der Logarithmus unendlich vieldeutig ist, die Periode 
2 erhalten, sie wird also eine elliptische Function sein mit den 
a+b 
a-—b 


Perioden 2log und 2xi. 


Bei der Aufstellung derartiger Functionen muss man aber stets 
die einfachsten nehmen, ich setze demnach, wenn 


2 = log(i+ VER — (a? — 23)) 


ist, 
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t = sinam(mz, k). 


Die beiden constanten Grössen m und % sind aus den beiden Perioden 
zu bestimmen. 


Der Modul % ist eindeutig bestimmt durch die Jacobi’sche Grösse 


d.— eTr 
da aber 
a—+b 
4K = 2m.log 7, 
und 
n 2K’ —= Amn 
ist, so ist 
Hu ve 
Ns a+b 
und 
IR 
mer 
TC 


Auch X und X’ sind durch g’ eindeutig bestimmt. 


Es werde nun » unstetig in den Punkten = 5, n= nıund es 
sei 


=) — loge+VP?-(a?—2%)) -1og(&a+ VER? —(— 23), 
so wird die Gleichung der Begrenzung 
AS RAN) u 
— log +10g. (&i+ V3?—(@?-2))(ma4V 2—(@?—2)) — Pr 


\ 


demnach setze ich: 
VAR } RN 
u—a —= Zjmzlogisinam —-22(%) . sinam an) 34 
; Kt N KR 
sin am — (B.—2,())sinam — (B—za(n))} 
und also: 


x K’ 
sin am —- 22(8) .‚sinam (Br —27()) 


e = — 2)m;log 


sin am 2)(n) .sinam (pr —2(n)) 


Mit Hülfe der soeben entwickelten Methode ist aber das Problem 
der elektrischen Strömung vollständig gelöst, wenn die Begrenzung 
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der Platte durch eine einzige algebraische Gleichung dargestellt wer- 
den kann. 


Besteht die Begrenzung der Platte aus mehreren algebraischen 
Curven, so hängt das Problem ab von der Bestimmung einer im In- 
nern der Platte stetigen und eindeutigen Function, die sich nicht 
ändert, wenn man an Stelle des Arguments eine durch die specielleren 
Bedingungen des Problems bestimmte Function setzt. 
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I. 


Die Umkehrung des Grundgedankens 
von Hindenburg’s combinatorischer Analysis. 
(Fortsetzung), 


Von 
Friedrich Roth. 


b) Die weniger gewöhnlichen Combinationen und Variationen. 


(Comb. und Var. mit eingeschränkter Wiederholung und Var. zu be- 
stimmten Summen.) 


In dem ersten Abschnitte dieser Abhandlung, der auf S. 427— 
434 abgedruckt worden ist, hatten wir diejenigen Teile der Com- 
binationslehre behandelt, auf die man sich in der Regel bei dem 
Schulunterricht beschränkt. Es bliebe noch übrig, den Grundgedanken 
unserer Arbeit, der sich auf dem bisher betrachteten Gebiete so 
fruchtbar gezeigt hat, auch auf diejenigen Zusammenstellungen ge- 
gebener Elemente anzuwenden, welche in unserer Zeit, wo die Zwecke 
der Sehule mehr in den Vordergrund getreten sind, in den meisten 
Lehrbüchern — (Beckers Arithmetik bildet eine mir bekannte Aus. 
nahme) — keine Beachtung gefunden haben, während sie im vorigen 
Jahrhundert wegen ihrer Anwendbarkeit auf die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung von den bedeutendsten Mathematikern der wiederholten 
Erörterung und Untersuchung für wert gehalten wurden. Dass der 
angebene Grund wirklich der entscheindende war, erkennt man so- 
fort, wenn man das allgemeine für die Combinatorik als grundlegend 
geltende Werk, ‚die ars conjectandi, etwas genauer ansieht. Nicht 
allein, dass in der Vorrede Nikolaus Bernoulli von sich sagt, dass 
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er zur Herausgabe des Werkes seines Oheims aufgefordert worden 
sei, weil man von ihm eine Schrift kannte, in welcher er die von dem 
letzterm ausgebildete Wissenschaft auf Rechtsfragen angewandt hatte, 
es ist auch der erste Abschnitt des Buches der Berechnung der Wahr- 
scheinlichkeit beim Würfelspiel gewidmet, während der zweite Teil, 
der die eigentliche Combinatorik enthält, nur als blosse Zutat er- 
scheint, gleichsam als unvermeidliche Beigabe, welche die Hülfsmittel 
bringt, die man in dem für praktische Bedürfnisse entworfenen 
ersten Abschnitte gebrauchen soll. Ausserdem wissen wir von Pascal, 
dass er durch Aufgaben aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die 
Betrachtung der Combinationen geführt worden ist. Nun wird nie- 
mand die Wichtigkeit bestreiten, welche die Variationen zu be- 
stimmten Summen, sowie die Combinationen und Variationen mit be- 
grenzter Wiederholung für die Wahrscheinlichkeitsrechnung besitzen, 
und es erklärt sich daher, warum die Mathematiker früherer Zeit 
ihre geistige Kraft mit Vorliebe an diesem Gegenstande übten. Da- 
gegen ist wol der Mangel an Durchbildung und wissenschaftlicher 
Strenge der einschlägigen Beweise und Formeln daran schuld, dass 
gerade dieses Gebiet bei dem Unterrichte wenig Beachtung findet. 
Um so mehr scheint es geboten, gerade hier den Versuch zu wagen, 
durch neue Auffassung bessere Ableitungen zu schaffen und allge- 
meine Gesichtspunkte für solche Aufgaben aufzustellen, die bis jetzt 
nur durch rohes Probiren und durch Ausführung in bestimmten 
Zahlen gelöst worden sind. 


Betrachten wir zunächst die Combinationen mit eingeschränkten 
Wiederholungen. Hier giebt es schon eine allgemeine Formel, aber 
nicht für eine bestimmte Classe, sondern für die Anzahl der Com- 
plexionen durch alle Classen zusammengenommen, von der ersten 
aufsteigend bis zu derjenigen, welche durch die Summe allen Wieder- 
holungsexponenten bezeichnet wird. Weingärtner *) leitet merkwür- 
diger Weise diese Formel gar nicht ab, sondern teilt sie ohne Be- 
weis mit. Er entwickelt nur das Gesetz für die Anzahl der einzelnen 
Ordnungen, d. h. derjenigen Gruppen der Formen, die dann, wenn 
die Elemente alphabetisch oder umgekehrt sich folgen, mit je einem 
gleichen Buchstaben beginnen. Im Uebrigen verweist er auf Jac. 
Bernoulli. Dieser selbst aber rechnet in der ars conjectandi eigent- 
lich nur ein Beispiel aus, indem er vier Elemente a, b, c, d annimmt 
und als Dimensionen — wie er treffend die höchtmöglichste Anzahl 


*) Johann Christoph Weingärtner, Conrector in Erfurt, Lehrbuch 
der combinatorischen Analysis nach der Theorie des Professor Hinden- 
burg. Leipzig, bei Gerhard Fleischer dem Jüngeren, 1800. 
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der Wiederholungen nennt — nur bestimmte und zwar kleine Zahlen 
wählt. Daraus folgert er ohne weiteres die allgemeine Regel. Da- 
gegen findet sich in dem Exemplar seiner Schrift, das ich aus der 
Göttinger Universitätsbibliothek erhalten habe, eine lateinische Rand- 
bemerkung, in der, allerdings auch nur für vier Elemente, ein Be- 
weis aufgestellt wird, der es mir wert zu sein scheint, dass er der 
Oeffentlichkeit übergeben werde. Nach einer andern Bemerkung von 
gleicher Tinte und gleicher Handschrift stammt er vom Jahre 1736, 
könnte also nicht von Kästner herrühren, da dieser erst zwanzig 
Jahre später nach Göttingen kam. Der Beweis lautet unter Bei- 
behaltung der Interpunction und der mathematischen Schreibweise 
seines Urhebers: 


Sint inveniendae coniunctiones litterar. a“dretde. Patet solius. 


a dari coniunctiones m--1 quarum prima est a® altima a”. Harum 
cuivis si accedat d, dantur novae coniunctiones m--1, et his novis 
si addatur aliud 2, rursus novae m-4-1, et cum haec additio propter 
p" fieri possit r vicibus, patet accedere novas coniunctiones rXm+1. 
Quare numerus coniunctionum amd est mir xm+t1—=m+t1 
><r--1. His accedere possunt ob ec! coniunctiones m+1Xr+1 
xt in quibus est ce. Quare fit numerus coniunctionum amdrc — 
m+1lXr+1l+m+1Xr+1xt=m+1xXr+1xXt+1 At 
sic progrediendo patet accedente d4 summam coniunct. esse m+1 


Xrt1x<t:tf1xg-Hl. 


Ein ganz allgemeiner und strenger Beweis ist meines Wissens 
noch nicht gefunden; und doch giebt es nichts Leichteres als das, 
wenn man nur die Hülfsmittel benutzt, die wir im ersten Teile dieser 
Abhandlung angegeben haben, 


Es seien gegeben die n Elemente a, 2, e ... m, die höchste Zahl 
der erlaubten Wiederholungen sei bzhw. a,ß,y... u. Dann würde die 
Aufgabe nach Hindenburg’s Ausdrucksweise heissen: Suche die An. 
zahl der Combinationen für den Zeiger a@dßcY ..: m“. Nun haben 
wir, wenn wir die Nullionen mit rechnen und die einzelnen Com- 
plexionen durch ein Pluszeichen verbinden, 


als Arten, die nur a enthalten: 
l+a+a ad +at+ ... +atltas, 
als Arten, die nur 5 enthalten: 
1-5 +92 HB 4-52 .:. +1 408, 


als Arten, die nur c enthalten: 


x 
ca 
x Je 
A 2 


in 4 > m nn Ze U ze Wu 


; 
R 
F 
i 
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1+c+2 +++... +9-140 


endlich als Arten, die nur m enthalten: 


1-+-m-+m?-+m?--mt-+ ... + mul me. 


Mit Ausnahme der 1 soll jedes Glied aus einer dieser » wag- 
rechten Reihen mit einem jeden beliebigen Gliede der anderen Reihen 
zusammengestellt werden, doch so, dass niemals mehr als ein Sum- 
mand aus derselben Zeile vorkommt. Es giebt unter den durch solche 
Zusammenstellung entstehenden Producten anch solche, die weniger 
denn n Potenzen als Factoren haben. Diese multiplicire ich so oft 
mal mit 1, dass die Anzahl der Factoren überall » beträgt. Ordne 
ich dabei die Buchstaben nach dem ABE und füge die Einsern an 
der Stelle der fehlenden Elemente ein, schreibe also z. B. für aem? 
das Product a.1.c2.1.1 .... 1.m*, so leuchtet jedem, der sich die 
Regeln der Multiplication vergegenwärtigt, sofort ein, dass die in 
der Aufgabe geforderten Combinationen weiter nichts sind als die 
Glieder desjenigen Polynoms, dass ich bekomme, wenn ich die oben 
stehenden n wagerechten Reihen mit einander multiplicire und dabei 
- den Einzelmultiplicator immer hinter seinen Multiplicanden schreibe. 
Sollen jedoch die Nullionen nicht mit gezählt werden, so muss ich 
das 1” wegnehmen, das durch Multiplication der n ersten unter ein- 
‚ander stehenden Summanden entsteht. Wie früher verwandeln wir 
die Summe des polynomischen Hauptproductes in die Anzahl der 
Glieder, indem wir jede Potenz der Elemente gleich eins setzen. Da- 
durch aber wırd die erste wagerechte Reihe zu 1--«, die zweite zu 
14+ß u. s. f., mithin die gesuchte Anzahl der Formen 


A+)A+NA+Y) ... At dat) —1, 


wo a1 den im Alphabet vor u vorhergehenden Buchstaben be- 
zeichnet. 


Ist bei den Combinationen, um die es sich hier handelt, und bei den 
entsprechenden Variationen die einzelne Classe vorgeschrieben, so 
hat man, so viel mir bekannt, bisjetzt zur Auffindung der Anzahl 
der Arten weder eine allgemeine Regel noch eine Formel. Sind die 
Wiederholungsgrenzen in bestimmten Zahlen gegeben, so lehrt uns 
Jac. Bernoulli Tabellen entwerfen, mit deren Hülfe man die gesuchte 
Grösse ableiten kann. Doch ist dieses Verfahren mühselig, weil man 
die niedrigeren und meistens auch die nächst höheren Ulassen mit 
berechnen muss. Betrachtet man dagegen die Elemente einer jeden 
Complexion als Factoren, so ist nach dem oben Gesagten folgendes 
unmittelbar klar, 
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Sollen die » Elemente a, B, ce... t in der angegebenen Weise 
zur mter Classe zusammengestellt werden, so ist die Anzahl aller 
Arten der betreffenden Variationen ausgedrückt durch die Summe der 
Coefficienten der polynomischen Reihe, die durch Ausrechnung von 


(a+b-+c+ ... +s-+tt)” 


entsteht, unter Weglassung aller derjenigen Glieder, welche eine 
solche Potenz der ursprünglichen Summanden a, 5 u. s. f. enthalten, 
deren Exponen‘ die zugehörige Grenze der Wiederholungen über- 
schreitet. Die Anzahl der übrig bleibenden Glieder giebt uns zu- 
gleich die Menge der entsprechenden Combinationen. Ist keine der 
Dimensionen, die für die Wiederholungen gestattes sind, kleiner als 


m, so bleibt die Potenz der ngliedrigen Summe a-+5-+ ...t voll- 
ständig, und man erhält die bekannten Formeln für die gemeinen 
Variationen und Combinationen m. W. Man kann also die zuletzt 
gegebene Regel als den allgemeinen Satz ansehen, unter der die un- 
beschränkte Wiederholung als besonderer Fall gehört. 


Diese Regel, welche die hier- zu betrachtenden Zusammenstel- 
lungen auf den polynomischen Lehrsatz zurückführt, bietet zunächst 
eine Erleichterung des Verständnisses bei der Berechnung der Anzahl 
der Combinationen, wenn nur für ein Element die Wiederholung be- 
schränkt ist. 


Sind z. B. unter den n Elementen für : allein », für alle an- 
deren dagegen m Wiederholungen zulässig, wobei w kleiner als m ist, 
so fallen in der Reihe für (a+d+c+ ... +i)” alle diejenigen 
Glieder weg, welche Potenzen von Hl aufsteigend bis 2” enthalten. 
Von diesen Gliedern sind aber so viele vorhanden, als sich die übrigen 


»—1 Buchstaben zu denjenigen Classen mit Wiederholungen com- 
biniren lassen, deren Dimensionen mit den jedesmaligen zwischen 
w--1 und m liegenden Exponenten von it zusammen m ausmachen, 
ihre Anzahl ist also unter Benutzung von 4): *) 


*) Anmerkung. Leider ist in dem ersten Teile meiner Abhandlung auf 
der linken Seite dieser Gleichung ein Druckfehler übersehen worden. Es steht 


dort ®C(r), wofür selbstverständlich @C(n) zu setzen ist. Will man übrigens 
m m 


Gleichung 4) mit dem von Bernh. Euler gefundenen Satze, für die ich an 
jener Stelle auf Baltzer’s Elemente verwiesen habe, in Vergleichung bringen, 
so setze man n+ m—r -1==p, dann lautet sie: 
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Ku r*Ca—]) Tee) +...+ ae) ee) 
= 4UC(n). 


m—-u—l 


Für das in der Aufgabe Gesuchte ergiebt sich mithin 
7) "On —"Chn) = ee). Kal 


—u—1l a 


Der Vorteil, den diese Formel gewährt, tritt besonders dann 
hervor, wenn die Classenzahl sehr gross ist. Man versuche z.B. die 
Anzahl der Combinationen zur 100. Classe für die Zeiger a100 10 94 
mit Hülfe der Bernoulli’schen Tabelle zu berechnen, und man wird 
bald ermüdet den Arm sinken lassen, während sie nach unserer Vor- 
schrift einfach wird 


2 
”C(3) 008) = 1 00) (2) — 6151.91 5130. 
100 5 


Sollen die Combinationen so ausgeführt werden, dass bei eincm 
Teile der Elemente die Wiederholungen unbeschränkt, bei den 
andern dagegen vorgeschrieben sind, dergestalt, dass bei diesen 
nur eine bestimmte Menge gleicher Elemente vorkommen darf, nicht 
mehr und nicht weniger, so haben wir eine leichte Aufgabe vor uns. 
Sollen z. B. in der mten Classe von den kten Elementen a, 5... e 
das erste, a nur «mal, 5 nur ßmal u. s. f. zuletzt e nur emal ge- 
setzt werden, währeud die andern von den gegebenen n Elementen 
beliebig oft mal wiederholt werden dürfen, so sind so viel Arten vor- 
handen, als diese übrigen n—% Elemente zur m— a— ß--..—eten 
Classe m. W. combinirt werden können. 


Bei den entsprechenden Variationen entwickele man die mte Po- 
tenz der ngliedrigen Summe a-+5-+-c+ ... +: in der Weise, dass 
man diejenigen Elemente, deren Wiederholung vorgeschrieben ist, 


einzeln nimmt, während man die übrigen n—%k aber zu einem ein- 
zigen Summanden zusammenfasst. D. h. man rechne (a-+5-+...+e+ 


f4+9+..+s-t)” nach dem polynomischen Satze für die Glieder a, 
.eund (/4-9+...-+t) aus. Dann enthält dasjenige Glied der 


-HEDOHEHHH- 
Besen) 


Be) 
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entstehenden Reihe, in welchem die Potenzen a@5ß ... e® vorkommen, 
die gesuchten Variationen. Ihre Anzahl wird gefunden‘, indem man 
unter Beibehaltung des Coefficienten für jeden Buchstaben 1 setzt, 
Dies giebt, da dann /+g-+ ... +t gleich n—% wird | 


m! (n— k)m-a-ß—..t 


” alßl... elm—a—B—.. og)! 


Eine Gruppe von Elementen, die in jeder Art vorhanden sein 
soll, bezeichnete man früher als den Kopf der Combination (caput 
combinationis), es würde daher nach dieser Ausdrucksweise die von 
uns gelöste Aufgabe heissen: Suche die Anzahl der Formen für die 
Combin. und Var. m. W., die alle den Combinationskopf a@bP... e® 
enthalten. Für die Combinationen ohne W. hat schon Weingärtner 
in dem oben ‚angeführten Buche eine Lösung dieser Aufgabe auf 
S. 264—5 mitgeteilt. 


Mit Hülfe der Formel (8) sind wir nun im Stande, auf bequeme 
Weise die Anzahl der Variationen mit eingeschränkten Wiederholungen 
zu berechnen, wenn, wie wir bei den entsprechenden Combinationen 
angenommen hatten, nur für ein Element eine von der Classenzahl 
verschiedene Dimension der Wiederholungen gegeben ist. Wenn 
nämlich, wie oben, die n Elemente a, 5, e.... t in der mten ÜOlasse 
jedes mmal, t allein aber nur wmal vorkommen darf, so hätten wir 
in der Potenz (a+5-+c-+ ... +t)”, da wir nach dem binomischen 
Lehrsatze für die beiden Summanden a-+5-+ ...s und t entwickeln, 
nur diejenigen Glieder wegzunehmen, welche { in einer höhern als 
wten Potenz enthalten, und dann unter Beibehaltung der Coeffici- 
enten für jeden der Buchstaben a, d5...t eins zu setzen. Ist ir eine 
solche Potenz, r mithin eine ganze Zahl zwischen w und m, so giebt 
uns Formel (8) den durch Auslassung von £ wegfallenden Summan- 
den, indem wir r für « oder ß u. s. f. schreiben und die übrigen 
der % Grössen «, ß .... null werden lassen. Das Gesuchte ist danach 


re z =. „)@ 1)mr, 


Die Anzahl der Variationen für den Zeiger a1% 3100.96 in der hun- 
dersten Classe würde sich demnach bestimmen als 


e+ym- (14 024 a Pr 
— 3100 _ (14200 a 1293600) — 3100 — 1313601, 


100. ” 100.99.98 ») 


ein Ausdruck, der mit Hülfe der Logarithmen weiter auszurechnen 
wäre. 
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Ist dagegen m gleich 6 und der Zeiger a®5°c6d, so erhielten wir 
für die Anzahl der Complexionen 


se + )e+Q)s+() 
— 4096 — (14184135 -+540-41215) 
4096 — 1909 — 2187 — 37. 


Bleibt die Classe dieselbe, aber der Zeiger wird a®2%d, so ändert 
sich in der letzten Gleichung nur r, und man bekommt 


14, gi, © En Re N Dh ee ee 


— 729 --(14+12-+60+160+ 240) — 729 — 473 — 256 — 28, 


Wie wir schon in der Einleitung zu diesem Abschnitte ange- 
deutet haben, war eine der bekanntesten Aufgaben, an der manche 
bedeutende Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts ihre Kräfte 
versucht haben, die, zu bestimmen, wie viel Fälle möglich sind, iı 
denen mit einer gewissen Anzahl von Würfeln eine verlangte Summe 
von Augen geworfen werden kann. Diese Aufgabe, die Jac. Bernoulli 
durch Entwerfung einer Tafel gelöst hat, in der er das Gesuchte, 
schrittweise zu einer immer grösseren Menge von Würfeln fortschrei- 
tend, durch Zusammenzählen einer Reihe lotrecht unter einander 
stehender Zahlen berechnet, führte zu der Behandlung der Variationen 
zu gegebenen Summen. Die Anzahl der Formen in jeder einzelnen 
Olasse hiefür durch eine allgemeine Formel auszudrücken, gelang erst 
Hindenbnrg. Seine Ableitung ist nach Weingärtner die, dass er die 
erste Zahl der Complexion von 1 an wachsen lässt so hoch als mög- 
lich und jedesmal die Möglichkeit der Variationen den übrig blei- 
benden Elemente untersucht. Indem er dieses Verfahren für die er- 
sten Classen, von der ersten aufsteigend bis zur vierten durchführt, 
ergeben sich figurirte Zahlen, deren Eigenschaften er ohne weiteres 
verallgemeinert, ohne den Euler’schen Schluss von m auf m+1 zu 
machen. Abgeschen von dem Mangel an wissenschaftlicher Strenge 
und von seiner Weitläufigkeit hat dieser Beweis noch den Nachteil, 
dass man nicht recht einsieht, wo eigentlich die Binomialcoefficienten 
herkommen bei einer Weise der Zusammenstellungen, die doch schein- 
bar mit den Combinationen ohne W. nichts zu tun haben. Sein Ur- 
heber ahnte nicht, dass in dem Grundgedanken seiner combinatori- 
schen Analysis, nämlich darin, dass man die Elemente in den Formen 
der Combinationen m. W. als Factoren betrachtet, eine viel ein- 
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fachere und ganz allgemeine Ableitung des fraglichen Satzes ver- 
borgen liegt. 


Auf gabe. Wie gross ist die Anzahl der Arten der Variationen 
m. W. in der mten Classe zur Summe n? 


Auflösung. Ich schreibe m Buchstaben: a, d, e ... t immer 
in derselben Reihe hin nnd setze die ‘zu variirenden Ziffern als Ex” 
ponenten derselben, so erhalte ich die Abkürzungen für die Combi- 
nationen m. W. der m Elemente a, d, cu. s. f. zur mten Qlasse, 
jedoch nicht vollständig, da kein Buchstabe verschwinden darf. Denn 
dann würde eine jener Ziffern null werden, was nach dem Begriffe 
der geforderten Variationen nicht crlaubt ist. So würden wir bei 
dem in Stahl’s *) Grundriss der Combinationslehre auf S. 169 aus- 
geführten Beispiele schreiben 


in der ersten Form statt 1117 aldblcld! 


® 22. I 1441 aldbtctd}, 
x 43. % 2341 ab? ctdl, 
4, 64. E 311 Bed. 


Sondere ich nun in dem allgemeinen Falle aus jeder Complexion das 
m Factoren enthaltende Product a.d.e ... t als Coefficient ab, so ist 
der übrig bleibende Factor von der n—mten Dimension, und es ist 
in ihm der Wiederholung der Elemente nach keiner Seite hin eine 
Beschränkung auferlegt. Er ist also die Abkürzung für je eine Art 
der gemeinen Combinationen mit Wiederholungen von m Elementen 


zur n—mten Olasse, mithin bezeichnet durch die Formel 


m(m +1) (m +2)... (mn —m—1) 
1.2:3:4 2:3 nm 11a da 


wofür man bekanntlich auch schreiben kann 


("—m-+1)(n—m-+2)... (n - 2)(n—1) 
1.2.3...(m —3)(m—2)(m -1) 


In dem letzten Bruche brauchen wir nur den Zähler rückwärts zu 
lesen, um darin sofort den Hindenburg’schen Ausdruck zu erkennen 
n"M n —1 


9) RO en; 


*) Stahl, Conr. Dietrich Martin, Professor in Jena, Grundriss der 
Combinationslehre nebst Anwendung derselben auf die Analysis. Jena und 
Leipzig 1800. Herrn Wolfgang Göthe gewidmet. 


aus Hindenburg’s combinatorischer Analysıs. 91 


der für die Variationen m. W. in der mten Classe zur 
Summe n gültig ist. Dabei haben wir nur die ältere Bezeich- 
nung der Binomialcoefficienten in die jetzt übliche umgeändert. 


Unsere Ableitung hat ausser dem Vorzuge der Kürze noch den, 
dass wir durch sie wiederum, wie es oben bei den gemeinen Combi- 
nationen mit und denen ohne Wiederholungen der Fall war, die ver- 
schiedenen Teile des von uns betrachteten Gebietes der Mathematik 
unter einen Gesichtspunkt vereinigen und so für Lehrer und Ler- 
nende die Arbeit bedeutend verringern. Die Variationen zu be- 
stimmten Summen brauchen jetzt nicht mehr abgesondert und in 
gleicher Betonung mit den ‘andern Zusammenstellungen behandelt, 
sondern nur anhangsweise als Beispiel bei den Combinationen m. W. 
betrachtet zu werden. 


Ausserdem bietet der Gedankengang unseres Beweises von selbst 
die Lösung der Aufgabe, die Zahl der Variationen zu bestimmten 
Summen dann zu finden, wenn der Wert der Elemente nicht unter 
eine gewisse Ziffer heruntergehen soll. Denn, ist diese %, und setzen 
wir wiederum die Ziffernelemente als Exponenten der m Buchstaben 
a,b, c... t, so können wir jetzt aus allen Producten der Potenzen 
den Coefficienten a®2*&c* ... X absondern, sodass die Dimension der 
nach der Absonderung bleibenden Producte n - km wird. Es sind 


deren also so viele vorhanden, als sich m Grössen zur n — kmten 
Classe mit unbeschränkten Wiederholungen combiniren lassen. Nun 
ist nach dem schon vorhin erwähnten Satze 


Seen 
Cm) = ?C(n— km-+1) = & rare )E 
n— km m—1 m—]1 
folglich nach vollzogener Vereinfachung 

nM eh & —- 1—m(k -1) 
(k,k41,k+2..) m-1 


eine Gleichung, die sich bei ; = 1 in (9) verwandelt. 


10) 


Zählen wir in den hier betrachteten Zusammenstellungen die- 
jenigen Complexionen, in denen dieselben Elemente, aber in an- 
derer Reihenfolge vorkommen, immer nur einmal, so erhalten wir 
die Combinationen zu bestimmten Summen. Setze ich wieder die 
Ziffernelemente als Exponenten von Potenzen, deren Grundzahlen 
m Buchstaben sind, die in gewisser Anordnung hinter einander ste- 
hen, so würde es jetzt gleichgültig sein, welchen der Buchstaben be- 
stimmte Exponenten zukommen, wenn diese letzteren überhaupt nur 
in einer gewissen Auswahl vorhanden sind. So würde z. B. bei den 
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Combinationen der 4. Classe zur Summe 10 die Formen a®b2cd, 
a?b°cd, abc?d® u. a. nur als eine gerechnet werden. Setzen wir nun 
im allgemeinen Falle aus der durch die Potenzen der Buchstaben a, 
b ... t gebildeten Producten‘, die wir uns durch ein Pluszeichen ver- 
bunden denken, abe... t (im eben besprocbenen Beispiele adcd) 
heraus, so leuchtet ein, dass die in der Klammer befindlichen Sum- 
manden weiter nichts sind als die Gattungen der gemeinen Combi- 


nationen m. W. von m Elementen zur n—mten Qlasse, und dass ihre 
Anzahl gleich ist der gesuchten Anzahl der Combinationen zur Summe 
n in der mten Classe. Denn die Gattung (genus) umfasst ja eben 
alle solche Arten der Combinationen, in denen zwar verschiedene 
Elemente, aber mit denselben Verhältnissen der Wiederholungen vor- 
kommen. D. h. bei 3 Elementen in der 4. Classe würden a°b, a°e, 
ab®, ac’, b?c, be? nur eine Gattung der gemeinen Combinationen m. 
W. bilden. Eine allgemeine Formel für die Combinationen zu be- 
stimmten Summen ergiebt sich hieraus nicht; doch kann man nun 
umgekehrt die für letztere von Euler entworfenen Tabellen dazu be- 
nutzen, um die Anzahl der Gattungen einer jeden Classe bei den 
Combinationen mit unbeschränkter Wiederholung zu finden, wenn man 


nur die oben dargelegten Beziehungen zwischen Classe, Anzahl der 


Elemente und Summen, wie sie unter den beiden Combinationsarten 
bestehen, zu benutzen gelernt hat. 


So bedeutend der Fortschritt auch war, der durch die Aufstel- 
lung der Formel für die Variationen zu bestimmten Summen gemacht 
wurde, so genügt er doch noch nicht, um die Aufgabe vom Würfel- 
spiel, die ich oben als die Veranlassung zu den Untersuchungen über 
diese Art der Zusammenstellungen gemacht hatte, vollständig zu lösen. 
Denn dieser Formel liegt die Annahme zu Grunde, dass die Ziffern, 
die zusammen gleich der verlangten Summe sind, den höchstmöglichen 
Wert annehmen können, den überhaupt die gegebene Ülasse ge- 
stattet. Bei den Würfeln dürfen dieselben aber nicht über 6 hinaus- 
gehen. Auch dann, wenn man mehrstellige Zahlen sucht, deren 
Quersumme eine gewisse Grösse haben soll, kaun man den Hinden- 
burg’schen Ausdruck nur dann brauchen, wenn durch diese Grösse 
und die Exponenten der Classe die Möglichkeit ausgeschlossen wird, 
dass eine Ziffer über 9 hinaus wächst. Unter Benutzung der Um- 
wandlungen, welche den wichtigsten Teil unserer letzten Eutwicke- 
lungen ausmachten, würde man hingegen die endgültige Lösung dieser 
Aufgaben erreicht haben, wenn es gelänge, eine Regel darüber auf- 
zußnden, wieviel Complexionen bei den Combinationen mit 
gleichmässig beschränkten Wiederholungen in jeder be- 
liebigen Classe möglich sind. Diesem Ziele führt uns aber der unsrer 
ganzen Arbeit zu grunde liegende Gedanke um einige Schritte näher. 
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Wie im ersten Abschnitte behufs Ableitung der Gleichung 5) 
entwickeln wir auch jetzt die mte Potenz desselben n gliedrigen 
Polynoms nach dem binomischen Lehrsatze für die beiden Summan- 


den a+5-+ ...s und i. Von den m+-1 Gliedern der entstehenden 
binomischen Reihe können wir nun aber, wenn er die Grenze der 
erlaubten Wiederholungen bezeichnet, nur diejenigen brauchen, die 
solche Potenzen von i enthalten, deren Exponenten zwischen O und 


r liegen. Die fallenden Potenzen des ersten n—1 gliedrigen Sum- 
manden würden bei einer vollständigen Reihe mit dem Exponenten 
m beginnen, nach der jetzigen Voraussetzung können sie aber im 
günstigsten Falle erst bei (a+5-+ ... +s)"-Vr anfangen, und sie 
müssen, da ihre Exponenten sich mit denen von £ zu m ergänzen, mit der 
m—rten Potenz abschliessen. Ist daher m < (n—1)r, so besteht die 
brauchbare Reihe aus r+1 Gliedern, von (a+5-+ ... +s)” bis 
(a-+5+ ... +5)mr.t" ist aber m grösser als (m—1)r, so hat sie, 
da die ersten Glieder wegfallen, eine geringere Ausdehnung nur bei 
m = nr, endlich ist nur eine Stelle brauchbar, nämlich die letzte, 
weil alle vorhergehenden solche Potenzen des n —1 gliedrigen ersten 
Summanden enthalten, deren Exponenten über (n —1)r steigen. Er- 
lauben wir uns nun, damit unsere Darstellung nicht gar zu schlep- 
pend wird, für die Anzahl der Combinationen von x Elementen zur 
kten Classe, wenn jedes der letzteren höchstens r mal vorkommen 
darf, dass Zeichen nn) einzuführen, so würden unsere Schlüsse unter 


Anwendung der in dieser Abhandlung zur Genüge erörterten Sätze 
zu der Folgerung führen: 


Wenn m > n—1.r, "Cn) = "Ca DC D+.. 
+ "C(n= Nr ah DL nn 


(n—1)r—1 (n— m—r bis (n—Dr 
11) 
„m<n—l.r, = a Ne 


ee ad) = En 


m—r bis m 


Dieser Satz führt also die zu lösende Aufgabe auf dieselbe Aut- 
gabe, aber mit einer um eins geringeren Zahl der Elemente zurück. 
Er giebt uns dadurch den Fingerzeig, von der niedrigsten Zahl der 
letzteren auszugehen und stufenweise fortschreitend zu den höhern 
aufzusteigen. Dass für ein Element in jeder Classe, wenn m gleich 
r, nur eine Complexion möglich ist, bedarf keiner Erwähnung. Sind 
zwei zu combinirende Grössen a und 5 gegeben, so sind die brauch- 
baren Arten, in Potenzform ausgedrückt, folgende: 
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_ 
Lu% 
gie ee 


arem—r, ar-1pm—=r-Hl, ar-2pm—r+2, N am—r+lpr—1, am-rhr, 


Verbinden wir diese Complexionen durch das Pluszeichen, so können 
wir aus der dadurch entstehenden algebraischen Summe den Factor 
am-rpm-r heraussetzen; der Exponent des ersten, die Reihe in der 
Klammer beginnenden a wird dann r— (m—r), d. i. 2r—m, und da 
die Exponenten der folgenden a immer um eins fallen, die von 5 
dagegen in derselben Weise steigen bis zu 5°-”, so leuchtet ein, 
dass die Klammer diejenigen Einzelproducte enthält, welche — ab- 
gesehen von den Coefficienten — die Glieder des durch Ausrechnung 
von (a-+5)”"-m sich ergebenden Polynomes bilden. Die Anzahl 
dieser Glieder ist aber bestimmt durch »C2), folglich haben wir 
rm 


unter Anwendung der oben von uns angenommenen Bezeichnungs- 
weise: 


12) 02) = C@) = "Car —m+1) = dr -m+1. 


m 2Dr—ım 


Ist » kleiner als m, m also grösser als 2r, so ist gar keine Combi- 
nation von der geforderten Eigenschaft möglich. 


Gehen wir zu drei Elementen über, so lehrt uns Gleichung 11), 
dass wir den Fall, wo m > 2r, unterscheiden müssen von dem, wo 
m unter diesen Wert herabsinkt. Nehmen wir zunächst den ersten 
Fall und setzen m gleich 2r-+-x, wo x eine ganze positive Zahl be- 
deutet, die kleiner als r oder ihm gleich ist. Dann ist das Gesuchte 
nach dem ersten Teile von 11) eine Reihe, welche anfängt mit AR 

TY% 


und aufhört bei "C(2), während die Ausdehnung (dimensio) der Classe 
2r 


immer um eins steigt. Nun ist der erstere Ausdruck nach der letzten 
Gleichung gleich der Anzahl der Combinationen mit unbeschr. Wie- 
derholung von 2 Elementen zur (2r—r-+e)ten, die zur r-- zten 
Classe, und das letzte Glied der Reihe wird nach demselben Satze 
zu EA: während für die dazwischen liegenden Stellen in der ent- 


sprechenden ebenfalls aus (12) abgeleiteten Formel die Classe immer 
um eius niedriger wird. Lesen wir die Reihe umgekehrt, setzen für 
x seinen Wert m — 2r ein, wodurch sich r — x in 3r - m verwandelt, 
so erhalten wir unter Benutzung von (4) oder (5): 


Bay Wenn man, CB) = II HCNH"CNH ... 
Y 3 
+re@)+"C@) — ”CB). 


Sr—m—1l dr—m I3r—m 


Ist dagegen der Olassenexponent m kleiner als 2r, so setze man 
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zunächst m gleich 2r —q und entwickele nach dem binomischen 


Lehrsatze die Potenz (a+5-+-c)” für die beiden Summanden a+5 
und e. Die für uns brauchbaren Glieder sind dadnrch bestimmt, 
dass der Exponent von e nur bis r steigen kann, sie sind also 


(at B)2r-04(a+o)r1-1c4.. 4 (at d)rer 04 (at 3) Vor-aht.. 
++ HH ol + (at o)r=ter 


In dieser Reihe liegt eine Grenzscheide bei (a-+2)". Denn, während 
bei den folgenden niedrigeren Potenzen von a-+b nur von unbe- 
schränkter Wiederholung der Summanden a nnd c die Rede sein 
kann, fallen die vorhergehenden unter Formel (12). Das dritte Ele- 
ment e kann, weil seine Potenzen immer nur eine Stelle geben, kei- 
nen Einfluss auf die Anzahl der Complexionen ausüben, die jedem 
einzelnen Gliede obiger Binomialreihe zukommen. Da nun ?r q 
gleich m ist, so beträgt nach 12) 


bei (a+-25)”-2 die Anzahl der braucharen Formen yarzl 


2r—m 
„ (a-+ 5)? 9-1 LH „ „ „ vC(2), 
2r—m+l1 
zuletzt bei 
(a-+b)r 2) R) „ „ „ ”C(2). 
r 


Bilden wir die Summe und zählen zu ihr =02) einmal positiv und 
is 2r—m—1 


einmal negativ hinzu und verwandeln die dadurch gebildeten Reihen 
nach 4), so erhalten wir für die Gesamtzahl aller hier in Betracht 
kommendeu Combinationen 

(I) ZuC(2) — ZU0(2) = a ACH 


Obis r 0 bis 2r—m-1 2r—m—1 


Wir haben nun in obiger Binomialreihe noch diejenigen Potenzen 
zu betrachten, deren Exponenten unter r herabgehen. Hierbei ist die 
Gesamtzahl der Complexionen leicht zu bestimmen als eine Reihe, 
die mit *C(2) beginnt und bei Mn. abschliesst. Zu dieser zähle ich 

27 roR 


wiederum eine mit 1 beginnende und mit 2) aut hörende gleich- 
r-9— 


artige Reihe einmal positiv und einmal negativ hinzu, setze für q 
seinen Wert 2r — m ein, schreibe demgemäss für r — 9—1 das gleiche 
m—r—1 und wende 4) an, so kommt 

(II) Zur?) — Zu0) — "8 — vChB). 


Obis r-l O0 bis m-r-1l r-— m—r—1 
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Bevor wir nun (I) und (II) zusammen nehmen, machen wir von 
der schon auf S. 90 zur Ableitung von 9) benutzten Umwandlung 
Gebrauch, so dass wir haben: 


Wenn 2r X m>r, "C(3) = Cr +1)+%C(r) — YC(2r — m) 
en, m 2 2 2 


—!(C(m -r). 
2 


Die beiden ersten Summanden lassen sich noch durch Zusammen- 
ziehen vereinfachen, indem man die bekannten Werte für sie ein- 
führt, dann r--1 heraussetzt und seine Coeffieienten 2-2 durch 
2 hebt. Dann gestaltet sich das Gesuchte zu: | 


13b) Wenn 2r ze m >r, '"C8) = (r +1) — Sale — m) 


er vC(m a 
2 


Solange nicht mehr als drei Elemente gegeben sind, können wir 
jede Aufgabe über die Combinationen mit gleichmässig beschränkter 
Wiederholung lösen. Will ich z. B. wissen, wie oft mal mit 3 Wür- 
feln 13 Augen geworfen werden können, so betrachte ich die Würfel 
als Stellen einer Variation m. W. zur Summe 13. Denke ich mir 
nun die zu summirenden Ziffern einzeln als Exponenten von a, 5 und 
c, so verwandle ich durch Absonderung des Factors ade die Aufgabe 
in die andere: Wie oft mal lassen sich 3 Elemente zur 10. Classe 
combiniren, wenn jedes nur 5 mal vorkommen darf? Gleichung 13a) 
gibt uns darauf die Antwort: | 

6.7 


2073) = r03),=#Cli6) = ea 
A I ANZ) 1.2 


Ebenso nach 13b): 


5-11)? —C0) 06) = 360-0 = 2. 
; : 1.2 


Wie man sieht, gelten beide Formeln 13a) und b). Es muss dies 
auch so sein, da nach unsern Annahmen nichts im Wege steht, = 


sowol als y null werden zu lassen. 


Sollen mit derselben Würfelzahl 12 Augen geworfen werden, so 
erhalte ich die Lösung: 


°C@) BEP CA) —"C@) = 6-5 - 175-3. 


von Hindenburg’s combinatorischer Analysis, 097 


Diese Ergebnisse stehen in Uebereinstimmung mit der erwähnten 
Bernoulli’schen Tabelle, das letzte auch mit Beckers Arithmetik, 
2. Buch, $ 29 Beispiel 2. Doch besitzt unsere Formel den Vorzug 
der Allgemeinheit, während jene Tafel für jede andere Wiederholungs- 
grenze neu entworfen werden muss, und in dem letztern Buche die 
Variationen wirklich ausgeführt werden. Der Vorteil, den der von 
uns vorgeschagene Weg bietet, tritt besonders dann hervor, wenn die 
gegebenen Grössen sehr grosse Zahlen sind. Würden wir z. B. die 
Frage zu beantworten haben, auf wieviel verschiedene Weisen man 
1000 Mark so unter 3 Personen verteilen könne, dass jede nicht 
weniger als 100, aber nicht mehr als 600 M. erhielte, so würde für 
Entwerfung jener Tabelle das Papier und das Auge nicht ausreichen. 
Denn man hätte 501 Einsen neben einander zu schreiben, dann diese 
Reihe, indem man immer eine Stelle nach rechts rückt, noch 500 mal 
darunter zu setzen, um die Summe zu bilden. Wenn man dies nun 
auch durch die aufsteigenden und nieder fallenden natürlichen Zahlen 
ersetzen würde, so hätte man immer noch die entstehenden 1001 
Ziffern 501 mal schief unter einander zu schreiben und die lotrechten 
Reihen zusammenzuzählen. Wir dagegen denken uns die drei An- 
teile als Exponenten der Buchstaben a, d und ce, sondern «10 2100 „100 
überall als Factor «ad und können so die gesuchte Anzahl der mög- 
lichen Fälle ausdrücken durch 13b). Esist r=500, m = 700, m also 
kleiner als 2r. Danach ergiebt sich als Lösung: 


50C(3) — 5012— °C (300) —"C(200) — 251001 — 45150— 20100 
700 R 
— 185751. 


Wenn wir nun die Zabl der Elemente von 3 an immer um eins 
steigen liessen, so würde uns die Gleichung 11) die Mittel an die 
Hand geben, die betreffende Formel für jede Zahl der Elemente und 
bei jeder beliebigen Classe abzuleiten. Doch würde uns das zu weit 
führen. Wir beschränken uns darauf zu zeigen, wie durch die An- 
wendung des Grundgedankens dieser Abhandlung noch eine einfache 
Beziehung und die Verallgemeinerung zweier schon für engere Grenzen 
entwickelten Sätze aufgefunden werden können. 


Man denke sich nämlich alle Formen der Combinationen der n 
Buehstaben a, d, ce ... t, von denen ein jeder nur r mal gesetzt wer- 
den darf, in der mten Classe wirklich ausgeführt, betrachte die Ele- 
mente als Factoren und teile mit einer jeden Complexion der Reihe 
nach in a'drc" ..t"; dann geben die Quotienten die verschiedenen 
Formen der gleichartigen Zusammenstellungen in der nr —mten 
Classe. Und zwar sind diese letzteren vollständig vorhanden. Denn 
jeder zten Dimension eines Elementes in den ursprünglichen Combi- 
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nationen entspricht immer eine r—zte Dimension desseiben Buch- 
stabens in den Quotienten. Wenn x von O bis r steigt, fällt r— x 
von r bis O0. Nun entstehen soviele Quotienten, als Divisoren da 
sind, mithin ist 

"C (n) Gar 'C(n), 

m 


nr—Mm 


oder in Worten ausgedrückt: Es sind immer gleichviel Arten 
in je zwei solchen ÖOlassen vorhanden, deren Dimensionen 
gleich weit von O und von nr abstehen. 


Ist nun m grösser als (a—1)r oder ihm gleich, so ist nr — m 


kleiner als r oder ihm gleich; die Combinationen zur nr— mten 


Classe haben also dann, auch wenn jedes Element höchstens r mal 
vorkommen darf, unbeschränkte Wiederholung, folglich nach der 
letzten Gleichung: 
14) Wenn m > (n—1)r, "C(n) = ”C(n), 

j Mm 


nr—m 
eine Verallgemeinerung und Bestätigung von 12) und 13a). 


Wenden wir dies auf die öfters erwähnte Aufgabe vom Würfel- 
spiel an und fragen: „Wieviel Fälle sind möglich, dass man mit 6 
Würfeln 32 Augen werfe“, so wäre bei den ensprechenden Combi- 
nationen mit gleichmässig beschr. W.r =5, n=6, nr = 30, m = 
32—6.1=26(>5.5), mithin das Gesuchte 

2 1.89%. 


5 EN a Bu en E IE 
En 6) = 557 126. 


Dasselbe kommt heraus, wenn m gleich 4 ist, oder wenn 6-+-4, d. i. 
10 Augen geworfen werden sollen, Ergebnisse, die durch die Ber- 
noulli’sche Tafel bestätigt werden. 


Denke ich mir 5 regelmässige Dodekaeder und bei einem jeden 
auf den 12 Seitenflächen der Reihe nach 1, 2, 3 u. s. f. bis 12 Punkte 
eingravirt, so finde ich für die Anzahl der Fälle, in denen die oben 
auf liegenden Flächen zusammen 50 Augen zeigen, unter Berechnung 
der von uns gegebenen Vorschriften | 


10(5) = ©C(5) = "C(11) = 1001. 
45 10 4 


Hätten wir ferner die Frage zu beantworten, wieviel Zahlen unter 
einer Million zur Quersumme 37 haben, so lassen wir bei den zur 
Summe 37 zu variirenden Ziffern die Null zu. Solche Complexionen, 
bei denen vorne Nullen hinter einander stehen, geben uns diejenigen 
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Zahlen, die weniger als 5 Stellen haben. Bei den zugehörigen Com- 
binationen mit gleichm. beschränkten Wiederh. ist jetzt 


mg, n=5,  r=9 mr—m=8, 
das Gesuchte also: 


905) = "C(5) = "C(9) — 495, 
37 8 4 


Obgleich es bis jetzt immer von Erfolg begleitet war, wenn wir 
die Variationen zu bestimmten Summen auf die Combinationen mit 
entsprechenden Wiederholungen zurückführten, so will ich doch den 
Versuch machen, den bei der Ableitung der bekanntesten Combi- 
nationsformeln von mir gebrauchten Kunstgrift noch einmal zum 
Schlusse bei der Lösung der Aufgabe anzuwenden: Wie gross ist 
die Anzahl aller Variationen zu einer bestimmten Summe 
aller Classen, von der ersten aufsteigend bis zur höchst- 
möglichen? 


Wir bilden uns nun das Product aus den r Factoren 


ad-+a)(c+m)(d+%;) ... (r+an-3)(s+ m-2)(t + &n-ı1), 


Wo &, @g ... &u-ı Grössen von der Eigenschaft bezeichnen, dass sie 
die Gestalt desjenigen Summanden des unmittelbar vorhergehenden 
Factors anneunmen, an welchen sie bei der Multiplication angefügt 
werden. «, wird also dann zu a, @, zu 5 oder a,, a, zu e oder 
u. s. fort. Führen wir nun die Multiplication, wie im ersten Teile 
dieser Abhandlung S. 429—31 in der Weise aus, dass wir den Einzel- 
factor in einem späteren Binome immer hinter dem betreftenden 
Gliede des unmittelbar vorhergehenden Binoms anfügen, so erhalten 
wir die wiederholt auftretenden Buchstaben überall neben einander 
stehend, durch kein von ihnen verschiedenes Element von einander 
getrennt. 


Denken wir uns zweitens die Variationen m. W. zur Summe n 
so entstanden, dass wir eine Reihe von rn Einsen neben einander 
hinschreiben , und dann eine bestimmte Menge der letzteren zu den 
Elementen der Variation zusammenfassen, so kann dies gar nicht 
anders bewerkstelligt werden, als dass wir neben einander liegende 
Einsen zusammen nehmen. 


Schreiben wir nun in der angegebenen Multiplication die in dem 
Gesammtproducte vorkommenden Potenzen in ihrer ursprünglichen 
Gestait, d. h. als Producte gleicher Factoren, von denen jeder die 
erste Potenz eines der Elemente a, 2, e u. s. w. ist, so tritt eben- 

7* 
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falls an die Stelle des Zahlenexponenten eines einzelnen Buchstaben 
eine Reihe von neben einander stehenden Einsen. 


Die Vergleichung beider Darstellungsweisen zeigt unzweideutig, 
dass die Potenzexponenten in den bei obiger Multiplication ent- 
stehenden Einzelproducten die Elemente der Variation zu einer be- 
stimmten Summe vorstellen, dass folglich die Anzahl dieser Producte 
gleich ist der gesuchten Menge der Complexionen der fraglichen 
Variationen durch alle Classen. Die Einzelproducte sind aber die 
Glieder der polynomischen Reihe, welche durch Ausmultipliciren des 


Productes 
ab—+-a,)(c+%) ... (s+ &n-2) (+ &n-ı) 


erzeugt wird. Die Summe der ganzen Reihe verwandelt sich aber in 
die Anzahl ihrer Summanden, wenn wir einen jeden derselben gleich 
eins setzen; und dies erreichen wir dadurch, dass wir für jeden Buch- 
staben 1 schreiben. Auf diese Weise erhalten wir für die in unsrer 
Aufgabe gesuchte Grösse: 


15) 1.(1--1)R-1 = M-1, 


Man wird mir vielleicht einwenden, dass dieses Ergebnis ja viel 
schneller so herzuleiten gewesen wäre, dass man, wie es bei Wein- 
gärtner geschehen ist, in der für die mte Classe geltenden Formel 
9) die Menge (m) der an einander zu fügenden Ziffern von 1 bis n 
wachsen lässt und dann die Binomialcoefficienten zusammenzählt. 
Wozu also, wird man vielleicht fragen, dieser Aufwand von Arbeit 
und von Nachdenken, wenn die Sache doch einfacher zu machen ist? 
Dagegen erwidere ich, dass es mir in dieser Abhandlung gerade dar- 
auf ankam zu zeigen, wie durch die Anwendung der Regeln der 
Multiplication eine jede Formel der Combinationslehre selbständig ge- 
funden werden kann, ohne dass man eine der andern zu kennen 
braucht. Es ist ja allerdings bequemer, über einen Fluss mit dem 
Boote zu fahren, als ihn zu durchschwimmen, aber das Vergnügen 
der Kraftleistung geht dann verloren. Ebenso mögen diejenigen, 
welche die Vorzüge des in dieser Schrift angewandten Beweisver- 
fahrens nicht anerkennen wollen, meine Entwickelungen als cine Art 
geistigen Turnens betrachten, meinetwegen nur als ein anziehendes 
Spiel, bei dem es darauf ankam zu zeigen, wieviel Goldkörner in dem 
Grundgedanken der combinatorischen Analysis Hindenburg’s verborgen 
liegen, wenn man dieselbe überhaupt als die innige Verwandtschaft 
auffasst, die zwischen der Combinationslehre und der Multiplieation 
mehrstelliger Grössen besteht. 


Buxtehude im April 1884. 
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E. 


Ein Beitrag zur Schattenlehre. 


Werden die Tangenten zur Selbstschattengrenze der 
schiefen Schraubenfläche bei parallelen Lichtstrahlen con- 
struirt, so bedient man sich gewöhnlich des Dufun’schen Theo- 
rems*). Ob zwar die dazu nötige Construction genug einfach ist, 
kann man sie dennoch ohne Benutzung des genannten Theorem’s da- 
durch vereinfachen, indem man den, zur Construction der Selbst- 
schattengrenze nötigen, Linien eine andere Bedeutung gibt. 


in der Figur sind die horizontalen Projectionen der Axe A 
der schiefen Schraubenfiäche, und der, im bestimmten Sinne sich be- 
wegenden, Erzeugenden P dieser Fläche dargestellt. Die Erzeugende 
P schneidet die Axe im Punkte a und die Entfernung ihrer horizon- 
talen Spur » von der Axe gibt den Parameter r der horizontalen 
Spur der Schraubenfläche an. Die Gerade Z, welche den Punkt a 
enthält, und ihre Spur im Punkte m’ hat, bestimmt die Richtung der 
parallelen Lichtstrahlen. | 


Um eine vorteilhafte Vereinfachung der weiteren Construction 
zu erreichen, setzt man gewöhnlich voraus, dass die Projections- 
Ebene sich mit der Erzeugenden P bewegt. Wir werden uns aber, 
dieser Voraussetzung entgegen, denken, dass sich die Erzeugende in 


*) „Traite de geometrie“ descriptive* par Jules de la Gour- 
nerie. Troisieme partie, art. 994, 1012. 
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jeder ihrer Lagen, samt ihrer Berührungsebene in der normalen 
Richtung zur Projections-Ebene so weit bewegt, bis sie den Punkt 
a enthält. Dann bilden alle Geraden ? ... eine Kegelfläche K (den 
Richtungskegel), und ihre Spurpunkte befinden sieh in einem Kreise 
K, als der Spur dieser Fläche. 


Die Geraden P und Z bestimmen eine Ebene B, die zu den 
Lichtstrahlen parallel ist. Um den Berührungspunkt d dieser Ebene 
mit der Schraubenfläche zu bestimmen, errichten wir zu der Pro- 
jection der Erzeugenden ? eine Senkrechte, und tragen auf diese in 
bestimmter Richtung mittelst des Kreises X den Parameter r über. 
Vom so erhaltenen Punkte /f ziehen wir eine zweite Senkrechte auf 
die, durch die Punkte m und m’ bestimmte Spur M der Ebene B. 
Diese Senkrechte ist die horizontale Projection einer Geraden des 
grössten Falles 7 (in der Ebene B), welche die Gerade P in dem 
gesuchten Berührungspunkte d schneidet. Ihre Spur befindet sich im 
Punkte A. 


Die Projectionen aller dieser Geraden des grössten Falles F.. 
schneiden sich in einem Punkte t, der auf einer, in der Projection 
des Punktes a zu der Projection der Geraden L errichteten Senk- 
rechten liegt, und dessen Entfernung von der Axe A der Entfernung 
der Spur m’ von derselben Geraden gleich ist.. Darum bilden die 
Geraden F... ein einschaliges Hyperboloid H, dessen Leitlinien: die 
Gerade ZL, die horizontal-projicirende Gerade Z und der Kreis 4 
(welcher die Spuren aller Geraden F... enthält), als dessen horizon- 
tale Spur, sind. 


Die zu construirende Selbstschattengrenze S können wir als die 
Schnittcurve dieses Hyperboloids mit der Kegelfläche K betrachten 
und auf Grund dessen ihre Tangenten als den Schnitt der beiden, 
im Punkte a zu beiden Flächen construirten Berührungsebenen, be- 
stimmen. Die Tangente im Punkte m zu dem Kreise X ist die hori- 
zontale Spur der betreffenden Berührungsebene der Kegelfläche. Die 
Berührungsebene des Hyperboioids im Punkte @ ist durch die Ge- 
raden F des einen und @ des zweiten Systems bestimmt. Durch die 
Spurpunkte A und A’ dieser Geraden geht die Spur dieser zweiten 
Berührungsebene. Der Schnittpunkt p» der Spuren beider Ebenen 
bestimmt mit dem Punkte d die gesuchte Tangente 7. — 


Diese Construction der Selbstschattencurve so wie ihren Tan- 
genten hat volle Geltung auch für die gerade Schraubenfläche 
als einem Specialfalle der schiefen Schraubenfläche. 


Die Kegelfläche K geht in eine mit der Projectionsebene paral- 
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lele Ebene über. Diese Ebene schneidet das Hyperboloid H in einem 
Kreise, in dessen Projection sich auch die Selbstschattencurve 
dieser Schraubenfläche projicirt. 


F. Prochazka. 


2. 
Bemerkung zu einem Satze von Craig. 


In Johns Hopkins University Circulars, Baltimore 1882 p. 178. 
findet sich der folgende interessante Satz ohne Beweis aufgestellt. 


„Zieht man parallel allen Hauptnormalen einer geschlossenen 
Curve vom Mittelpunkte einer Kugel Radien, so teilt die Curve der 
Endpunkte die Oberfläche in zwei gleiche Teile.“ 


Da die sphärische Curve geschlossen sein muss um einen Kugel- 
flächenteil zu begrenzen, so setzt der Satz offenbar Stetigkeit der 
Urcurve mindestens bis auf 2. Ordnung voraus. 


Sei, zur Prüfung des Satzes, der Kugelmittelpunkt Anfang der 
xyz, der Radius = ec. Dann ist, wenn (xyz) einen Punkt irgend einer 
geschlossenen sphärischen Curve bezeichnet, und 


3 
est 
y 89 
gesetzt wird, der Kugelflächenteil zwischen der Curve und der 3 
Ebene (Aequator) 
4kR 


2 — fi x Op 


0 


wo %k ganze Zal, und die Flächen auf negativer Seite des Aequators 
negativ zu rechnen sind. 


Bezeichnen fgh, f’'g’h', imn die Richtungscosinus der Tangente, 
Hauptnormale, Binormale der Urcurve s, dann verlangt nach Sub- 
stitution von ef’, cg’, ch’ für xyz der Satz, dass 

4KkR N 
2=e/ FR-0; wo-7 a) 
0) 
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sei. Aus der letztern Gleichung findet man, wenn Or, 0% die Conti- 
genzwinkel der Tangente und Krümmungsaxe bedeuten: 


gan'—h'dg' g'(nd& — hor) —h’(m99— g Or) 


Bo ae et 
f0%--10r 
Ne 
daher > 
N. 
f'öp = Man darctg, (2) 
und 
22 = 2k,R 


wo die ganze Zahl %, zunächst unbekannt bleibt. Ihr Wert hängt 
von der Anzahl der Vorzeichenwechsel von / und Z ab. Da für 
sich nur eine gerade Anzahl Wechsel erfahren kann, so muss k, ge- 
rade sein und sei = 2%,. Dann zeigt die erste Gl. (1), dass (wofern 
nicht f’ constant = 1 ist) 


1 a 


sein muss. Macht also die Hauptnormale nur einen Umlauf um die 
x Axe, so dass «=1 wird, so ist %& = 0 und der Satz richtig. 


Gehe ferner u, und v, mal 2 bei positivem /, 4, und v, mal 
bei negativem / vom 4 zum — und vom — zum —- über, dann ist 


y=-hM-4— Mg V5 
Es muss aber sein 


TEN 0=mM—vTtle—d 
folglich ist 


ki = 2m, — vd) = — 2(lMe— v5) 
oder 
k=WW—-y = — (ke) (3) 
Da ferner 
nn 
arctg7 — - darc 8; 


ist, so lässt sich bei Bestimmung von %, auch die Tangente mit der 
Binormale vertauschen, während %, nur sein Vorzeichen wechselt. 


Ausreichende und notwendige Bedingung des Satzes ist also, dass 
der Winkel zwischen der Binormale und einer beliebigen Geraden, 
in Intervallen wo der Winkel zwischen der Tangente und jener Ge- 
raden spitz ist, ebenso oft aus einem spitzen in einen stumpfen über- 
geht als umgekehrt. 


Ist diese Bedingung für eine Gerade erfüllt so ist sie es für 
jede. Ueberdies ist sie dann mit vertauschten Rollen von Tangente 
und Binormale erfüllt und umgekehrt. 
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Gleichwol möchte dieser weitesten Ausdehnung des Satzes eine 
engere Begrenzung vorzuziehen sein. Er umfasst nämlich auch Fälle, 
wo zu Seiner Verification Flächenstücke auf der einen Seite doppelt, 
auf der andern negativ gerechnet müssen, und verliert durch diese 
notwendigen Interpretationen seine Einfachheit. Solche Fälle können 
indes nur stattfinden, wo die sphärische Curve Doppelpunkte hat. 
Schliessen wir aber Doppelpunkte aus, so tritt das erstgenannte Kri- 
terium in Kraft; dern dann kann die sphärische Curve einen Punkt 
der Kugelfläche nur einmal umlaufen. Mit den Doppelpunkten wer- 
den dann zugleich die mehrmals durchlaufenen Curven ausgeschlossen, 
für welche der Satz nie richtig ist. Letzterer würde nun lauten: 


Ein Kugelradius in gleicher Richtung mit der Hauptnormale 
einer geschlossenen und bis auf 2. Ordnung stetigen Curve 
geführt zeichnet auf der Kugelfläche eine geschlossene Cnrve, die, 
wenn sie keine Doppelpunkte hat, die Kugelfläche in zwei 
gleiche Teile teilt. 


Das Vorstehende lässt es ungewiss erscheinen, ob es geschlossene 
Curven gibt, für welcke die Bedingungen des Satzes nicht erfüllt 
sind, für welche also %, nicht nullist. Den einfachsten Beweis für deren 
Existenz geben aber die Curven cyklischer Torsion *). Denn deren 
Hauptnormale hat constante Neigung <{ R gegen eine feste Axe, so 
dass die sphärische Curve ein nichtgrösster Kreis wird. Ihre spe- 
cifische Gleichung ist 


7?49? — cot?a« (a constant) 
woraus sich 
f'=sine; 2 = 4KkRsin «a 


ergibt. Setzt man sin« gleich einem rationalen Bruch und s propor- 
tional der Krümmungsbreite A, so schliesst sich die Urcurve stets 
nach einer Variation von A um ein Vielfaches von AR, und %k erweist 
sich als beliebige, durch sin« darstellbare Zahl. Die Kugelfläche wird 
beliebig rational geteilt. 


Da ein Beispiel zum Beweise genügt, sei 


sine=4 s=al 
dann wird 
ay3 


ee cosA; y— ;(3sina-+}sin 34) 


1=— 1(3c0s A-H-%cos 34) 


*) Hoppe, Analytische Geometrie $. 60. Grun. Arch. LVI. S. 65. 
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' Diese Curve schliesst sich nach Variation von A um AR und hat in 
diesem Intervalle keinen Doppelpunkt. Ihre Hauptnormale hat die 
Richtungscosinus: 
3 
4 J=-— = BIDSAH N. YR 00821 


woraus 
p=2A-+R 


daher wird der sphärische Kreis zweimal durchlaufen. Zwischen ihm 
und dem Aequator liegt die Zone 


7 


2 
FON ones 5 ‚SRsin« 


daher ist k = 2. Ferner findet man: 


woraus man leicht erkennt, dass 
re. 


Demnach wird die Kugelfläche im Verhältniss 1:3 geteilt, was die | 
Allgemeingültigkeit des Craig’schen Satzes augenfällig widerlegt. 


R. Hoppe. 


3. 
Ein Satz über Determinanten. 


Es soll folgender Satz bewiesen werden: 


Die Determinante von 4 Determinanten, deren je 2 in einer 
Reihe stehende nur eine ungleiche Verticalreihe haben, ist gleich dem 
Product der 2 Determinanten, die man aus den erstern durch die 
allein noch übrigen Combinationen der 2 ungleichen Reihen erhält. 


Bezeichnen wir abkürzend durch |abef...| die Determinante 
eines Systems, dessen Horizontalreihen aus der Reihe adef... durch 
Hinzufügung von Indices hervorgehen; so behauptet der Satz, dass 


|sceixljadern.. 


ME EEE DEE NIE REN EN 


— aber... Kedenn 
bee...) ae 
sei. 


NRW BEL ZIEL UEWEEN 7 RE 
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Zuerst ist nämlich leicht zu beweisen, dass jeder der 2 Factoren 
der Rechten Factor der Linken ist. Denn lässt man den Factor 
lade ...| verschwinden, so ist 


a =bß-+ese+fiH ... 
a = bh taethst --- 


etc. 


und nach Einsetzung dieser Werte verschwindet die Linke. Das 
gleiche gilt vom Factor | cde ..... 


Ferner ersieht man auch sogleich, dass beide Factoren der 
Rechten unter einander keinen Factor gemein haben, wenn alle ver- 
sehieden bezeichnete Elemente unabhängig sind, Denn betrachtet 
man den erstern und den letztern als lineare Function der Unab- 
hängigen a, a,, ..., bzhw. c, c,, ..., So würde jeder gemeinsame 
Factor beider gemeinsamer Factor von allen Coefficienten dieser Un- 
abhängigen d. i. von ihren entsprechenden Unterdeterminanten sein 
müssen. Ein solcher müsste dann irgend welche Elemente beider 
Systeme enthalten, und diese Elemente müssten in allen Unterdeter- 
minanten vorkommen. Dies ist nicht der Fall; denn jedes Element 
fehlt in irgend einer Unterdeterminante. 


Aus beiden Ergebnissen folgt nun, dass die ganze Rechte. d. i. 
ein Ausdruck von gleichem Grade mit der Linken, Factor der Linken 
ist, so dass beide Seiten der Gleichung bis auf einen numerischen 
Factor gleich sein müssen. 


Um letztern zu bestimmen, setze man alle Elemente der Rechten 
ausser den Diagonalen 


abe ... und cdes ... 
null, dann wird die Linke 


9) diese. 
6 102 er ab; 6a ... cd € .. 
—b,Ce ... 9) 
also der Rechten gleich, und der Quotient = 1, der Beweis des an- 
fänglichen Satzes folglich vollständig. 


R. Hoppe. 
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4. 


Ueber die Grenze der Stabilität eines longitudinal comprimirten 
geraden elastischen Stabes. 


In einem Aufsatze über Biegung prismatischer Stäbe, Poggen- 
dorff Ann. CII. S. 227—245, 1857, habe ich (S. 237) bewiesen, dass 
ein gerader elastischer Stab durch Longitudinalcompression erst dann 
gebogen werden kann, wenn dieselbe eine gewisse endliche Grenze 
überschreitet, und diese Grenze bestimmt. Eine abweichende Ansicht 
war mir damals nicht bekannt. Später bin ich aber wiederholt der 
auf Rechnung gestützten Ansicht, die ich für die gewöhnliche halten 
muss, begegnet, dass ein gerader Stab bei der geringsten Compression 
sich zu biegen anfängt. Der Grund der Abweichung liegt nicht in 
Princeipien und Voraussetzungen, sondern in der Rechnung; ihn zu 
zeigen ist der Zweck des Folgenden. 

Unveränderlichkeit des Normalschnitts ist gemeinsame Annahme 
der beiderseitigen Rechnungen; ihre Zulässigkelt kann wol hier, wo 
es sich um keine oder eben beginnende Biegung handelt, nicht in 
Frage kommen. Die Curve der Mittellinie (d.i. Ort des Querschnitts- 
Schwerpunktes) war eben. Auf beliebige einzelne Punkte derselben 
wirkten Kräfte in dieser Ebene. Aus der Gleichung der virtuellen 
Geschwindigkeiten ergaben sich die 2, von den Grenzbedingungen 
unabhängigen wi 


h \(-s).4w.(&)\=0 a 
Ge 


wo o den ungespannten, s den actuellen Bogen der Mittellinie bis 
zum Punkte (zy), der Accent die Differentiation nach s, e den Krüm- 
mungsradius von s, f den Querschnitt, 5f sein Trägheitsmoment für 
die Biegungsaxe bezeichnet. Auch diese Gleichungen finden sich noch 
überall in Uebereinstimmung. 


Hier setzt nun die gewöhnliche Rechnung, mit Vernachlässigung 
höherer Potenzen der Transversalverschiebungen, vor der Integration 


=, (wo die y transversal gerichtet sind) (2) 
und behandelt die Gleichungen als lineare. Lässt man sie aber, in- 


dem man sie als genau geltend betrachtet, unverändert, so sind sie 
ohne alle Vernachlässigung in geschlossener Form integrabel. Das 
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letztere ist in meiner Rechnung geschehen. Es zeigte sich, dass der 
Bogen zwischen 2 successiven Angriffspunkten stets ein Stück der 
Curve eines freien Stabes ist, auf dessen Enden entgegengesetzte 
Kräfte in der Richtung der Sehne wirken, einer Curve deren Pfeil 
jede beliebige Grösse haben kann. Die Sehne zur x Axe genommen, 
ergab sich als Integral der Gl. (1): 


02 
2. Dean? Erg \ 
uf \ cos?ß — 22 sin?y sin? — 2(1 — 2) sin?y IN 


a VETTRONECRE 
.y=2yb sin2B VaYV cos?ß — zsin?y 


ö 
> v5 / (cosß— 2:sinzy) Ss 
0 


ö 
o=J}yb 027 [5 (3) 
x 0 


N? = z(1 — 2) (cos?ß —- zsin?y) (sin?® — (1 — 2) sin?y) 
wo z durch Gl. (3) bestimmt wird, und ß, y Integrationsconstanten 
bedeuten. Die Kräfte sind 
sin?ß 
cos2y 


p=TE 
E Elasticität des Stoffes. 


‘ Vermindert man p, bis der Stab gerade wird, so verschwindet 
mit y die Constante y, und man hat, wenn der Index 1 sich auf die 
Mitte der Curve bezieht: 


men —eRVoch 5 =D 
Ryb 


ER sinß cos ß 


2:3:6— %:54:0 


p = fEsin?ß 
und nach Elimination von P: 
N s\ _ RFED 
Be (1 m :) ee 9 
Die Verkürzung 
2R?®D 
2(6, — 5) — 
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nahezu = 2R?2: 6, also unabhängig vom Material. 
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Die so bestimmte endliche Compression ist. diejenige, in deren 
Grenzen die gerade Gestalt des Stabes stabil, eine Biegung unmög- 
lich ist. 


Wendet man gegen die Geltung dieses Resultats ein, dass eine 
Berücksichtigung der höhern Potenzen der Transversalverschiebung 
illusorisch sei. sofern sie die Grenzen der Elasticitätstheorie über- 
steige, so kann man aus diesem Gesichtspunkt höchstens die Ge- 
nauigkeit des gefundenen Stabilitätsintervalls in Zweifel ziehen, nicht 
aber folgende Consequenzen bestreiten. 


Ist das auf die lineare Form der Differentialgleichungen gestützte 
Ergebniss in Bezug auf Transversalverschiebung, Gestalt der Biegungs- 
curve, Spannung u. Ss. w. das Aeusserste,; was die Elastieitätstheorie 
zu leisten vermag, so ist die weitere Folgerung auf ein Stabilitäts- 
intervall = O0 eine Ueberschreitung ihrer Competenz, weil sich das 
Resultat als abhängig von den als unbekannt vernachlässigten Ele- 
menten erwiesen hat, und ein Rechnungsfehler. Die auf diesem 
Fehler beruhende gewöhnliche Ansicht hat gegenüber der vorstehen- 
den Aufstellung keinen Anspruch auf Geltung. 


Das Vorstehende will ich noch in Vergleich stellen mit dem, was 
Grasshof in seinem Werke: „Festigkeitslehre 1866“ über den ange- 
resten Punkt sagt. Er nennt gleichfalls die Methode, welche zu 
einem Stabilitätsintervall = 0 führt, die gewöhnliche und erklärt 
ebenso das irrige Resultat durch die in der Substitution (2) began- 
gene Vernachlässigung. Uebereinstimmend ist auch das durch Be- 
rücksichtigung der Differenz von ihm berechnete Stabilitätsintervall 
(abgesehen von der unmerklichen Abweichung, dass in Gl. (3) sı? 
statt s, 6, steht). Seine Rechnung selbst hingegen ist ganz verschie- 
den: eine genaue Integration vollzieht er nicht, sondern leitet den 
gesuchten Wert approximativ mit elementaren Mitteln her. 

Dic Vergleichung liefert m’r manche willkommene Rechtfertigung. 
Zunächst kann ich mich auf Grasshof’s weiter reichende Erfahrung 
berufen, indem ich jene irrige Ansicht die gewöhnliche genannt habe. 
Ist sie nun 9 Jahre nach ihrer Berichtigung trotzdem die gewöhn- 
liche geblieben, so bürgt nichts dafür, dass sie es nicht auch heute 
noch ist, und kann die hier behandelte Frage durch ihr Alter nicht 
gegenstandslos geworden sein. 


R. Hoppe. 


rin c En a . 
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d. 
Zur harmonischen Teilung. 


Jakob Steiner stellt (ges. Werke I. 400.) u. A. die Aufgabe: man 
soll die gegenseitige Lage der 16 (oder 8) Punkte untersuchen, aus 
welchen sich 4: harmonische Punkte einer Geraden durch ein ge- 
gebenes harmonisches Büschel projieiren lassen. Wir werden im 
folgenden versuchen sie zu erledigen. 


Um zunächst zu den 16 Punkten zu gelangen, aus welchen eine 
harm. Punktreihe ABCD sich durch ein gegebenes harm. Büschel 
projiciren lässt, haben wir nur über den conjugirten Strecken der 
Punktreihe Kreise zu beschreiben , welche Winkel fassen, die gleich 
den Winkeln «, 8 der conjugirten Strahlen des Büschels sind. Dies 
gibt 8 Kreise. Jeder Punkt nun, in dem ein den Winkel « fassen- 
der Kreis einen den Winkel ß fassenden trifft, ist ein Punkt, welcher 
die erwähnte Eigenschaft besitzt. Dies gibt uns 16 Punkte, welche 
sich symmetrisch zur Geraden AD verteilen. Sind nun ferner M, N 
die Halbirungspunkte zu den conjugirten Strecken AC, BD, und ist 
MN in P, Q so geteilt, dass 


PM: PN= QM:QN= AC: BD 


so finden wir ohne Schwierigkeit, dass wenn wir irgend einen der 
16 Punkte mit irgend einem der 4 Punkte M, N, P, @ verbinden, 
diese Verbindungslinie noch durch einen zweiten der 16 Punkte geht. 
Das gleiche findet statt für den Punkt R, für welchen RA. kB = 
RC.RD ist; jedoch liegen die Punktepare nicht mehr auf derselben 
Seite von AD. 


Ferner finden wir, dass wenn z. B. V und W 2 der 16 Punkte 
sind, welche auf einer Linie mit einem der 5 Punkte M, N, P,Q, R 
sich befinden, für diesen Punkt, etwa Q, stets QV’. QW = const ist. 
Aus letzterem Umstande folgt aber, dass jeder durch V und W und 
einen dritten der 16 Punkte gelegte Kreis notwendigerweise noch 
durch einen vierten gehen muss. Berücksichtigen wir dies in Bezug 
auf 8 aufeiner Seite von AD gelegene Punkte, so ergibt sich hieraus 
mit Hülfe der Punkte M, N, P, Q, dass alle 8 Punkte auf einem 
Kreise liegen müssen. Fassen wir diese Resultate zusammen, so 
finden wir folgenden Satz. 


' Die 16 Punkte, aus welchen eine gegebene harmonische Punkt- 
reihe sich durch ein gegebenes harmonisches Büschel projiciren lässt, 
liegen zu je 8 auf 2 Kreisen; die 8 Punkte eines jeden Kreises 
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liegen überdies parweise mit jedem der 4 harmonischen Punkte M, \ 
N, P, Q auf AD in einer Geraden, und jeder der Punkte des einen 
Kreises liegt mit einem Punkte des andern und einem festen Punkt 
R auf AD in einer Geraden. 


Betrachten wir ferner die 8 Punkte eines jeden der beiden Kreise, 
so finden wir, dass wenn wir den Kreis in einem bestimmten Sinne 
durchlaufen, die Verbindungslinien des 1. und 5ten, 2. und 6ten, 
3. und 7ten, 4. und Sten Punktes sich in einem Punkte, dem Pole 
der Linie AD in Bezug auf dem Kreis, schneiden. Der 1., 3., 5., 
7te und ebenso der 2., 4., 6., Ste Punkt bilden überdies auf den 
Kreisen harmonische Würfe. 


Weingarten, im October 1884. 
B. Sporer. 
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V. 


Ueber die Curven vierter Ordnung 
mit drei Inflexionsknoten. 


Von 
Herrn P. H. Schoute, 


Professor in Groningen. 


Erster Abschnitt. 
Einleitende Sätze. 


1. „Sind CX und CY (Fig. 1.) die Asymptoten und ? und Q 
zwei Punkte einer gleichseitigen Hyperbel, und construirt man auf 
PQ als Diagonale ein Rechteck, dessen Seiten zu den Asymptoten 
parallel laufen, so geht die zweite Diagonale RS dieses Rechtecks 
durch den Mittelpunkt C der Hyperbel. Und haben umgekehrt die 
Punkte P und Q in Bezug auf die senkrecht auf einander stehenden 
Geraden CX und CY eine solche Lage, dass die zweite Diagonale 
des auf PQ mittelst Parallelen zu CX und CY beschriebenen Recht- 
ecks durch C geht, so sind P und @ Punkte einer a er 
Hyperbel mit den Asymptoten CX und CY“. 


Dieser Satz, der bei Ersetzung vom Rechteck durch Paralle- 
logramm ganz allgemein für ungleichseitige Hyperbeln gilt, ist über- 
bekannt. Man kann ihn geometrisch beweisen mittelst Anwendung 
des Pascal’schen Satzes auf das eingeschriebene Sechseck XXPYYQ, 
wenn unter X und Y die unendlich fernen Pun! kte der Asymptoten 
verstanden werden. 


wir 
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Zur Abkürzung werde ich die gleichseitige Hyperbel, welche COX 
und CY zu Asymptoten hat und durch die Punkte Z, @... hindurch 
geht, durch das Symbol H(CX, CY; P, Q...) andeuten. Weiter 
mag das mittelst Parallelen zu COX und CY auf der Sehne PQ als 
Diagonale beschriebene Rechteck als ‚das Asymptotenrechteck 7Q“ 
der Hyperbel bezeichnet werden. Und endlich werde ich zwei Ge- 
rade, die wie die Diagonalen PQ und RS dieses Asymptotenrecht- 
ecks nach verschiedenen Seiten mit jeder der Aymptoten gleiche 
Winkel bilden, in Bezug auf CX und CY „antiparallel“ zu einander 
nennen }). 


2. „Die Tangente der gleichseitigen Hyperbel H(CX, CY; P) 
im Punkte 7 ist antiparallel zu CP in Bezug auf die Asymptoten“. 


Wenn man den Punkt @ (Fig. 1.) der Hyperbel entlang dem 
Punkte P fortwährend näher treten lässt, so werden ?PQ und RS 
immer antiparallel zu einander bleiben in Bezug auf die Asymtoten, 
PQ in die Tangente der Hyperbel in Z, RS in CP übergeführt wer- 
den. Es ist also dieser ebenfalls sehr bekannte Satz eine Folge des 
Vorhergehenden ?). 


3. „Wenn man (Fig. 2.) die Seiten PR und PS des Asymptoten- 
rechtecks ?Q der gleichseitigen Hyperbel Z(CX, CY; P, Q) um 


1) Wenn man den besonderen Charakter der von den conjugirten Durch- 
messern der gleichseitigen Hyperbel gebildeten quadratischen Involution, nach 
welchem die Asymptoten die Teilstrahlen sind von den von irgend einem 
Paare conjugirter Durchmesser gebildeten Scheitelwinkeln, als bekannt an- 
nimmt, so wird oben stehender Satz auch bewiesen mittelst der Bemerkung, 
dass die Gerade, welche ( mit der Mitte der Strecke PQ verbindet, als zu 
der Sehne PQ conjugirter Durchmesser antiparallel zu PQ ist in Bezug auf 
die Asymptoten und die deshalb mit der zweiten Diagonale des Asymptoten- 
rechtecks PQ zusammenfällt. Da eine geometrische Behandlung des Lehr- 
stoffes den Pascal’schen Satz unmittelbar an die projectivische Erzeugung der 
Kegelschnitte festknüpft, so habe ich es vorgezogen, den diesem Satze ent- 
nommenen Beweis anzudeuten, 

In seiner allgemeinen Form führt der Satz zur Construction einer Hyper- 
bel, von welcher drei Punkte und die Richtungen der Asymptoten gegeben 


sind („Lecons de geometrie analytique“ de Briot et Bouquet, dixieme edition, 


livre 3, chapitre 9, exercice 4 et livre 3, chap. 3, exerc. 14). 


2) Auch dieser Satz folgt aus dem besonderen Charakter der von den 
conjugirten Durchmessern gebildeten Involution. Nach diesem wird auch die 
Verbindungslinie der Mitten zweier einander unter einem gegebenen Winkel 
schneidenden Sehnen der gleichseitigen Hyperbel aus dem Mittelpunkte dieser 
Curve immer unter dem nämlichen Winkel gesehen („Traite de g&ometrie ana- 
lytique“ de Piquet, tome I, $ 167, exercice 8). 


Pu 7 
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ihre eigene Länge bis in 7 und U verlängert, die neuen Endpunkte 
ZT und U mit C verbindet und die Schnittpunkte V und W von CT 
mit SQ und von CU mit RQ bestimmt, so hat man in V und W zwei 
Punkte der Tangente in Pan H(CX, CY; P, Q) erhalten. Und 
umgekehrt liegt Q auf der Hyperbel H(CX, CY; P) und ist PVYW 
die Tangente dieser Ourve in 7, wenn die auf der angegebenen Weise 
aus P, Q und den senkrecht auf einander stehenden Geraden OX 
und CY hervorgehenden Punkte Y und W auf einer durch ? gehen- 
den Gerade liegen“. 


Ist @ ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel H(UX, CY; P), so 
geht nach Artikel 1. die wegen der Umkehrung des Satzes in der 
Figur nicht angegebene zweite Diagonale RS. des Asymptotenrecht- 
ecks PQ durch €. Wird nun CP von den Seiten QS und QR in V, 
und W, getroffen, so folgt aus PR= RT und PS = SU unmittelbar 
V,S=sSVund WR= RW. Und diese Relationen zeigen, dass PV 
und PW nach Artikel 2. mit der Tangente der Hyperbel in ? zu- 
sammenfallen. 


Ist umgekehrt wol bekannt, dass die auf die angegebene Weise 
aus P, Q, CX, CY abgeleiteten Punkte V, W mit P in einer Ge- 
raden liegen, nicht aber dass Q ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel 
H(CX, CY; P) und PVW die Tangente dieser Curve iu Z’ ist, so 
kann man wie folgt verfahren. Die Geraden VU und ZW sind parallel, 
da sie wegen der Relationen ZPS = SU und PR = RT autiparallel zu 
PVW sind in Bezug auf die Asymptoten. Deshalb ist CU:0OW= 
er 202 und da auch "CV CT = CV,: CP ist, 80, ergiebt ‚sich 
CU:CW= CV,:CP, d. h. die Geraden UV, und WP sind parallel. 
Also ist das Viereck PVUV, und ebenso das Viereck W,Z'WP eine 
Raute; ausserdem sind diese Vierecke ähnlich und ähnlich liegend 
mit dem Punkte C als Aehnlichkeitspunkt und liegen deshalb ihre 
einander entsprechenden Mittelpunkte R und S mit C in einer Ge- 
raden, d. h. es seht die gleichseitige Hyperbel ZH(COX, CY; P) nach 
Artikel 1. durch @. Offenbar sind dann endlich auch die Geraden 
CP und PVW antiparallel in Bezug auf die Asymptoten und ist 
PVW also die Tangente der gleichseitigen Hyperbel H(CX, CY, PR, 
O):mıP, 

Mit dem Auge auf Artikel 2. brauche ich kaum hervorzuheben, 
dass ich mit dem Satze dieses Artikeis nicht die Anweisung einer 
Construction der Tangente in einem Punkte der gleichseitigen Hy- 
perbel beabsichtige. Vielmehr wird er uns im Folgenden die Er- 
kennung einer bestimmten Geraden als Tangente einer bestimmten 
gleichseitigen Hyperbel in einem bestimmten Punkte erleichtern ?). 


3) Man vergleiche den dritten Abschnitt, Artikel 31. 
g* 
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4, „Eine gleichseitige Hyperbel ist für irgend eins ihrer Paare 
von einander gegenüberliegenden Punkten P,, Pa» (Fig. 3.) der Ort 
der Punkte ?, für welche die Geraden PP, und PP, antiparallel sind 
in Bezug auf die Asymptoten‘“. 


Da die Büschel der in Bezug auf die zwei einander senkrecht 
schneidenden Geraden CX und CY antiparallel zu. einander durch 
P, und P, gelegten Geraden P,P und P,P projectivisch sind, so ist 
der Ort der Punkte P ein durch 7, und 7, gehender Kegelschnitt. 
Ist PAP zu CX, resp. CY parallel, so ist P,P es auch; also ist der 
erzeugte Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel mit zu CX und CY 
parallelen Asymptoten. Endlich sind die Tangenten dieser Curve in 
den Punkten ?P, und P, beide antiparallel zu P,?P,, also zu einander 
parallel, d. h. der Mittelpunkt C der Strecke P,P, ist Mittelpunkt 
der Curve, und diese Curve also auch die gleichseitige Hyperbel 
H(CX, CY; P, RB) *). 


5. „Bewegen die Geraden PQ und RS sich antiparallel zu ein- 
ander in Bezug auf irgend eine feste Gerade CV, und ist dies mit 
den Geraden PQ und Z'’U in Bezug auf irgend eine andere feste Ge- 
rade CW der Fall, so ist der von RS und ZU gebildete Winkel von 
unveränderlicher Grösse. 


Sind PQ und RS antiparallel in Bezug auf die Asymptoten, PQ 
und 7U antiparallel in Bezug auf die Achsen einer gleichseitigen 
Hyperbel, so stehen RS und TU auf einander senkrecht“. 


Lassen. wir im ersten Teil des Satzes an die Stelle der ge- 
gebenen Geraden PQ, RS, ZU ihre durch den Schnittpunkt C von 
CV und CW (Fig. 4.) geführte Parallelen CL, CM, CN treten, so 
ist Wkl. MCL = 2 Wkl. VCL und Wkl. NCZ = 2 Wkl. WCZ, 


4) Die Bemerkung, dass die Verbindungslinien P,P und P,P von P, 
und ?P, mit irgend einem Punkte P der Curve Z(OX, CY; P,, P,) supple- 
mentäre Sehnen dieser Curve sind, wenn P, und P, einander diametral gegen- 
überliegen, führt in Verbindung mit dem besonderen Charakter der Involution 
der conjugirten Durchmesser ebenfalls zum Beweise des Satzes, welcher in dem 
bekannten mechanischen Probleme der Laterne, die mittelst eines über zwei 
nicht eben hoch liegende Punkte gespannten Seils gehoben wird, eine illu- 
strirte Einkleidung gefunden hat. Da der geometrische Weg eher zum oben 
gegebenen Beweise führt, habe ich diesen vorgezogen. 


Man vergleiche „Jacob Steiner’s gesammelte Werke“, erster Band, Seite 


442, Satz 18, links b) 


he er 
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also nach Subtraction auch Wkl. MCN = 2 Wkl. VCW®). Und im 
zweiten Teile des Satzes ist Wkl. VCW = 45°, also Wkl. MCN= 9%0°, 


6. „Die vier Schnittpunkte eines Kreises mit irgend einem 
Kegelschnitte X liegen dreimal auf zwei in Bezug auf die Achsen 
von X zu einander antiparallelen Geraden. 


Der Krümmungskreis irgend eines Punktes P (Fig. 5.) einer 
gleichseitigen Hyperbel bestimmt in dieser Curve eine zum Durch- 
messer CP des Punktes P senkrechte Sehne PQ. Diese Bemerkung 
führt zu einer einfachen Oonstruction des Krümmungskreises, indem 
der Krümmungsmittelpunkt M, und C das eine Paar und P und die 
Mitte M von PQ das andere Paar Gegenecken eines Parallelogrammes 
bilden ®)“. 


Den bekannten ersten Teil des Satzes beweist man geometrisch am 
leichtesten mittelst der von den beiden Curven auf der unendlich 
fernen Gerade g„ bestimmten Involution.e Man erblickt nämlich 
unmittelbar, dass die Schnittpunkte dieser Geraden mit den Achsen 
von X die Doppelpunkte dieser Involution sind. Denn diese Doppel- 
punkte sind erstens auf 9. harmonisch getrennt von den unendlich 
fernen Purkten von X, also auf g» conjugirte Punkte in Bezug 
auf X, d. h. Schnittpunkte von g„ mit conjugirten Durchmessern 
von X. Aber ebenso sind die Doppelpunkte zweitens Schnittpunkte 
von 9» mit conjugirten Durchmessern des Kreises, d.h. die Doppel- 
punkte liegen in auf einander senkrecht stehenden Richtungen auf 
9%, Sind also die unendlich fernen Punkte der senkrecht auf ein- 
ander stehenden Durchmesser, der Achsen von X. Und hieraus folgt 
dann weiter, dass jeder Kegelschnitt des von X und dem Kreise ge- 
bildeten Büschels 9. in zwei Punkten schneidet, deren Verbindungs- 
linie mit irgend einem Punkte im Endlichen in Bezug auf die Achsen 
von X zu einander antiparallel sind; was dann auch gilt für die drei 
in Geradenpaare zerfallenden Kegelschnitte des Büschels ). 


5) Hieraus folgt auch, dass die zwei Durchmesser von irgend zwei gleich- 
seitigen Hyperbeln, welche einer nämlichen Richtung conjugirt sind, einander 
unter einem nicht von dieser Richtung abhangenden Winkel schneiden (Pic- 
quet a. a. O., tome I, $ 167, exereice 9). 


6) Schon als ich diese Construction längst gefunden hatte, bemerkte ich, 
dass sie vorkommt in A. Milinowski’s „Elementar-synthetische Geometrie der 
gleichseitigen Hyperbel“, Seite 55, Artikel 84. 

7) Der analytische Beweis des Satzes folgt aus der Bemerkung, dass die 
Gleichung F=g9-+ky = 0 der Kegelschnitte durch die Schnittpunkte des 
gegebenen Mittelpunktskegelschnittes = Ar?+Dy?+C=0 mit irgend 
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Nach dem nun bewiesenen ersten Teile des Satzes ist die Sehne 
PQ, welche der Krümmungskreis im Punkte P von irgend einem 
Kegelschnitte in dieser Curve bestimmt, antiparallel zu der Tangente 
in Pin Bezug auf die Achsen des Kegelschnittes, was dann auch 
schon Steiner zur Bestimmung des Krümmungsmittelpunktes verwendet 
hat ®). Aber bei der gleichseitigen Hyperbel führt die Anwendung des 
zweiten Teiles des vorhergehenden Satzes auf die oben angedeutete 
Lage der Sehne ?Q. Ist nun weiter M die Mitte von PQ, so ist 
CM als zu der Sehne PQ conjugirter Durchmesser antiparallel zu PQ 
in Bezug auf die Asymptoten und also auch, da CP auf PQ senk- 
recht steht, antiparallel zu CP in Bezug auf die Achsen. Ebenso 
ist CP antiparallel zu der Normale PM, in Bezug auf die Achsen, 
da CP antiparallel ist zu der Tangente in Pin Bezug auf die Asym- 
ptoten. Also sind CM und PM, beide antiparallel zu CP in Bezug 
auf die Achsen und deshalb zu. einander parallel. Da nun der 
Punkt .M, offenbar der Schnittpunkt ist von der Normale PM, mit 
der in M auf PQ errichteten Senkrechten MM,, so ist ebenfalls OP 
zu MM, parallel und PCMM, ein Parallelogramm. 


Ist nun von H ausser den Asymptoten nur der Punkt ? ge- 
geben, so findet man den Krümmungsmittelpunkt folgendermaassen. 
Man errichtet in P eine Senkrechte auf die Verbindungslinie von P 
mit C, sucht die Mitte M der von den Asymptoten auf dieser Senk- 
rechten bestimmten Strecke P;P, und macht die Strecke 4172 gleich 
und parallel zu CP. 


Die von Steiner gegebene Construction des Krümmungsmittel- 
punktes wird illusorisch, wenn ? einer der Scheitel der gleichseitigen 


einem Kreise w=x?+y?+Pr+ Qy+ AR = 0 offenbar kein Glied xy ent- 
hält. Denn wenn die das Glied xy nicht enthaltende Gleichung F=0 in die 
Gleichungen m, 2 +n,y$p, =0 und m,x-+n,y-+p, = 0 zerfällt, hat man 
mınszt+m,n, = 0, d.h. die beiden Geraden me-+ny+p =0 sind anti- 
parallel in Bezug auf die Achsen. 


Einen anderen Beweis giebt Salmon („A treatise on conie sections“, sixth 
edition, Art. 244). 


Aus dieser Quelle fliesst auch die Lösung des Problemes, welches aus- 
sagt, dass die Teilstrahlenpaare der von den Gegenseitenpaaren eines Kreis- 
vierecks gebildeten Scheitelwinkel drei zu drei parallel sind (Briot et Bouquet 
2. a. O., livre 2, chapitre 3, exercice 17, oder in der ursprünglichen Fassung: 
Steiner, a. a. O., erster Band, Seite 128, Satz 7). 


Man vergleiche auch „Die Geometrie der Lage“ von Dr. Th, Reye, 2te 
Auflage, 1. Abteilung, Seite 184, Aufgabe 119. 


8) Steiner, a. a. O., zweiter Band, Seite 17, Satz 6). 
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Hyperbel ist. Für diesen Fall ergibt meine Construction, dass der 
Krümmungsradius dem Radius Vector CP gleich ist. 


Durch irgend einen Punkt Q von MH gehen drei ihrer Krüm- 
mungskreise. Denn der auf CQ als Durchmesser beschriebene Kreis 
schneidet 7 ausser Q noch in drei Punkten. 


7. „Die Betrachtung der Ellipse als Projection des Kreises und 
der ungleichseitigen Hyperbel als Projection der gleichseitigen Hy- 
perbel führt zur Kenntniss der Krümmungshalbmesser des Mittel- 
punktskegelschnittes in seinen Scheiteln“. 


Ist E (Fig. 6.) die gegebene Ellipse, Xr der über ihrer grossen 
Achse AB als Durchmesser beschriebene Kreis, sind P, und Pi ein- 
ander entsprechende sich in P auf AB projieirende Punkte dieser 
Curven und schneidet der durch 7, gelegte Kreis, welcher E in A 
berührt, die Achse zum zweiten Male in Q, so hat man AP. PQ = 


PP2 und AP.PB = PPi?, also durch Division, wenn a und 5 wie 
2 


x ; PQ b 
gewöhnlich die Halbachsen von E andeuten, = Tea, Ersetzt man 


nun die Punkte ?, und P, durch einander entsprechende Punkte von 
E und Kr, deren gemeinsame Projection P dem Scheitel A immer 
näher rückt, so findet man an der Grenze für den Krümmungshalb- 


b2 
messer R. der Ellipse Z in A den Wert Bee Ebenso findet man mit- 


telst des auf der kleinen Achse von E als Durchmesser beschriebenen 
. Kreises, wobei man allerdings den Kreis als die Projection der Ellipse 


zu betrachten hat, für den Krümmungshalbmesser AR, der Ellipse in 
2 
den Endpunkten der kleinen Achse den Wert = 


Für die reellen Scheitel der Hyperbel findet man mittelst der 
Bemerkung am Schlusse des vorhergehenden Artikels auf ganz gleiche 


2 


2 


b 
Weise die Relation R, = ja Dabei hat man die ungleichseitige Hy- 


perbel als Projection der gleichseitigen Hyperbel mit gleicher re- 
ellen Achse zu betrachten oder umgekehrt die gleichseitige Hyperbel 
als Projection der ungleichseitigen, je nachdem diese letztere Curve 
innerhalb der scharfen oder innerhalb der stumpfen Scheitelwinkel 
ihrer Asymptoten enthalten ist ?). 


9) Einen mehr allgemeinen Satz findet man schon in Dupin’s „Developpe- 
ments de geometrie“ (page 29). 
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8. „Die Fusspunkte der Normalen, welche man von einem ge- 
gebenen Punkte 7° auf einen gegebenen Mittelpunktskegelschnitt X 
fällen kann, sind die Schnittpunkte von X mit einer durch ?, die 
unendlich fernen Punkte A und BZ der Achsen von X und den Mit- 
telpunkt C von X gehenden gleichseitigen Hyperbel. Und umgekehrt 
schneidet jede gleichseitige Hyperbel durch A, B, C den gegebenen 
Kegelschnitt Xin vier Punkten, wofür die auf X errichteten Normalen 
durch einen Punkt gehen“. | 


Dieser dem Apollonius von Perga (247 v. Chr.) zugeschriebene 
Satz. wird leicht geometrisch.. bewiesen. Ist nämlich PQ (Fig. 7.) 
irgend eine Gerade durch P und CQ der Durchmesser von X, wel- 
cher in X dem senkrecht auf PQ stehenden Durchmesser conjugirt 
ist, so bilden die Strahlen PQ und C@Q zwei projectiyische Büschel, 
und ist der Ort des Schnittpunktes @ von PQ und CQ also ein 
durch P und € gehender Kegelschnitt, der, wie man unmittelbar er- 
blickt, auch durch die unendlich fernen Punkte A und B geht. Diese 
Curve ist also eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten zu den 
Achsen von K parallel sind. Und die Schnittpunkte dieser Curve 
mit ÄX sind offenbar die Fusspunkte der von P an X möglichen - 
Tangenten !9), 


Umgekehrt schneidet jede gleichseitige Hyperbel durch A, ZB, C 
die gegebene Curve X in vier Punkten, wofür die auf X errichteten 
Normalen durch einen Punkt gehen. Ist nämlich ? der Schnittpunkt 
der Normalen an X in zwei der vier Schnittpunkte von X mit dieser 
gleichseitigen Hyperbel, so hat die dem Punkte ? zukommende Hy- 
perbel des Apollonius schon fünf Punkte mit der angenommenen 
gleichseitigen Hyperbel gemein, und fallen also die beiden Curven 
zusammen !!). 


10) Eine merkwürdige Ableitung dieser Hyperbel gab Poncelet („Traite 
des proprietes projectives des figures“, 2me Edition, tome I, art. 492). 

Jede Hyperbel des Apollonius ist dem uneigentlichen Poldreieek ABO von 
K umgeschrieben und enthält also die Eckpunkte einer einfach unendlichen 
Anzahl von Poldreiecken von X (Reye, a. a. O., 1. Abteilung, Seite 122; 
Piequet, a, a. O., tome I, $ 209—216). Die Seiten dieser Poldreiecke um-, 
hüllen eine Parabel, die Polarfigur der Hyperbel von Apollonius in Bezug auf 
K („Elementar-synthetische Geometrie der Kegelschnitte“ von A. Milinowski, 
Sätze und Aufgaben, Nr. 90—95). 

il) Die den verschiedenen Punkten P der Ebene zukommenden Hyperbeln 
des Apollonius bilden ein Netz mit drei Basispunkten, den Punkten A, B, C. 
Dieses Netz ist bekanntlich zum ebenen Systeme der Punkte 7 projectivisch, 
und es ändert sich und seine Verwandtschaft zum ebenen Systeme der Pünkte 


h Eu >>» 
BarTu dh 
\ 


mit drei Inflexionsknoten. 121 


9. „Die Punkte Q einer gegebenen gleichseitigen Hyperbel A 
mit dem Mittelpunkte © (Fig. 8.), für deren jeden die Tangente 
gq zu der durch einen gegebenen Punkt P geführten Geraden QP 
antiparallel ist in Bezug auf irgend einen Durchmesser UR, sind 
die Schnittpunkte von Z mit einem durch C und ? gehenden Kreise. 
Und umgekehrt schneidet jeder durch C gehende Kreis die Curve 4 
in vier Punkten Q, für welche die zu den Tangenten ga in Bezug auf 
CR antiparallel durch Q gelegten Geraden durch einen bestimmten 
Punkt dieses Kreises gehen“. 


Sind COX und CY (Fig. 9.) die Asymptoten der gegebenen gleich- 
seitigen Hyperbel H, ist P der gegebene Punkt und CR der gegebene 
Durchmesser, so suchen wir den Ort des Schnittpunktes Q von jeder 
durch ? gehenden Geraden PQ mit dem Durchmesser CQ von ZH, 
welcher dem zu ?Q in Bezug auf OR antiparallelen Durchmesser CS 
von ZH conjugirt ist. Nun findet man leicht, dass der Winkel PQC 
constant ist, denn da PQ und CS antiparallel sind in Bezug auf CR, 
CS und CQ antiparallel sind in Bezug auf CX, so ist nach Artikel 5. 
immer Wkl. PQC = 2 Wkl:. RCX. - Also ist der Ort der Punkte Q 
ein durch C und P gehender Kreis %). Da nun die Schnittpunkte 
von H mit diesem Kreise nach der Entstehungsweise von diesen 
offenbar die in dem Satze angedeuteten Punkte Q sind, und umgekehrt 
jeder Punkt Q des Satzes dem gefundenen Kreise angehören muss, 
ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Und die Umkehrung wird 
ganz so behandelt wie jene des vorhergehenden Satzes P). 


Zur Abkürzung nennen wir die durch den Punkt Q von HZ 
(Fig. 8.) in Bezug auf CR zu der Tangente q von Hin Q anti- 
parallele Gerade QP die „Anti-Normale“ von Hin Q für CR. Und 
lie Curve, welche von dieser Anti-Normale eingehüllt wird, wenn Q 
„e gleichseitige Hyperbel #7 durchläuft, möge hiermit in Ueberein- 
stimraung die „Anti-Evolute“ von 7 für OR heissen !*). Diese Anti- 


P nicht, wenn man die Achsen von X in dem nämlichen Maasse vergrössert 
oder verkleinert. Man vergleiche Steiner’s Abhandlung „Ueber algebraische 
Curven und Flächen“, a. a. O., zweiter Band, Seite 627). 


12) Wenn man auf das Zeichen der Winkel achtet, so sieht man un- 
mittelbar, dass die an verschiedenen Seiten von OP liegenden Kreissegmente, 
welche man erhält, wirklich einen Vollkreis bilden. 

13) Die den verschiedenen Punkten P der Ebene zukommenden Kreise 
bilden ebenfalls ein dem ebenen Systeme der Punkte P projectivisches Netz, 
das sich und seine Verwandtschaft zu diesem ebenen Systeme nicht ändert, 
wenn. man die gleichseitige Hyperbel 7 vom Centrum C aus in irgend einem 
Maasse vergrössert oder verkleinert. 


14) Obgleich diese Anti-Normale und Anti-Evolute einen besonderen Fall 
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Evoluten können nach Artikel 5. offenbar auch betrachtet werden als 
die Einhüllenden der Geraden, welche die centralen Radien Veetoren 
von den Punkten von Hin diesen Punkten unter bestimmten und im 
bestimmten Sinne gezählten Winkeln schneiden. 


10. „Die Anti-Evoluten von 4 in Bezug auf ihre verschiedenen 
Durchmesser CR sind concentrische und einander ähnliche Ourven“. 


Ist CR (Fig. 10.) irgend ein Durchmesser und CD eine Achse 
von H, sind Q und @’ zwei an einander grenzende Punkte dieser 
Curve, QR, und Q’R, die Anti-Normalen von 7 in Q und @’ für 
CR, undsind QD, und Q’D, die Anti-Normalen von Z in Q und Q 
für CD, so liegen einerseits die Punkte C, Q, Q@’, R, auf einem Kreise, 
da Wkl. R,QC = Wkl. R,Q’C(= 2 Wkl. RCX) ist, und andererseits 
die Punkte C, Q, Q', D,, daWkl. D,QC = Wkl. D,Q’C (= 2WEkl. DCX) 
recht ist. Beim Grenzübergange des Zusammenfallens der Punkte 
Q und Q@’ liegen also die dem Punkte @ von H entsprechenden 
Punkte 7, und D, der Anti-Evoluten für CR und CD so auf einem 
durch C und Q die Hin Q berührenden Kreise, dass die Kreisbögen 
CR, und CD, in Graden fortwährend die nämlichen Werte bei- 
behalten, wenn Q sich der FH entlang bewegt; denn man findet un- 
mittelbar. Bog. OR,—=4 Wkl. RCX und Bog. CD,—=4 Wkl. DEX=180° 
Und hieraus folgt, dass die Anti-Evolute für CR aus jener für CD 
abgeleitet wird, indem man diese letztere um C über einen Winkel 
—=2 DCR dreht und zur selben Zeit ihre von C ausgehenden 
Radien Vectoren durch Multiplication mit cos2Wkl.DOR verklei- 
nert ’). 


Die Anti-Evolute von H in Bezug auf die Achse CD ist nach 
ihrer Entstehungsweise die erste negative Fusspunktencurve von 
H iu Bezug auf den Centrum C. Also ist. die Anti-Evolute von Z 
in Bezug auf CR die erste negative Fusspunktencurve von der gleieh- 
seitigen Hyperbel, die man durch Drehung von 7 um C über den 
Winkel = 2 DOR und Verkleinerung der Durchmesser. mittelst 
Multiplication mit cos2 Wkl. DOR erhält ebenfalls in Bezug auf das 
Centrum C. 


bilden von der Quasi-Normale und Quasi-Evolute („Analytische Geometrie 
der höheren ebenen Curven“ von G. Salmon, deutsch von Dr. W. Fiedler, 
2te Auflage, Art. 10p), so achte ich mich der Merkwürdigkeit des besonderen 
Falles wegen doch berechtigt einen neuen Namen einzuführen. 

15) Ueber die Anwendung dieser Multiplication vergleiche man Julius 


Petersen’s in fast alle modernen Sprachen übersetztes Werkchen „Methoden 
und Theorien“. 
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Der Kürze wegen deuten wir im Folgenden die Curve, welche 
aus einer gegebenen Mittelpunktscurve ® durch Drehung um den 
Mittelpunkt im Sinne der Uhrbewegung über den Winkel «@ und Multi- 
plication der centralen Radien Vectoren mit m abgeleitet wird, mit- 
telst des Symboles D(«,m) an. Es ist dann die so eben gefundene 
gleichseitige Hyperbel als 7(2 Wkl. DCR, cos2 Wkl. DER) zu be- 
zeichnen. 


Die Anti-Evolute von H in Bezug auf die Achsen ist in Fig. 
11. vorgestellt; sie hat in der Richtung von jeder der beiden Asym- 
ptoten von Z einen parabolischen Ast von besonderer Beschaffenheit; 
wir kommen im folgenden Abschaitte auf diese merkwürdige Curve 
zurück '9). 


11. „Ersetzt man eine ungerade Anzahl der Schnittpunkte von 
einem Mittelpunktskegelschnitte X mit irgend einer gleichseitigen 
Hyperbel, deren Asymptoten zu den Achsen von X parallel sind, 
durch die ihnen in X diametral gegenüber liegenden Punkte, so er- 
hält man vier Punkte eines Kreises. 


Ersetzt man eine ungerade Anzahl der Schnittpunkte von einer 
gleichseitigen Hyperbel 4 mit irgend einem Kreise durch die ihnen 
in HZ diametral gegenüber liegenden Punkte, so erhält man vier 
Punkte, die so mit einander zusammenhangen, dass jeder von ihnen 
der Höhenschnittpunkt ist des von den drei anderen bestimmten 
Dreiecks“. 


Ist von den vier Fusspunkten N,, Ng, Ns, N, (Fig. 12.) der aus 
irgend einem unbekannten Punkte auf X zu fällenden Normalen nur 
die Verbindungslinie p von zwei aus ihnen gegeben, so findet man, 
nach den schönen Untersuchungen Joachimsthals 1°), die Verbindungs- 
linie p’ der beiden anderen, wenn man zum Pole Pvon p für X den 
in Bezug auf das Centrum C symmetrisch liegenden Punkt P,’ be- 
stimmt und die senkrechten Projectionen dieses Punktes auf die Achsen 
von K mit einander verbindet. Dabei ist dann die supplementäre 
Sehne N,'’N, von N,N, parallel zu P,’C, also antiparallel zu N,N, 


16) Mit Verweisung auf Artikel 27. bemerke ich hier nur noch, dass 
die in den Richtungen der Asymptoten von liegenden Berührungspunkte der 
unendlich fernen Geraden mit der Anti-Evolute Rückkehrpunkte dieser Curve 
sind, was sich dadurch verrät, dass die beiden einer nämlichen Asymptote von 
H zukommcenden Aeste in entgegengesetzten Richtungen in’s Unendliche ver- 
schwinden. 


17) „Ueber die Normalen der Ellipse und des Ellipsoids“ (Crelle’s Jour- 
nal für reine und angewandte Mathematik, Band XXVIJ, Seite 172). 
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in Bezug auf die Achsen von X, und sind deshalb die Punkte N,’, 
Na, N3, N, nach Artikel 6. vier Punkte eines Kreises. Und dies 
bleibt offenbar der Fall, wenn man noch zwei der Punkte N,, N;, Na 
durch die ihnen diametral gegenüber liegenden Punkte von X er- 
setzt. 


Dieser bekannte Joachimsthal’sche Satz ist aber einer Erweiterung 
fähig. Was nach dem Obigen von den vier Schnittpunkten des Mittel- 
punktskegelschnittes X mit irgend einer seiner Hyperbeln des Apollo- 
nius gilt, das kann auch von den vier Schnittpunkten von X mit 
irgend einer wohl durch die unendlich fernen Endpunkte A und B 
der Achsen von X, nicht aber durch das Centrum C von X gehen- 
den gleichseitigen Hyperbel behauptet werden. Zum Beweise dieser 
Verallgemeinerung bemerke ich, dass die gleichseitigen Hyperbeln des 
von den Punkten A, B, Ns, Na als Basispunkte bestimmten Büschels 
in X eine quadratische Involution von Punkten N,, N, einschneiden, 
welche auch von den parallelen Strahlen "eines Strahlenbüschels mit 
unendlich fernem Scheitel getragen wird. Indem. nämlich jede qua- 
dratische Involution auf X von einem Strahlenbüschel erzeugt wer- 
den kann, so enthält dieser Büschel in unserem Falle die unendlich 
ferne Gerade, da diese mit der Geraden N,N4 eine Curve des Bü- 
schels bildet. Es führt also die Ersetzung der durch N, und N 
bestimmten Hyperbel des Apollonius durch irgend eine Curve des von 
A, B, Ns, Nı bestimmten Büschels nur zu einer parallelen Verschie- 
bung der Geraden p und also auch nur zu einer parallelen Verschie- 
bung der Geraden N,’N,, was nach Artikel 6. die Lage der vier Punkte 
N auf einem Kreise nicht aufhebt. 


Sind weiter N,, Na, N,, Na (Fig. 13.) die Schnittpunkte der ge- 
gebenen gleichseitigen Hyperbel 7 mit irgend einem Kreise, so sind 
die Sehnen N,N, und N,Nı nach Artikel 6. antiparallel in Bezug auf 
die Achsen von Y und ist dies mit den supplementären Sehnen N,A, 
und N,'N, nach Artikel 4. in Bezug auf die Asymptoten von HZ der 
Fall. Also sind nach Artikel 5. die Sehnen N,'N, und N,N4 zu ein- 
ander senkrecht. Und da dies von den Sehnenpaaren N,’N, und 
N,N4, N, Na und N;N, ebenso bewiesen werden kann, haben die 
vier Punkte N’, N3, Ns, Ni die im Satze angegebene merkwürdige 
Lage. 


12. „Wenn eine gleichseitige Hyperbel einem Dreieck umge- 
schrieben ist, so geht sie auch durch den Schnittpunkt seiner Höhen. 
Ist das Dreieck rechtwinklig, so berühren also die umgeschriebenen 
gleichseitigen Hyperbeln im Eckpunkte des rechten Winkels alle die 
von diesem Punkte auf die Hypotenuse gefällte Senkrechte“. 
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Dieser bekannte Satz 1%) ist eine unmittelbare Folge des zweiten 
Teiles des vorhergehenden. Es liegt nämlich in Fig. 13.) der dem 
Punkte N, der gleichseitigen Hyperbel 77 diametral gegenüber lie- 
gende Punkt N,’ ebenfalls auf 7, und dieser Punkt ist der Schnitt- 
punkt der Höhen des Dreiecks N, N,N4. 


Beiläufig bemerke ich, dass diese Betrachtungen für den Ort der 
Mittelpunkte der einem Dreieck umschriebenen gleichseitigen Hyper- 
beln den Neunpunktskreis dieses Dreiecks liefern. 


13. „Die Polarfigur einer gleichseitigen Hyperbel 7 in Bezug 
auf irgend eine andere concentrische gleichseitige Hyperbel ZZ, ist 
wieder eine concentrische gleichseitige Hyperbel 7. Die reelle Achse 
von A, ist antiparallel zu der reellen Achse von Hin Bezug auf die 
Achsen von H,, und ihre Grösse a, ist an jene a und a, der reellen 
Achsen von HZ und ZH, gebunden durch die Gleichung aa, = a,?. 
It Zy=H(a,m), so ist BB=H, (am) = H(2e,m?). Und bei 
diesem Uebergange von 7 zu H, mittelst Drehung und Multiplication 
entspricht dem Berührungspunkte irgend einer Tangente von H 


wirklich der auf H, liegende Pol dieser Tangente in Bezug auf A. 


Nimmt man bei einer gegebenen gleichseitigen Hyperbel 77 noch 
die beiden Curven an, in welche 4 übergeht, wenn man sie in posi- 
tivem und negativem Sinne um ihr Centrum C um den Winkel 
von 60° dreht, so erhält man drei Curven, die zu einander in der 
besonderen Beziehung stehen, dass jede von ihnen in Bezug auf 
irgend eine der beiden übrigen die Polarfigur der dritten ist 19)“. 


Ist die Polarfigur eines Kegelschnittes X in Bezug auf einen 
anderen Kegelschnitt X, im Allgemeinen wieder ein Kegelschnitt 
K, 2%), so folgt hier aus radialer Symmetrie in Bezug auf das ge- 
meinschaftliche Centrum C von H und H, (Fig. 14), dass die 
Polarfigur ein mit 7 und ZH, concentrischer Kegelschnitt ist. Nun 
sind aber die Asymptoten CX und CY von Hin Bezug auf H, die 
Polaren der unendlich fernen Punkte dieser Polarfigur, d.h. CX und 
CY sind in Bezug auf 4, die den Asymptoten der Polarfigur con-. 
jugirten Durchmesser. Also sind die Asymptoten der gesuchten Curve 


18) Man vergleiche Reye, a. a. O., 1. Abteilung, Seite 183, Aufgabe 113 
und Salmon’s „Conics“, Artikel 228, Problem I und Artikel 315, Problem 2. 

19) Einen analytischen Beweis dieses Satzes enthält meine „Notiz über die 
Lemniskate“* (Sitzungsberichte d. k. Akad. der Wissensch. zu Wien, Band 
LXXXIX, 2te Abteilung, Seite 1264). 


20) Reye, a. a. O., 1. Abteilung, Seite 82. 
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in Bezug auf die Asymptoten CX, und CY, von H, antiparallel zu 
CX und CY und stehen sie deshalb auch senkrecht auf einander, 
d. h. die gesuchte Curve ist ebenfalls eine gleichseitige Hyperbel 7,. 
Und dann sind auch die Achsen von ZH, antiparallel zu den Achsen 
von H in Bezug auf die Achsen von H.. 


Ist P ein Scheitel von 7, also COP=a und p seine Polare in 
Bezug auf H,, so erkennt man, dass (nach Artikel 5.) p senkrecht steht 
auf der Achse CD, von H,; denn CD, die den Scheitel ? enthaltende 
Achse von H, ist antiparallel zu p in Bezug auf die Asymptoten 
von H, und CD und CD, sind es in Bezug auf die Achsen von 
H,. Also ist p eine Scheiteltangente von Z,, der Schnittpunkt 2, 
von CD, und p ein Scheitel von 4, und CP, = as. Hieraus folgt 
im Vorübergehen, dass die Achse von /4,, welche antiparallel ist zu 
der reellen Achse OD von H in Bezug auf die Achsen von AH,, ihre 
reelle Achse ist. Ist weiter Q einer der beiden Schnittpunkte von CD 
mit HZ, und ?’ der Schnittpunkt von CD mit p, so ist CP.CP' = 
©Q?; denn die in Bezug auf AM, zu einander conjugirten Punkte 2, 
P' gehören einer auf CD liegenden Involution an, welche C zum 
Centralpunkte und @ zu einem der Doppelpunkte hat. Aber wenn 
Q, der Schnittpunkt ist von CD, mit der zu p parallelen Tangente 
q von H, in Q, so hat man auch CP: CP’ = CQ,:CQ und diese 
Proportion giebt mit der angeführten Gleichung unmittelbar die Re- 
lation CP.CPR, = 0Q.CQ,. Sind nun endlich Q. und Q, die Schnitt- 
punkte von q mit den Asymptoten CX, und CY, von H,, so hat 
man nach einander CQ. Ca = QARz. CR, = 3CQx.CQy und deshalb, 
da nach einem bekannten Satze der gleichseitigen Hyperbel *:) 
43002.0Qy = a? ist, auch aag = ay? *). 


Ist H, = H(e, m), so ist deshalb « = Wkl. DCD, und m = = 


Aber wir finden Wkl. D,CD, = Wkl. DCD, und * ="; also ist 
H, = H,(e, m) = H(2«, m?). Und hierbei ist es, wie der Satz oben 
angiebt, bemerkenswert, dass der Uebergang von H zu H, durch 
Drehung und Multiplication ein beliebig auf 4 gewählter Punkt A 
von H (Fig. 15.) in den Punkt %, von 4, überführt, dessen Polare 
in Bezug auf H, die Tangente von Yin R ist. Ist nämlich r die 
Tangente von Hin R und AR, der Pol von r in Bezug auf H,. so 
ist die Tangente r antiparallel zu CR in Bezug auf CY und zu Ch, 


21) Reye, a. a, O., 1. Abteilung, Seite 94. 

22) Aus diesen metrischen Relationen beweist man ohne Mühe, dass die 
gleichseitige Hyperbel, wie Herr Brocard mir brieflich mitteilte, ihre eigene 
Polarfigur ist in Bezug auf den sie doppelt berührenden concentrischen Kreis. 
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in Bezug auf CY,; also ist nach Artikel 5. der Winkel RCR, = 
ZWRISTCH == 20, u.'s.w, 23). 


Der zweite Teil des Satzes ist eine unmittelbare Folge des 
ersten. 


14. „Wenn man von den zwei Curven C;* und Cy*, welche man 
mittelst Drehung einer gegebenen Curve C* um irgend einen Punkt 
M in positivem und negativem Sinne um den Winkel von 60° erhält, 
jene Elemente einander entsprechen lässt, welche sich aus einem näm- 
lichen Elemente von C* entwickelt haben, so ist die Enveloppe der 
Verbindungslinie der entsprechenden Punkte von C,* und O5" die 
von M aus halbirte erste negative Fusspunktencurve von C* für 
M und der Ort der Schnittpunkte der entsprechenden Tangenten von 
C,* und C5* die von M aus verdoppelte erste positive Fusspunkten- 
curve von C* für M.“ 


Ist in Fig. (16.) der Punkt M der Drehpunkt, und sind ?, P,, P3 
entsprechende Punkte der drei Curven C*, C,*, C3*, so steht die 
Verbindungslinie ?, P, in der Mitte von MP auf MP senkrecht, was 
den ersten Teil des Satzes beweiset. Sind weiter 9, 7?,, ?% die ent- 
sprechenden Tangenten der Curven in diesen Punkten, und bezeichnet 
man den Schnittpunkt von p mit MP, als Q, von p, mit MP, als Q, 
und von p7, mit MP als Q,, so ist Wkl. MPıQ, = Wkl. MPQ%. 
Deshalb liegt der Schnittpunkt ?’ von p, und 7,, dessen Ort wir 
in dem zweiten Teil des Satzes angegeben haben, auf dem durch 2, 
P, und P, gehenden Kreise, ist der Wiukel P,P’P, als das Supple- 
ment vom Winkel %3,MP, = 60° und wird von der durch die 
Mitte M des Kreisbogens P,MP, gehenden Gerade -P’M halbirt. 
Aber da P offenbar der Mittelpunkt des durch M, P,, P, und ?’ 
gehenden Kreises ist, und py mit p, und p, ein gleichseitiges Dreieck 
bildet, so steht » in der Mitte Q’ von MP’ auf MP’ senkrecht, und 
ist hiermit der zweite Teil des Satzes bewiesen. 


Ist C* die gleichseitige Hyperbel von Artikel 13. und sind also 
C;* und C;* die dort auftretenden Curven FH, und Aa, so ist die 


23) Wenn HZ durch den Scheitel P, von Z, geht, so geht HZ, aus 
Aehnlichkeitsgründen durch den Scheitel P, von ZH, und berührt nach der 
letzten Bemerkung des Textes die Scheiteltangente von Z, welche dem Punkte 
P zukommt, ebenfalls die 7, in P,. Also ist der Ort der Scheitel P von den 
gleichseitigen Hyperbeln 77 mit einem gemeinschaftlichen Durchmesser P, P}' 
als die erste positive Fusspunktencurve der gleichseitigen Hyperbel 7, für 
ihren Mittelpunkt C eine Lemniskate (Steiner, a, a. O., zweiter Band, Seite 
414). 
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Enveloppe der Verbindungslinie der entsprechenden Punkte von 4, 
und ZH, als die von M aus halbirte erste negative Fusspunktencurve 
von H für M die von C aus halbirte Curve von Fig. 11., also die 
Anti-Evolute von der von C aus halbirten gleichseitigen Hyperbel 
H in Bezug auf die Achsen. Und der Ort des Schnittpunktes der 
entsprechenden Tangenten von 7, und H, ist als die von M aus ver- 


doppelte erste positive Fusspunktencurve von H für M, d.h. als die 


erste positive Fusspunktencurve der von M aus verdoppelten gleich- 
seitigen Hyperbel HZ für M eine Lemniskate von leicht angeblicher 
Lage. 


Ersetzt man den Winkel von 60° durch irgend einen Winkel «, 
so wird die Enveloppe die aus M mit cos« multiplicirte erste nega- 


tive und der Ort die aus M mit sec« multiplieirte erste positive 


Fusspunktencuryve von C* für M. Indem dieses Resultat für die 
Enveloppe unmittelbar einleuchtet, findet man in Bezug auf den Ort, 
dass MP,P'P, wie oben ein Kreisviereck ist und der Winkel P,P'P, 
von 180°—2« durch MP’ gehälftet wird. Deutet man dann weiter 
Wkl. MPQ = Wkl. MP\Qı = Wkl. MP,Q, durch ß an, so hat man 
Wkl. MQP = 180°— («a-+ß) und Wkl. Q MP = (aß) — 90°, und 
steht also QQ’ senkrecht auf MP’. Und endlich folgt aus den Re- 
lationen MQ' = MQsin(«—+Pß) und MP'cosa = MQsin («-+Pß) noch 
MQ'sec« = MP'2), 


24) Für die Anwendung des zweiten Teiles dieses allgemeineren Satzes 
auf den Fall einer gleichseitigen Hyperbel vergleiche man meine „Notiz über 
die Lemniskate* (a. a. O., Seite 1265). 
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vl. 


Erweiterung des Aoust’schen Problems 
der Gurventheorie. 


Von 


R. Hoppe. 


Die in Rede stehende, zuerst von Aoust untersuchte und in 
T. LXVI. S. 386. von mir aufs neue behandelte und gelöste Aufgabe 
ist: Eine Curve derart zu finden, dass die Einhüllende der Krümmungs- 
axe der Einhüllenden ihrer Krümmungsaxe der Urcurve congruent sei. 


Die Einhüllende der Krümmungsaxe ist nur eine unter den ab- 
geleiteten Curven, die zum System der Tangente, Haupt- und Binor- 
male einer Urcurve in definirter Beziehung stehen. Man würde also 
auch Curven von andrer Beziehung, z. B. die Evolvente, in die 
Aufgabe einführen können. Doch verspricht es wol bessern Erfolg, 
wenn wir die Beziehung sogleich allgemein auffassen. Die Bedingung 
bleibe dieselbe: die zweite Ableitung soll der Urcurve congruent sein; 
dagegen behalten wir uns die Entscheidung vor, ob sie durch die 
Urcurve, wie vorhin, oder durch die Beziehung erfüllt werden soll, 
was auf den Anfang der Untersuchung keinen Einfluss hat. 


Die Bezeichnungen seien dieselben wie in der eitirten Abhandlung: 
es bedeuten fgh, f'g’h', Imn die Richtungscosinus der Tangente, Haupt- 
normale, Binormale, Or und 0% die Contingenzwinkel der consecutiven 
Tangenten und Krümmungsaxen, s den Bogen der Curve, der Accent 
bezeichne die Differentiation nach r, die Indices an obigen Buchstaben 
unterscheiden die Zugehörigkeit zu verschiedenen Curven. 


Ist nun der die Curve s, erzeugende Punkt (x,%,2,) relativ zum 
begleitenden Axensystem (Tangente, Hauptnormale, Binormale) der 
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Curve s bestimmt, so sind die Relationen der Coordinaten in der 
Form gegeben: 


= +pfHtaf rl 
Yyı = ytrg tag’ + rm (1) 
4 = 2+ph-+gh'—rn 


Hieraus gehen die Relationen der Richtungscosinus der beglei- 
tenden Axen hervor: 


ATSHISCHeL ag Hr :-- 
fı = Srbrf Hal; u = ag: -- 
= af+bf'telim —=ag9+... 


etc. mit gleichen 
Coefficienten. (2) 


und zugleich das Bogenelement ds, und die Contingenzwinkel Or,, 09,. 


Ueber das Bogenelement ds, kann man, wie ich in meiner Qurven- 
theorie gezeigt habe, noch beliebig verfügen und die Coordinaten 
%%12 dadurch berechnen, nachdem alle Grössen, die keine Linear- 
ausdehnung enthalten, der Aufgabe gemäss bestimmt sind. Daher 
würde jeder andre Weg unnötige Complicationen schaffen als der, 
welcher von der Gl. (2) ausgeht und erst nach deren Erledigung die 
Lineargrössen zuzieht. 


In den Gl. (1)(2) sind alle Grössen als Functionen einer Varia- 
beln anzusehen (ohne constante Werte auszuschliessen). 


Wir nennen nun die Darstellung einer Curve s,, die gemäss den 
Gl. (1) oder (2) in Beziehung zur Curve s steht, eine Ableitung 
von derselben nach einem durch die Coefficienten ausgedrückten 
Princip. 


Diese Erklärung lässt indes noch zweierlei Auffassung zu. Sind 
alle Grössen Functionen eines Parameters , so kann man p entweder 
zum Princip oder zur Curve rechnen. Der Unterschied zeigt sich, 
wenn man von verschiedenen Ourven nach demselben Princip ableiten 
will. Im ersten Fall bleiben a, 2, c immer dieselben Functionen von 
p, während r, 4 in andre Functionen von p übergehen. Im letztern 
Falle muss nicht nur p mit Veränderung der Curve mit verändert 
werden, sondern es müssen auch a, , e derart definirt sein, dass die 
veränderte Abhängigkeit vom veränderten Parameter substituirt wer- 
den kann. Sei z. B. r selbst Parameter, 


= 91); a=aflt d(T)); etc. 


dann wird bei Anwendung desselben Princips auf eine neue Curve 
im ersten Falle 


Pr 
En a a 
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Het); =rne); a=arft, H(r)); etc. 
im letztern 
4, Il); =rl); a=alt, 9, (7)); etc. 


Dementsprechend hat insbesondere die Widerholung einer Ab- 
leitung verschiedenen Sinn, und die zu untersuchende Aufgabe ist im 
zweiten Falle eine andre als im ersten. 


Das Folgende behandelt nur die Aufgabe im erstern Sinne, d. i. 
die leichtere. Es werden bei Ableitung erst von s, dann von s, aus 
die a, d, c als dieselben Functionen vom ursprünglichen r betrachtet. 


$.2. Bestimmung der Richtungen. 


Nehmen wir an, dass die zweite Ableitung von s nicht nur con- 
gruent, sondern auch von gleicher Stellung mit s sei, so sind in den 
entsprechenden Punkten die begleitenden Axen beider Curven gleich- 
gerichtet, und man hat: 


f sah +Öh +ech 
F=ahrbh tal | (3) 
ı = ah trbf tel 

Dies verglichen mit dem System (2) gibt als ausreichende Be- 
dingungen: 


bo 0-9 ob (4) 
Die erste gibt: 
C4 
Cı De 
a4 
das ist 
ca =(14a)c, (5) 
Das Product der zwei letzten gibt: 
bb x 
a ı | b= bie, —beb, 
ec, 
— (1—a?— 02) ce, +e(aa, +ec;) 
—= (1—a?)e,—taca, 
das ist 


(1—a)[ea —(-+a)e,] = 0 


eine Gleichung, die schon durch (5) erfüllt ist. Ferner gibt die 
Quadratsumme der 2 letzten Gl. (4): 


+ = at, 
Beide Seiten sind bedingungslos = 1—.aa?, folglich sind alle 3 
Bedingungen erfüllt, wenn es die erste ist. 


9% 
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Sei nun 
a = (0820; b= sin2acosß; c = sin2asinß (6) 


Fr =F c082«-+- sin 2 (f’ cosß+-L!sinß) (7) 
Dies differentiirt gibt nach Vergleichung der 2 Ausdrücke von fi 


also 


a, nn — sin 2« (2@’-- cos ) 


bi us cos2« cosß (2«’ + cosß)— sinß [(ß’-+ #’) sin 2 — e0s2« sinß]) (8) 


0 
c _ cos 2« sin B(2«’+- cosß)+ cosß [| (ß’+ 8’) sin 2a«— cos 2« sinß] 


Nach Einsetzung dieser Werte wird Gl. (5): 
0 = 2 c0s?« {sinß (2«’-+-cosß) + cos B[(B’+ 9) sin2« — cos 2« sin ß]} 
— 4.cos?af{e'sin ß-+sina[(ß’+9)cosa—+-sin «sin ß] cos P} 
Die eine Lösung ist cosa = 0. Hier ist 
herh hetero men 
die andre erfordert die Integration der Gleichung: 
desinß-+sinacosß[d(ß-+%)cose-+Orsinasinß]=0 (9) 


Wird nun für gegebenes Ableitungsprincip die Curve gesucht, 
so hat man: 
h datg ß 
9 — 08 — Irtgasinf — sn (10) 
wo « und ß in r gegeben sind. Durch # als Function von r ist die 
Curvenclasse bestimmt, doch hängt ihre Darstellung von der Inte- 
gration einer linearen Gleichung 2. Ordnung ab, ist daher im all- 
gemeinen nicht ausführbar. 


Ferner gibt es einzelne Werte von «, ß, welche die Gleichung 
unabhängig von ® erfüllen, so dass die Curve willkürlich bleibt. 
Hiervon später. 


Sucht man hingegen das Ableitungsprincip für beliebig gegebene 
Curve, also für gegebene Relation zwischen r und 9, so ist Gl. (9) 
linear in cot «, und man findet: 


N di. d% 
zn [9° ctß=— ag (11) 
Ko (65) | 


wo %k willkürliche Function von r oder # ist. 


Hoppe: Erweiterung des Aoust’schen Problems der Curventheorie. 133 


Eliminirt man jetzt ß’-+- 9’ mittelst der Gl. (10), so werden die 


Gl. (8), deren Quadratsumme den Wert von gi ergibt: 


oT 
a, = sin2« cosß, 


db, = 2sin?a cos?ß —1 (12) 
c = 2sin?«asinßcosß 
dr, 20’ 
ee (8) 


woraus in Verbindung mit den Gl. (6): 


A, = sin 2a sin ß 
b, = 2sin?asin cos ß | (14) 
C, — 2sin?asin?ß—1 


Differentiirt man die dritte Gl. (2), so erhält man, analog (8): 


ö 
1 D) 
a 


— 20’cos2e sin ß + P'sin2« cosß — 2sin?asin ßcosß 
woraus: { 
u 
Kr = — 20’ cot 2atgß —P'+Htgasinß (15) 


das ist nach Gl. (10) 


“: — 9’ 2tgatgß(e'-F-cosß) (16) 


$.3. Bestimmung der Lineargrössen. 


Damit die neue Ableitung von s, nach dem Princip (1) der Ur- 
curve s congruent und von gleicher Stellung mit ihr sei, muss sein 


«+cont =, +pı ta tra; etc. (17) 


Differentiirt man die Gl. (1) und (17) und vergleicht die Coeffhi- 
cienten bzhw. von /, f, 2! und /, A, I, so ergeben sich die 6 
Gleichungen: 


ads; = 0s+ Ip — g0r 
bds, = öq+pOr — r0% 
04 = Or. 009 
os, =ads— Op + gor, 
0 = bs —dg— pdr, 4109, 
0 = cds— Or. — 109, 


(18) 
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woraus durch Elimination von Op, 0g, Or: 


(1-+a) (Os; — 0s) = q (Or, — Or) 
b. (08, — 08) = — p (Ir, — Or) + r (09, — 09) (19) 
ce (ds, —0s) = — q(09, — 09) 


Eliminirt man g, so kommt: 


09, — 08 c x 
Dee ee m 
wie auch Gl. (13) und (16) ergeben. Eliminirt man die Differentiale, 
so erhält man: 

| (A+a)ptbgter = 0 (21) 


Die Gl. (18) lassen 'sich jetzt vertreten durch die 3 letzten der- 
selben und die Gl. (19); letztere wieder durch 


Os; = 0s+q Sa | (22) 


und durch die Gl. (20) (21). Eliminirt man noch 0s,, so hat man 
im ganzen die 3 Gleichungen: 


0) 
bös = dgq+pO9r, — r08, \ 


cos = Or-g08, 


woraus, nach Multiplication mit 1-+a, 5, e und Addition: 
0 = (1+a)0p-+bdg+ cOr +bpdr, — q(adı, Or — c08,) — brod, 
das ist nach Gl. (21) 
pda—+g0b--rde = bpdr, — q (adr, + 9r-—c09,) — broB, 


Diese Gleichung zeigt sich nach Einführung der Werte (6) (13) 
(15) für a, 2, c, Or,, 09, identisch mit (21), folglich ist jede der Gl. 
(23) eine Folge der beiden andern. Durch Verbindung der 2 letzten 
erhält man: 


(1—.a?)ds = 9(dbg + er) + bpor, + (cg— br)09, — q0b —rde 
0 — d(eg— br) + cpor, — (bg—+er)09, — gde-+-rob 
Führt man die Werte (6) ein und setzt 
q=ucosß—vsin ß; r = usinß--vcosß (24) 


so werden die beiden Gleichungen: 
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Ossin2« = du — uor, tga cos ß—v (09, + 0P) 
0 = %. sin2«-+u[20r, sin®asinß + (09, + 0$) sin 2«] 
und nach Substitution der Werte (13) (15) von Or, und 08;: 


Ossin2« = Ou-+-utg a (2dae +Orcosß)—-v ( 2 — Ortgasin B) (25) 


0 = %.. sin 2@ — 2udatgß (26) 


Ist nun ds gegeben, so findet man zuerst » durch Integration 
der linearen Gleichung 2. Ordnung, welche aus der Elimination von 
« hervorgeht, und dann «, hieraus q und r nach (24), dann p ver- 
mittelst der Gl. (21), d. i. 


pcosa-+(gcosß--rsin ß)sin « (27) 
mithin das Ableitungsprincip aus gegebener Urcurve. 


Da sich jedoch die verlangte Integration nicht allgemein aus- 
führen lässt, so bleibt uns allein folgende Aufgabe als allgemein 
lösbar übrig. 


Es sind die Richtungsgrössen einer Curve /, 9, k gegeben, man 
soll deren Bogen und das Ableitungsprineip finden, nach dessen zwei- 
maliger Anwendung eine der Urcurve congruente Curve entsteht. 


Die Lösung enthält 2 willkürliche Functionen % und v. Aus 

f, 9, h findet man zuerst r und 9. Als Parameter, d. h. unabhängige 
Variabeln,, mit dessen Variation die Urcurve s erzeugt wird, sei 
angenommen. Nach den Gl. (11) ergeben sich «und ß. Aus a, ß,v 
ergibt sich nach (26) 
| dv sin 2a 

BER 2tg.P 


Die Gl. (24) (21) ergeben p, g, r, und Os findet man in Gl. (25), 
dann ds, in Gl. (19) dargestellt. Ausserdem sind /, 91, Aı durch 
Gl. (2) bekannt, woraus die Werte 


3 = [fs Yı — [1 95, 21 — [ hs, 
hervorgehen. | 


$. 4. Beispiele. 


Gl. (9) wird unabhängig von # erfüllt, wenn « constant, und 
cosß — 0 ist, ferner für sina—=0. Hier haben die Gl. (13) (16) 
keine Gültigkeit. 


Im Fallesme =O0wirda=1,5b=0, e= 0, und die Richtungs- 
grössen von s und s, einander gleich. Da alsdann auch dr, = Or 
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wird, so muss nach der ersten Gl. (9) ös, = 0s sein, mithin beide 
Curven identisch werden. Eine Ableitung ist nicht möglich. 


Für den Fall cos « = 0, wo ß willkürlich ist, braucht man nur 
cosß = zu setzen; dann ist er auch in dem erst genannten Falle 
enthalten. Man findet dann: 


hei Neff; ul 
Or, er: 9,=—08 


und nach Einsetzung der Werte a = —1,5b=c=0 indie Gl. (19): 
2. =0; r=( | 


dann nach der zweiten Gl. (18) auch p=0. Auch hier sind die 
Curven s und s, congruent. 


Sei « constant, P = AR, also 


F = Fe0s 2& 4 1sin 2o 


fı = ng 
l, = fsin2« — 1cos 2a 
T%, = — Tc08s2« 4-9 sin 2a 


9, = sin 2« + 8 cos 2a 
Hier zeigt sich die Abweichung von den Gl. (13) (16). 


Die Gl. (19), deren erste und dritte übereinstimmen, geben: 


os; —0s = q(d9tga — Or) (28) 
0 = (pcose-t-rsine) (d$tg« — dr) 
Entweder ist also 
= cota; ‘ 08, =0s 
oder 
pcosaetrsin«e = 0 (29) 


Nimmt man hierzu die 3 letzten Gl. (18), und eliminirt p und 
Os,, so werden die 4. und 6te identisch, und es bleibt: 


Ossin?2a« = Or q(örsin2a« 0% cos 2a) (30) 
 dg = r (Ortga--09) (31) 
Setzt man 
n = rsine-+ #cosa 
so wird ; 
a an cos «& (32) 


Dei, 0° OT cos 2a 
5 sin 2 — nl eosatg(gntga+ ©) (33) 


nn u a u u nn Sur u 


u’ TER 
veor 


Hoppe: Erweiterung des Aoust’schen Problems der Curventheorie. 137 


Letztere Gleichung ist unter andern integrabel für Urcurven 
constanter Steigung, wo 


> 
= == tgA 
constant ist. Hier wird | 
T= 0c08l; = sind; n= osin(A+.e) 
und die Gleichung (30) lautet: 
2 Ä sinesin(A-«) = et u?g (34) 


wo 


Re sin (A-+«) sin (A-+2«) RR .208 (214-330) 
cos« 2 2C0S« 
Ihr Integral ist 


BR, j 
0= 5 sin«sin(A-+-«) (sinus f 0scos uo — cos uo [ Ossin u0) 


daher erhält man nach Gl. (32) (29): 
r — 2sin«cosa(cosuo / Oscosuo—+-sinuo f Ossinuo) 
— — 2sin?e(cosuo f 0scosuo—-sinuo f Ossin 46) 
Die Gleichungen der Urcurve sind: *) 
2 —=ssink; y= c0sAf0sC080; 2 = cosA f össin o 


Zufolge den Gl]. (1) sind daun nach Einsetzung der bekannten 
Werte die Gleichungen der ersten Ableitung: 


x; = ssinA+2Msin«acos(A-+- e) 


ERuREE N, \ IN, 
Yyı = cosi f Os cos 6 — 2sin asin(A--«) KU. sin 6) 


Er, N 
2, = cosA fOssin o— 2sinasin(A-+- «) (Msin so — 059) 
wo 
M = cosuo f 0scosuc--sinuo f Ossinuo 
N = sinuo f 0scos uo— cos uo f Ossin uo 


Statt die Urcurve zu specialisiren, kann man die Gl. (30) (31) 
auch dadurch lösen, dass man q als willkürlich betrachtet und ds 
resultiren lässt. Es sind dann nur f, g, } beliebig gegeben, und man 
findet unendlich' viele, sämtlich derselben Classe angehörige , nur 
durch die Dimensionen verschiedene Urcurven nebst entsprechenden 
Ableitungsprincipen. 


*) T. LVI. S. 63. Hoppe, Curyentheorie S. 72. 
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Val: 


Transformationen der elliptischen Integrale 
und Functionen in Verbindung mit der Theorie 
der Kettenlinie. 


Von 


Emil Dekinghaus. 


Erster und zweiter Teil. 


Die von Abel und Jacobi in die Mathematik eingeführten ellip- 
tischen Functionen und deren Reihenentwickelungen scheinen in ana- 
lytischer Hinsicht zwar zu einem gewissen Abschluss gelangt zu sein, 
so dass es schwer sein dürfte, auf diesem so viel durchforschten 
Gebiete noch etwas Nennenswertes zu Tage zu fördern; dagegen ist 
wohl bisher unbemerkt geblieben, dass auch nach geometrischer Rich- 
tung hin diesen Functionen und Reihen eine nicht geringe Bedeutung 
zukommt, welche die Theorie derselben in neuem Lichte erscheinen 
lässt. 


Es ist eine zunächst durch den Kreis vermittelte zum Zweck 
einer geometrischen Darstellung dieser Functionen eingeführte Trans- 
formation, welche in allen auf Reihenentwickelungen bezüglichen 
Untersuchungen sich als eine überaus reiche Quelle neuer wertvoller 
ReJationen zeigt und aus dem Grunde zu fast unerschöpflichen Neu- 
bildungen Veranlassung gibt, weil jede transformirte Reihe einer 
mehrfachen Transformation unterworfen werden kann. Bei der Ab- 
leitung einer grossen Zahl elliptischer Functionen treten einzelne 
Reihen von so rascher Convergenz auf, dass mehrere derselben ein- 
fachen geschlossenen Ausdrücken gleich gesetzt werden können, und 
ferner führt die Specialisirung verschiedener dieser Formen zu neuen 
Sätzen der nöheren Arithmetik, worunter einer eine Verallgemeinerung 
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eines von Jacobi unter ähnlichen Verhältnissen gefundenen Satzes zu 
enthalten scheint. 


Die eigentliche Bedeutung der Transformation besteht aber darin, 
dass dieselbe mit der Kettenlinie in einigen Zusammenhang tritt, in- 
dem nicht blos sämmtliche Eigenschaften letzterer formell in Reihen- 
form sich darstellen lassen, sondern auch die Curve selbst wieder 
zum Ausgangspunkt für weitere Untersuchungen benutzt werden kann. 
Durch diese Verbindung der Analysis mit der Geometrie zugleich 
unter Anwendung der Ditterentiation und Integration werden neue 
analytische Verhältnisse geometrischer Natur gewonnen und auch 
teilweise vermittelst einer dynamischen Betrachtung und Einkleidung 
in mechanischem Sinne gedeutet. Auch haben wir zur Berechnung 
der unvollständigen elliptischen Integrale der 1. und 2. Art neue 
Reihenentwickelungen abgeleitet, deren Convergenz wohl nichts zu 
wünschen übrig lässt. Die Methode des Imaginairen konnte ebenfalls 
mit Erfolg verwertet werden, wodurch die bekannteren elliptischen 
Functionen zu neuen Darstellungen gelangten. 


Ebenso wichtig wie merkwürdig ist die Art, wie der irreductible 
Fall der kubischen Gleichungen in Verbindung mit der Kettenlinie 
und der Theorie der elliptischen Functionen auftritt und damit eine 
bestimmte Verwandtschaft dieser Curve mit der von uns früher in 
anderm Sinne behandelten Lemniskate und gleichseitigen Hyperbel 
documentirt. Indem wir nun nach dieser Richtung hin die Eigen- 
schaften der Lemniskate weiter untersuchten, resultirte eine ganze 
Classe neuer eigenartiger Gleichungen, von denen die genannten Fälle 
der Gleichungen 3. Grades die untere Grenze bilden, während die 
allgemeine Lösung der diesen verwandten höheren Gleichungen ver- 
mittelst der Curve in einer der Cardanischen entsprechenden Formel 
auf das einfachste und eleganteste vermittelt wird. 


Zum Schluss haben wir noch eine geometrische Darstellung von 
Wurzelausdrücken aus den Eigenschaften der Kettenlinie abgeleitet, 
die sich durch Leichtigkeit und Einfachheit empfiehlt. 


Erster. Teık 


it 


Wir geben zunächst die geometrischen Relationen für diejenigen 
Verhältnisse, welche aus den verschiedenen Lagen einer um einen 
festen Punkt drehbaren Geraden zu einem Kreise hervorgehen. Die 
Entfernung dieses Pnnktes vom Centrum sei R, der Radius a. Die 
Gerade schneide den Kreis in 2 Punkten, welche mit dem Centrum 
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O verbunden die Centriwinkel 29, und 2%, bestimmen. Den 2. 
Schnittpunkt der Centrale RO (Fig. 1.) verbinden wir mit den ge- 
nannten Punkten ?, und 7, durch Sehnen, welche verlängert mit der 
Secante RP,P, die Winkel p, und 9, bez. einschliessen, endlich be- 
zeichnen wir noch den Steigungswinkel der Geraden zur Üentrale 
mit r=%°— a. Demnach hat man, wenn die Strecken RP, und RP, 
bezüglich x, und x, genannt werden x, + x = Rcostr und z,23 = R?—o? 
aber auch die quadratische Gleichung 


1) 2? — 2Rcost.c+R?— a =0 


Die Gleichung für tg, welche leicht abzuleiten ist, wird dar- 
gestellt durch 


2a R-+ a 
‘ 2 Fat 
2) tg op R „cotr.tgp+7 


Da wir noch die Formen sin p, sin 9, und cos 9, C08 9, nötig haben. 
so bemerken wir, dass dieselben aus der Gleichung 


2)4 tgp?— Atgp+B—=0 
leicht berechnet werden können, man findet 
5) sing, sing ? COS 9, COS I 
1 Pa Ey ee 9] 95 = Tamm ‘ 
VYa?-+(1—2)? Ya (1 — 5)? 


Wir setzen nun für die nachfolgenden Untersuchungen fest, dass 
die Winkel $,9, die Amplituden zweier elliptischen Integrale der 
ersten Art seien, deren Argumente einer Bedingungsgleichung ge- 
nügen, die wir wie folgt ableiten. 


Das Additionstheorem der elliptischen Integrale 1. Art basirt auf 
der Bedingungsgleichung 
COS 9, COS 9 — Sin Y, Sin 9 /\(P) = C0Sp 


die wir nach Potenzen von p als Amplitude eines analogen Integrals 
entwickeln und für welche demnach die Beziehungen 3) aus der \ 
Gleichung 2) zu berechnen sind. 


Man findet nach einigen An schliesslich 


a (R— (Ra)? } 
4 


4) cosp :(- ne ed 89 +2? —  — — Ra=(0- 


sin? 
deren Wurzeln zwei Amplituden und also auch 2 Integrale bestim- 
men. Man bemerke aber, was für das folgende von Bedeutung ist, 
dass das gleich Null gesetzte Er der Gleichung kein r ent- 


hält und den Modulus 2? = bestimmt. Indem wir also die- 4 


mr a)? 


RT 
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sen Modulus hier einführen, wird die eine Amplitude = 90° und 
die 2te geht aus 
(R— a)siur 
8) SAT, -Rsnn 
hervor. 


Unter diesen Voraussetzungen haben wir also folgendes: Es ist 


dy L dpa 
a N RE 
San — 2?sin p,* ar yi-— sin 932 h 


6) 
Sr SR ef SAD 
V1--z2sin 97 yi1—22sin 99° yi— 2 sing? 
oder 
also AR 
7) U +4, } 22 a a 
4 -Weu (R-+-.a) 


Um nun geometrisch alles beisammen zu haben, was später ana- 
lytisch verwertet werden soll, geben wir hier die nachstehenden Ent- 
wickelungen: 


Aus 7) folgt 


; R—a 
3 = D 
R-+a 
daher wird 5) zu 
22'sin 
8) c08p — 


| 1—-2—(1-+?7’)sine’ 
und allgemein 


4Ra 

9 il a V BR ET TE RR 2; 

) (R+a)/ ı (AL ap sin 9 
ferner ist 

A ; 'C08 @ 2 
10) np ng —=I_,’ COS 1 0089; = 7 „008, 
R 1+:' 
11) c08s (9, — 95) = z eosa = 1, c080. 
Aus 9) folgt durch Addition 
x X 

12) ne — dp, + Apr. 
duch 
13) Ay, +49 = (1+2')sinae. 


Die Subtraction dagegen gibt 


14) Ay, — Ay; = (1—7')sin (pı — 9) = Y(1—r')?— (1-47) cos af, 
womit wir noch verbinden 


142 Oekinghaus: Transformationen der elliptischen Functionen 


. > a 
15) m _ 2 U R+ 2 14: 
1 


wie sich aus dem Siuussatz für das Dreieck ROP, ergibt. 


Wir stellen ferner die Formeln für sinp,? und sin 9g? auf, sie sind 


a 
2sinpg?=1 an.z cose®+sinaf/ 1 — It N. 
| BER, } 


1 
16) ve. 
2sin 92 —1 ne cos «® — sin «yYı u (15) 008 ad, 
woraus 
sing? +sinpg =1+ cos a?, 
17) RN 
sin p,° — sin 99? = sin« Vi Ne (155) cos a 


Um 9,49, zu bilden, benutzen wir für 2,) die Formel 


A 
tg (9192) = Ip 


Die Anwendung derselben auf 2) liefert die Relation 


18) 9-9 = Wr = 1800 — a. 


Ebenso bemerke man noch 


sing, + sing, — V 1—z+(1+2')cosa? + 2cosa, 


1—z’ 
19) N 
sine + in + Vı- -- V:-633) cos a? 
too, und tgyo, = BRRRENN LER. 3. 
it Fu EEE | ( ” 
Wir stellen noch die Werte von sin« und cos« durch @ dar. 
el layalı —z?sin Di 
sin « ee a 
147 Vi sin pite' 
20) NN 
ML 1—z' V1— sing —z' 
cOs« gay ren ee 
143? vı—2sinp®-+z' 
Die letzte kann auch in 
De NIE 
21) a vi 2“ sIn z 


A+D)cosp 


Pr a 2 
e u Sat i 
u ze u Dr A EEE 2 
ETF ER EIER BETEN ESTER = 


| 


ne 2 Ze" rn rn a ee 
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transformirt werden. Bezüglich der Formel 5) föhren wir einen 
Hülfswinkel ein, indem wir zunächst dieselbe in 


Vi: 
vn Eco) 


umwandeln. .Wir setzen demnach 


i 1+ 2’ 
23) Ver e =tgy, 
und man hat 


f „ı 608 « 
22) zı 6089 — 


24) | 708 — tg, 


welchen Relationen wir noch die folgende beifügen: 


1— 2’ cot$«? 
ee 1839 = es 
In den Anwendungen werden wir häufig der Kürze wegen einfach 
anstatt am schreiben. 


Diese Formeln reichen hin, um diejenigen Transformationen der 
elliptischen Functionen durchzuführen, welche in ihren verschiedenen 
Formen eine geometrische Erklärung der analytischen Relationen er- 
möglichen. Die oben eingeführte Transformation ist übrigens nicht 
die einzige, aber, da alle anderen zu denselben Zielen führen, haben 
wir die hier angewandte wegen ihrer Einfachheit und Leichtigkeit 
besonders ausgewählt. 


Der in der Theorie der elliptischen Functiznen angewendeten 
Transformationen werden wir uns ebenfalls gelegentlich on und 


bemerken demnach an dieser Stelle, dass, wenn z durch | n en an 


ner « durch (1-+z’)a ersetzt wird: X sich in $1--z’)X und g in 
q’ verwandelt. Ebenso werden wir die bekannten Relationen 


% 


RT Adamu’ 
£ cosamr 
26) sın am (K— u) Han ’ 
z’sin am 
cosam (K— u) = 4 a 


häufig benutzen. 
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Das durch die Amplitude @ definirte Integral 


) = 
u = ME Zen 
Vi1— sing? 


hat übrigens eine leicht anzugebende dynamische Bedeutung, wie aus 
unserer Abhandlung über die elliptischen Integralfunctionen bezüg- 
lich der Anwendung letzterer auf den Kreis gefolgert werden kann. 
Mit Hinzunahme einer Constanten bedeutet es die Zeit, welche ein 
schwerer Punkt zur Zurücklegung des Bogens P,F, gebraucht, vor- 
ausgesetzt, dass die entsprechende Sehne stets durch einen festen 
harmonischen Punkt des Kreises geht. 


1. 


Wir benutzen jetzt die entwickelten Formeln, um dieselben auf 
die Reihenentwickelungen der elliptischen Functionen anzuwenden 
und letztere zu transformiren. Die daraus hervorgehenden Reihen 
haben den Vorzug, dass sie eine stärkere Convergenz besitzen und 
eine geometrische Deutung zulassen, die für die weitere Untersuchung 
von Wert ist. Bei den folgenden Darstellungen haben wir nun zu 
beachten, dass stets u, -+u, = K, wo K das vollständige elliptische 
Integral der 1. Art bezeichnet und a, —u, = u ist, worin das Argu- 
ment u sich auf die Amplitude = ama bezieht, während die an- 
dern u,u, durch die Amplituden 9,95, wie sie in der Kreisgleichung 
2) erscheinen, definirt werden. 


Wir wählen zuerst die folgende Reihe 


u A DE = 
27) pam tn ;sin Kar g sin —- 
1 er si Inu 

Kin 


und bringen mit dieser die aus 18) ee Relation 


28) ama, --amu, = st 


in Beziehung. In der Reihe setzen wir zuerst « = u, und dann = 
und addiren, indem wir beachten, dass 


sin mu, 4 sinmu, = 2sin, (u, +2) cos; (U; — Us) 
ist. Die Glieder mit geraden Potenzen fallen aus, und man hat 


Dede a: Au Ireu q? ee 


29) | ae TER ER 08 5 + 5 a iocos 
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Vermöge des Wertes von r aus 20) haben wir demnach 


BA N a UNO, Iru 
N TE TE RRETT 


1 i 
Zarcsin 


30) 4 


Ersetzt man durch Ri und Z£ durch so resultirt 


m 


1 N y! -41— DER mUR HE. 02 00 LO7UU 
31) EN a] ER = leise 1-9 Sn 57 


Wird«a=Kundgy= E gesetzt, so kommt 


wer a a RR 
Po 1+ ' et 514g! 


32) 


Ersetzen wir hierin z ne mer und q durch g?, so verwan- 
delt die letztere Gleichung sich in 
() ann sgt 
Deu RR ala 61 


Die geometrische Bedeutung dieser Reihen werden wir später an der 
Kettenlinie nachweisen. 


1 
33) zare sin 


Erinnern wir uns nun der Formel 
FR 
COS (pı —Y2) = 7 56080, 
1—z 
worin 9, — 9, = amu, —amu, zu einer neuen Transformation An- 


lass gibt, so verschwinden in der entsprechenden Reihe die ungeraden 
Stellengieder, und man hat zunächst 


uw. 12 Age. %; Ag* En E 
a l9K a Ne ee It" “A 
also 
1 y! +74 RU LEGE Kr mu 
34) zarccosy 1 _,F GE arnn a K 
IN 0 or 
ya ae RR 


woraus wie oben folgt 
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1 en 1-21 m, 1 2700 
35) aresin rt TREE zen E 
. 2nu 


HE gi... 


Bezüglich der Reihe 30) kann man den unter 23) bestimmten 
Hülfswinkel w benutzen und man hat 


1-4?’ 17 Freu 
36) er sind 30085, — ar 3 . ). 


2’ 
c05p — tg 2. 


| d | 
Für cin gegebenes « — fe re lässt sich hiernach 
Y1-—2sing? 
und damit die Amplitude @ berechnen. | i 


Man kann die gefundenen Reihen noch leicht vermehreu. So ist 
gemäss 29) 


A102 | Imu 
37) VE; Ihe — eosa( 15000563 ner +... ) 


Wir setzen hierin zuerst « gleich z, und darauf — u,, dasselbe gelte 
für 2. Beide Ansdrücke multiplieiren wir ie ersetzen 2cos Acos B 


d 
durch cos(A-+B)-+cos(4A— B), das Product Fe wird 


d 
gleich 7 und das schliessliehe Resultat ist 


4yz Inu 1 q? Anu 
I Drpren eontya(l, ort Be AK St IK { 
I ) E 
FI = 
ER Imu RN 3 , Du 
Host y ( in 7 i :— 5 N 


REN 
+7 7 15 ellıy .) 
In ähnlicher Art folgt aus der Reihe 


3 Inu 


—2 I S ES Inu 
39) VI: 12 — sind (2008 0 508 IK 


die nachstehende, die analog der vorhergehenden auch in ein Pro- 
duct zweier Sinus transformirt werden kann: 
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ol eu sin« 
EL Fer 1-+-sine 


cos4Y Ge: 


BEN U RN gq? 3nu lg? Drru 
1tg IX starr a BET RE ) 
BIN TE ge Du 

AR ) 


‚he De 
| oosdy 2( 4.2 ing; 314g ;sin 


II. 


Die elliptischen Functionen leiten ferner die folgende Reihe ab 


al 


2n/ q Inu Inu 
d: Rn 1% 
amu— tr (im 08 rat + 508 T7 K rk. ): 
Um dieselbe zu transformiren, benutzen wir die Formel 
Jamw, + Jamu, = (14+2')sine. 


Führen wir hierin den Wert von sin« aus 20) ein, so ergibt sich 
wie früher 


ae 7 TEN‘ 2nu .) 
2 2" u ER 


4 


P7 A 1 2 U 4 2 
43) are 7 1 7 en. 3008 +) 


Aus der ersten dieser Gleichungen lassen sich mehrere Special- 
formen ableiten, deren eine wir wegen ihrer Wichtigkeit besonders 
hervorheben. 


Wir setzen wieder = 90° und K=u, es folgt 


4) ee tt) 
Ferner wird für $ = O 


BE 49° dg' 
 Veliteriteget) 


Ziehen wir diese Gleichung von der obern ab, so erhält man 
, m tt nt 
Ih aan Em 


Entwickeln wir nun die Ausdrücke in der Klammer nach Po- 
tenzen von g, so resultirt zunächst folgendes. 


10* 
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e 


8 Ä 
11) Ya? HH H 240 4244 430...) 


Eine genauere Betrachtung der Reihe zeigt, dass dieselbe das Qua- 
drat einer zweiten ist, so dass man hat 


K 5 
a en 94 ab. AR ER 
Die Berechnung von X nach dieser Formel ist wegen der ausser- 
ordentlich starken Convergenz der Reihe, die vielleicht von keiner 
zweiten mehr erreicht wird, sehr leicht, da schon das erste Glied 
hinreicht um eine Genauigkeit bis q!° herbeizuführen. Man hat also 
mit grosser Genauigkeit 
Ing? 
1 ya)% 
Andere Reihen sind nach dem Vorstehenden leicht zu gewinnen, 
so ist 


50) (+Y?') se 


Setzen wir in 42) 


49) N 


treten) 


an 
also 
Aamy = y?, 


so kommt 


r TREE en. ): 

51) Y2d-+z')yz El at m tg 
Führen wir auch hier die Reihenentwickelungen durch, so resultirt 
52) VEUHF)VE = TllAg Hgg Sg Hg—4g°8 ...) 
oder 


53) YRAFE) VE = 2 +2 242g ...)2. 


Während also die Exponenten der Reihe 48) durch die 2. Po- 
tenzen der ungeraden Zahlen bestimmt werden, gilt dies bei der 
vorstehenden für die Geraden Zahlen der Zahlenreihe. 


Eine weitere Transformation der letzten Formel ergibt noch 


| RAR GUN BUS IR 2:9 
54) Kara 22-424 — 21° + 29°? ...)2. 


N", 
Ca 
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Vergleichen wir diese mit der bekannten der elliptischen Func- 
tionen 
K= 429420424 .. 
so erhalten wir 


Del 22er... 
” VS art. 


und da bekanntlich 


r BR 29-4+-24° Te 29° 
554) Ve TE 2g- Fat 3 
so folgt aus den -beiden letzten die für die Zahlentheorie wichtige 
neue Relation 


56) (1—29+29°—-29°...)1-+29-+29°+20°...) = 1—24’+24°—2q"°...)? 


Das Product zweier Reihen von vorstehender Bildungsform ist dem- 
nach das Quadrat einer dritten von analoger Art. Wir geben nach- 
her eine Anwendung davon. 


Wir bemerken noch, dass eine Transformation der Formel 48) 
die folgende bestimmt 


Arıq 


57) K= + tg +...) 


Unter Benutzung der Formel 14) bilden wir eine neue Reihe für 
Ip, — Ay, und es wird 


ach 4 EU TER 
58) (1—z')sin(®,— 95) = K as Ns NR IK a) 
dei 
59) VA — 2)? —(A-+7')?cos a? 


- q CU PS RER URN ER 
112 Se Te va ) 


Man kann hieraus die obige Reihe für X direct in anderer Form 
ableiten, wenn @ = 90° und «= K gesetzt wird, es folgt 


60) 12 == + nt ) 


Führt man in der vorletzten Reihe für cos «? den Wert aus 20) 
ein, so entsteht 


7 > A nl Fa 
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61) Vera —?') 77 AR 


lH sin eu GE : mu . Drw 
N Te, PoLlEyTG Eromsgr RE 


oder transformirt 


ie: \ „wu nf g Inu q? Dreu 
har 0 DB IS + I ge 5 IK: =) 


welche den Reihen in 42), 43) entsprechen. 


Dieselben können wiederum vermittelst einer Addition oder Sub- 
traction transformirt werden, wenn wir beachten, dass unter der Vor- 
aussetzung ut %g—=K die Relation Ay, Aps= z’ besteht. Es kommt 
also diese Umwandlung darauf hinaus, den algebraischen Ausdruck 


ne + +1 
auf die geeignete Form zu bringen, die durch die obige Relation 


wesentlich vereinfacht wird. Man findet unter Benutzung von 


I,+4 = (14:')sine. 


63) 


(14+2z' A1-+?7)sine—2y?' u 
ak y. arme 


87 galt, ru g® . Iımu 
te —g Sin 57 — 1+g% EIN +.) 


ae, Abe: (1+2)sine+2V? _ Pr 


1 BERNER ERRT: sin« 
2, : 8% ( g* mu PD _  2mu ) 
KORK hARSF TI 


Vermittelst Differentiation lassen sich aus den gegebenen Reihen 
mehrere neue ableiten. Dasselbe ist der Fall, wenn wir die mit 


dc ; : 
= = „u multipliecirten Glieder integriren. Wähleu wir zu diesem 


Zwecke die Reihe 42), so muss demnach das Integral der Reihe 


2 14+/dp mu = @ 
/V: Tr Tr en (= za 008 7 .. ) au 


gesucht werden. 


ERr- B. 
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Wir substituiren zsinp = siny, bezeichnen darauf cosyw durch 
y, und das Integral wird demzufolge zu 


N dy ER, 
ass V-!+A1+r)y—y? 


Führen wir noch ein 


1+7 
2 


UNE Me 


so wird letzteres 


JE Ip: SarK DEN 


Nach bekannten Methoden führt das Integral auf einen arctg mit 


der:C = = und man hat 


Jatkeadr7 E Anm 
64) arctg Rue 


zn mu re ED WON: BR 
ran — en 


oder nach einer einfachen Umformung 


1 4, 
69) zaretg VE 5 WERE 
Rute gE 2n 
ER arg sin — =+3 N 
ER K BE 
Man kann hierin v» = 5» A= Y:z' einführen, schreibt man als- 


en 
dann anstatt 2’ und g? bezüglich n ar und g, so erhält man 


a I 2a Mao 
N ee ee g! Kg 


oder auch 

Bayer, Dan Ir200. 0 12, 
N a ee ra TE 
welche für /=0 und qy=1 in die Leibnitz’sche Reihe übergeht. 
Die vorstehende konnte auch aus 32) entwickelt werden. 


66) 


Erinnert man sich der aus den elliptischen Functionen bekannten 
Formel 
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ee 
21+y: 14242254... 


so resultirt aus den beiden letzten noch 


2 720 20a Mg = 29° 1 27 


FAR. ie Fit tie 


Eine weitere Entwickelung der allgemeinen Reihen kann ver- 
mittelst der Relation 


sry 
arctgw Larctgy = arctgz Ber 
geschehen. Demnach erhält man 2 neue Reihen und zwar zunächst 
13) N „At)sine+2yr Er 
ua Si—y7 1—sina 


10 


2 6 
a N 
Br plane 11 91 008 5% + .., 


welche in arcsin transformirt zur folgenden wird: 


1 1 sine __ 
67) g ACSIn 77 ee iFsine 
mu.) 1.00. ar 
tan KTSIE gR 13 608 57 + .. 
und ferner 
1 1+y: ı/l—sine _ 
1 Navy 1-+sine | 
ER BI en 


SE Ir iR Ta 


Man bemerke, dass in den letzten Reihen der Ausdruck 
1—sine 3 
Ve N 


Ita, 
ty = Vi sın T 


BR 
c089 = „tg2y 


ist, aus den Formeln 
und 


erhält man also bei gegebenem Argument 


iz 
Y ) Allterenen BEE ee are 
V1-H-22sin p? 


iu 
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mit Hülfe der genannten stark convergirenden Reihen die gesuchte 
:- Amplitude 9. 


Die beiden Reihen 61) und 62) geben Veranlassung zu der Dar- 
stellung von tgamu. Dividiren wir die erste durch die zweite, so 
erhalten wir als Quotienten 


69) 
Grace +77” gD .. Ire 
1 IT LTE TI mE 
1 PRIOR MA 10 
Ltg x neh . Ben 


- 


ee A 
+ eos ar FIT cos eL.. 


Q 


Multiplieiren wir dagegen die beiden Reihen 42), 43) und trans- 
formiren das Product, so folgt 


K: a 
we a ee 7 
0 A iger ) 


x (14%: 3 c08 tn ee .) 


IV. 


Die folgenden Untersuchungen über die wichtigeren Reihen- 
entwickelungen der elliptischen Functionen werden einige neue Sätze 
zur Zahlentheorie zu Tage fördern, welche denjenigen Relationen ent- 
sprechen, die Jacobi unter analogen Verhältnissen zuerst gegeben hat. 


Wir fahren in unsern Reihenentwickelungen fort und nehmen 
zum Ausgangspunkt die Reihe 
71) 
K—E a MAR AR) 29° Inu 
z Ph ET SEEN Er Died EIKE Mr EN ER 
sin am u? — —y7 (7) Keet Ktig%s jr +...) 
Zur Transformation benutzen wir die in I gegebene Resolution 


! 
sing -+sinp? — 1 “ cos a? 


und unter Benutzung des bekannten Wertes von cosa? aus 20) 
haben wir 


72) 
vi — 22sin p? K—E 1 \2/ 2g° u  \Ag*,  2nu ) 
a an rl er 


Gehen wir ferner von der Formel 
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147) 
sin 91? — sin 952 = sin Va — rn Ei. eh cos a? 


aus, so findet sich 
N 
73) sina//ı “ie (5) Co 
1—:z 
TEN NR. 0 39? . Imu 
1) (as; IKT Lego ar ): 
woraus nach Einsetzung des Wertes von sina? und cos? sich ergibt 
“ zsinp a\”/ 4 TU 3? , Inu 
754) FAN I 2(z) (1 ya act...) 
s Tt 
Als specieller Wert für g = 5 


1 /zK\? 3 5? 
74) e)- 300 1 2 DO 5 


und u == K folgt hieraus 


4\r 


Führen wir in der vorletzten Reihe für f und sin die ent- 
sprechenden Transformationswerte ein, welche der Bedingung vu = K—u 
genügen, so findet man noch 


COS 


ee i = 008; is os ) 


Die ash 72) kann nochmals transformirt werden, indem der 


97) 


I; ä . R 
Ausdruck ——- en u, Re BAR Pr leicht angebbar ist. So findet man die 


beiden Reihen 


ER) a 16n? / dq* TEU 2g° Inu 
m rl eg) 
76) 


mas Ar sine 


Di , 
r \i+7)° COS & (5) ( q? TU 3g® 


: In ) 
Ti met 


RN zu : 
Aus der ersten gewinnen wir fira= > und v=K eine 


rasch convergirende Reihe zur Berechnung von Z nämlich 


Be (1-42')2 ei; g dgl 3 


AUS at 1— q%' 


Se K 4 RR 


und ebenso geht aus der zweiten eine Reihe für 
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> tert) 


hervor. Vergleichen wir mit dieser die in 57) abgeleitete Reihe, 
nachdem dieselbe mit 2 potenzirt worden, so dass man hat 


K\2 q 
(4) za ml ..)% 
so an die Relation 


79) 


I Zi nt pt. Gr a a Be sh le 

Diese interessante Relation können wir mit der Zahlentheorie 
in Verbindung bringen, wenn wir eine kleine Umgestaltung. mit der- 
selben vornehmen. Wir dividiren beiderseits durch q? und setzen 
darauf g? = x. Es entsteht dann folgende sehr bemerkenswerte Formel 


Pr Re 
RE 


(tat 4064201042154 22,38, 


deren Bildungsgesetz leicht ersichtlich ist. Die Exponenten der letzten 
Reihe sind die Trigonalzahlen. Bezüglich der zahlentheoretischen 
Bedeutung dieser Doppelreihe erinnern wir an die Darstellung einer 
ähnlichen Reihe in der „Theorie der elliptischen Functionen“ von 
Durege, wo in $ 66. der Satz Jacobi’s abgeleitet wird, dass jede ganze 
Zahl die Summe von 4 Quadraten ist. So ist z. B. 


105 — 12-224 62-482 — 22-442-1.62-472, 


Wie aus der 2. Reihe hervorgeht, sind die Exponenten nichts 
anders als die figurirten Zahlen 1, 3, 6, 10 etc. Demnach ergeben 
sich auch hier Beziehungen zwischen denjenigen ganzen Zahlen, welche 
die Exponenten der einen Reihe und denjenigen ganzen Zahlen, die 
die Exponenten der anderen Reihe bilden. 


80) 


Bei Ansicht der 2. Reihe bemerkt man sofort, dass die 4. Potenz 
derselben aus lauter Gliedern besteht, bei denen jeder Exponent die 
Summe von 4 figurirten Zahlen ist und die 1. Reihe ergibt ohne 
weitere Untersuchung, dass sie sämmtliche Potenzen von x enthalten 
wird. Hieraus folgt der neue Satz, dass jede ganze Zahl die Summe 
von vier figurirten Zahlen der 1. Ordnung ist. 


Für jede ganze Zahl % besteht also die Relation 


h'= hthtrhtr: 
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wobei wir bemerken, dass } auf mehrfache Kr aus jenen bestimmten 
Zahlen gebildet werden kann. So ist z. B. 


141 = 1+21+234+91 = 3415 +45-478, 
während die Quadrate für 
141 = 1?+2?+46?-+ 10? = 2?+3?--8°24 82 


sind. Ebenso können die /, fa /s, /4 Irgend vier gleiche oder ver- 
schiedene ganze Zahlen oder auch Null bedeuten. 


Der soeben entwickelte Satz über die Trigonalzahlen ist demnach 
ein Analogon zu dem von Jacobi gegebenen Satz über die Quadratzahlen. 


Indem wir wieder äuf die allgemeinen Reihenentwickelungen 
zurückgehen, benutzen wir ferner die Formel 


81) 
1 K— E 1 In? DN u 2g* De 
ee 


Sms 


Die Transformation derselben lässt folgende neue Relationen ent- 
stehen: Durch Addition folgt 


82) 
z2d K—E, m 1 Ana cu 20° Du 
47 2 m mer ee ee) 
a YZ 
Durch Subtraction 
85) 


RE mu RAN 


K ; 
Wir setzen in der ersten v = 5° also f= yz', es resultirt 


ale Sri | 2q® 
1-YV:! KK K?’\1—@ ar 


at.) 


welche sich ebenfalls zur Berechnung von E benutzen lässt. Dem- 
nach ist 


16 
m 3 ale 


welche Reihe sich durch starke Convergenz auszeichnet. 
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In der Theorie der elliptischen Integrale werden Reihen zur 
Berechnung von Fp und Eg@ entwickelt, welche nach den Sinus von 
9, 29, etc. fortschreiten und demnach zu einer Transformation nach 
der bisher angewandten Art wohl geeignet erscheinen. 


Da dieselbe keine Schwierigkeiten bietet, so überlassen wir die 
Umwandlung beider Reihen dem geneigten Leser. 


V. 
Auch die, Reihenentwickelung 


sinama#cosamu 
Iamu 


Ar ER q° . Drru 
u sin + in +) 
lässt sich mit Hülfe der Formeln in I) leicht transformiren. 


Man findet 


COS& AR Fa TU ER Ira 
Den artı 36085. 1 I, IKT ; 
oder 
A=-- 3 | q TU q? Su 
VE - zK IR Lg IKT" und 
87) 


1724, 4 q ru gg . Imu ) 
v3 hi ge a Te 
welche mit früher abgeleiteten in Verbindung gebracht werden können. 


Setzt man in der ersten »=0, Z=1, und ersctzt darauf z’ 


durch a —, K durch 4(1-+’) X, so kommt 
8 q? ge g' 
LEN ar 
Wie wir nachher zeigen werden, sind die obigen Reihen für eine 
durch die Kettenlinie vermittelte geometrische Erklärung der links 
stehenden Ausdrücke von Wert. 


Ebenso lässt sich die Reihe 


89) 
7 BON 20 Ag nu 0 gq° Imu ) 
zu cosamu PIE TE Kt 


Y2C am m 
TERN ne 
Ri 
! 


! 
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mit Erfolg verwerten, wenn man die zur Transformation des Aus- 
druckes H 
RN 1 __ 089,08 @9 


cosama, | cosamu COSP, COSYs 


nötigen Werte mit Hülfe der Formeln in I) berechnet. 


Es kommt schliesslich 


mens: 


ER re N... : 
90) Kg Tann 1; ;C08@ — 77 0080 | 


iR Br RR n Imu no Inu 
ee: Eon 15 SE Ik 


nu E 
er 8 Reh ) = 


Ist « = 0, so folgt wegen cos« ne 
90,.) 
tn ag 2g° 2q° 29‘ ) 
7 ee a = 
Vz’d+z) \ 149 14+'1+@ ST IHgT 


Wir dividiren die Reihe durch die ähnliche in III 53) und man 


findet e 
2q 2q' ) 4 
De See 12 
a Ita ren 
91) ve (122916 299°, TE 


oder wegen 55,;) 
120 202g \ 
14294294209... 


Schreiben wir diese Gleichung noch einmal und setzen —q statt E 
q, so erhalten wir durch Multiplication beider 3 


2q ) 
1 Ay 3 
et 4 
| I. .) ; 
lern rg ar a 
— (1 2yihagıe — 2° + 29°...) 


Man wird bei genauerer Durchsicht dieser Relation bemerken, 
dass dieselbe mit dem früher angeführten Satz von Jacobi in gewis- 
sem Zusammenhang steht. Führt man nämlich g =x ein, so ent- 
hält die 4. Potenz die Quadrate der natürlichen Zahlen als Exponen- 


ae ar 2 
-m, ER \ 


1 Sr ah fl I 
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ten, während das transformirte Product alle ganzen Zahlen als 
Exponenten enthält. 


Die letzte Reihe können wir wieder durch eine andere ersetzen, 
wie überhaupt die Bildung der Reihen eine fast unerschöpfliche zu 
sein.scheint. Denn wie an einigen Beispielen gezeigt ist, kann jede 
transformirte Reihe der elliptischen Functionen wieder transformirt 
werden. 


Benutzen wir die bekannte Reihe 
1 — sin p2-Lz'2tg po — (—- nr 
N? aR) "Oak 
93) 


RÄT alade 
ei, 


zu unserer Transformation, so hat man zu beachten, dass 


Pal 4 
mu” mu mu 
cos IK cos IK O5 


ist. Daher folgt nach einigen Rechnungen 

Ad K? u 122% 2g° Tu og 

cosp? nm? nu? — 1, 08 er a 
4 0, 


94) . 


woraus für v= 0 


a | 2g? 4g* 
au 1 lg: 


Nun haben wir in 54) die Reihe 


Veuoz = (1 2+29°—2g° 4.) 


abgeleitet. Das Quadrat derselben ist aber gleich der Reihe 95), so 
dass man hat 


J | 1 4 
1(;— at at \= 42042’ 20°4..)% 


also auch 
96) 


1 2% 4x? 62 EM EEE RN 
Meretrigae-igatn) mu 22 + 20% — 22° — .. .)*. 


Setzt man hierin — x statt x, so erhält man die oben erwähnte Reihe. 
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97) 
1 2x 4x? 603 REN, a 


Diese beiden geben von neuem eine Relation, wenn wir ihr Pro. 
duct bilden und die in 56) abgeleitete Reihe beachten. Gestalten 
wir die Ausdrücke noch etwas um, so gewinnt man folgende Formel 


169° 24g3 32g* 
eetrar 
6 
x (1- TIttIte ie 
— (1.297,29 200 1-20 0 
Diese merkwürdige Relation, die augenscheinlich eine Erweite- 


rung des Jacobi’scheu Satzes von der Quadratsumme ist, schreiben 
wir nach der Entwiekelung der Brüche in Reihen in folgender Form: 


99) (1484 -+ 249? + 329? + 249° + 489° + 964° + 6497 + 240°...) 
x (1— 89-4 244? — 329? + 249% — 489° + 969° — 64974 240°...) 
— (1-22 ag age 2 


Bei der Multiplication der obigen Reihen verschwinden die Glie- 
der mit ungeraden Exponenten und die Function erhält nur noch 
die Potenzen von g?. Ersetzen wir also wieder q? durch x, so wer- 
den in der ersten Reihe wahrscheinlich sämmtliche Potenzen von q 
vorkommen. 


3 (tet 


Die transformirte Form wäre also 
100) 1— 169 + 1129? — 4489? + 11369? — ... 
— (129429 — 20° + 20° — 29° +...)”. 
Daher hat man den allgemeinen Satz, dass die achte Potenz 
einer Reihe, deren Exponenten die Quadrate aller Zahlen sind, gleich 
einer Reihe ist, die alle Zahlen als Exponententen enthält. Da aber 


jedes Glied der auf die achte Potenz erhobenen zweiten Reihe aus 
dem Product von acht Gliedern besteht und also die Form 


art a3’ +03%...092 
hat, so ist für irgend eine ganze Zahl z. B. = 1000, 
n— a2-a2102...02 — 12122132 1.424.721. 10211421 952 


woraus der Satz folgt, dass jede ganze Zahl die Summe von acht 
Quadraten ist, die irgend acht gleiche oder verschiedene ganze Zah- 
len oder auch Null bedeuten. 


Re u >> 


ee an ee ei 
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Wir machen hier darauf aufmerksam, dass in Folge der Formel 


l -29+29°— 20° +...) 1429429 +29°+-...) 
— (1—29?-+ 29° — 20? ...)? 


die vorhin entwickelten Relationen fortgesetzt werden können, wo- 
durch eine ausserordentliche Allgemeinheit entsteht. Multiplieirt man 
nämlich die Reihe 100) mit der ihr analogen, nachdem in letzterer 
— q statt g gesetzt ist, so verschwinden die ungeraden Potenzen und 
es entsteht eine Reihe, in welcher wir q anstatt g? setzen. Daher 
geht in Folge der Benutzung der letzten Hülfsformel eine neue Re- 
lation ähnlich ihren Vorläufern hervor, und diese Reihe wird jeden- 
falls sämtliche Potenzen von g enthalten. Da aber ihr gleichwertiger 
Ausdruck durch die 16. Potenz einer Reihe dargestellt wird, deren 
Glieder die Quadrate der natürlichen Zahlen zu Exponenten hat, so 
kann jede ganze Zahl in eine Summe von 16 Quadraten zerlegt wer- 
den. Beachtet man die Ordnung dieser Potenzen, so hat man all- 
gemein den Satz, dass jede ganze Zahl die Summe von 2"t? Qua- 
draten ist. | 


Dies einigermassen überraschende Resultat setzt allerdings vor- 
aus, dass in den bezüglichen Reihen sämt!iche Potenzen von q vor- 
handen sind. Ob diese Annahme allgemein gültig ist, müssen wir 
vorläufig dahin gestellt sein lassen, scheint aber doch zweifellos zu sein. 


Hinsichtlich der in 80) aufgestellten Reihe möchte ich hier noch 
einschalten, dass die bekannten Relationen 


eo Var voten... 
Rn a ie ale 


101) 
ee a ar Mr ER 
VS 222... 


in Folge der Formel zz’? = 1 auf die folgende, 


(229 7.20:7.20 4... (102052929 ..)" 
SEES NEN er an a ut a a ad 


führen, deren Bedeutung wir oben schon festgesetzt haben. Ob der 
der darauf bezügliche Satz über die figurirten Zahlen wegen der 
Leichtigkeit dieser zweiten Ableitung schon früher gefunden ist, ist 
mir nicht bekannt. 


102) 
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g p 


v1. 


Für die folgende Untersuchung beschäftigen wir uns mit der 
Reihe für E(am«), welche DEN ist unter der Form 


E ! a u 
103) E(amu) = le sing + I As + ..). 
wobei wir die Relation 
Ey, & Ep = Ep +2?sin 9, Sin p, sin p 


benutzen werden. Bezüglich des Ansdrucks sin ‚sing, erinnern wir 
an die Formel 15). 


Die Addition würde auf ein schon bekanntes Resultat hinans- 
kommen, die Subtraction ergibt 


104) a 
nn 2? nu gt... 2, ) 


Auch diese Reihe lässt eine nochmalige Umwandlung zu, wenn 


wir berücksichtigen, dass 


sin 91608 9, 9ı SIN pg COS Pg 


REN a 
_ 4 sin2p, + 4, sin299 + '(sin29, tSin2ps) 
22(1-+2')(1L+ sine) 
ist. Da aber 
IE i RG sin2p,sin2p 5 
BT A, JsSin2y, = Ba 4A,sin29s, 


so ergibt die Berechnung für das obere Zeichen 


z?sin Q, Sins 
24(1+2') sine 8 ik nu ae Inu 
Eee (— OS IK TE 


welcher Ausdruck schliesslich in die folgende Reihe 


h sine 8% nz Tu r Iru .) 
N m Ve: -& ERDE LOW re gg +- 


übergeht. Man sehe über die Anwendung derselben die Formeln 
68) in III. nach. 


Indem wir ferner das untere Zeichen berücksichtigen, folgt nach 
einigen Umwandlungen 


F 
«N 
vol 
# Fu 
Nr. Zn 
u 
re wm 
x > z 
- b £ j R 
ERROR 4 ge en 
” “ ei 
ee u . 


- en Zu BR. 
a Er ae a Fa 


a‘ 
a a 


Wr te ST Ba ann u 


u a a 


a ie, a uk 


N EEE Re 


en ra 


a ah 
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. RUE 22'(1 
106) Ep = Brgr En ee) nee ') 
Meng, eu ur. 2 
ige gu 1 ee Gral ae Sr 


Eine neue Reihe ergibt auch die Subtraction der Gleichungen 
104) und 103) 


107). — wi ie 


2n BA 
: ve ER ne ae 


K z?sin@ cos 1 ! 1—d 2 
»sinpcosp gig? + en 7) ” in eu 


deren Bildungsgesetz klar ist. Ebenso ist für spätere Untersuchungen 
der Differentialquotient von 104) von Bedeutung. Man findet nach 
einigen Rechnungen 


1 „’d 
108) 2’ = — 


Em. nu. 29° Inu 
= u ( ar OT ar a Po Talk ) 


Es lässt sich auch die Reihe 104) mit der bekannten 


EB ia (ce IR rede 
ar ag ‚tgamu = ar 3 Snz arg K +... 


zur uREnE einer neuen benutzen. Sie ist 


2sin cos It TU 
le ee wor 
E Anl... gr nu +: . 2nu 
er er) 


Endlich wollen wir noch diese mit 2 multiplieirte Gleichung von 
106) abziehen, man hat 


_ 2m 22'(1-+7’) ar 
110) Ep= x ts en en eu 'vV7+4) 
87 Es 
ER Er 1) ‚sin; = u. S. W. 


Die entwickelten Formeln können zur Berechnung von 


vi —z?sin p? dp 


dienen. 
11% 
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Man kann ferner die bekannte Reihe 


24 n, nu Anl q ru q? Inu, 
ELTA K Ni -g 8 5K +.) 


mit der aus 87) folgenden transformirten 


A—z:! Anfg u q? Inu | 
COS p -7 (2 Kt) 


vermittelst Subtraction verbinden, das Resultat ist 


d+: 4Anfl ru eu a Iru N: 4 
cosp K (1, Rt ig er ERSETZT ) Be 


und wird die Reihe mit der aus 105) folgenden verknüpft, so ist. 
das Endresultat 


dA+z:! 1-—:' Va sin « 


111) 


ENT AL 1-+-sine 
4n/l nu q* u | 
Soma #G& SeC5ETt IA IE ons gi Cs +. 9: 
woraus 


gl? g2 
aryal)eg G au wa Bar ee ER 
Auch die Reihe 


x . 2nu Wi 
a cotp = u; ti sin +. .) 1 


gibt transformirt 


3 1er L Ra 
115) a —z)tgae = 18005, — Ir ReOSZ I  — ef 


1—z’ h 
der = } 
woraus für «= 0 und cos 7 ey 


Bi OR TE a 4 
114) A ET A 


Benutzen wir ferner die bekannte Formel 


3 ._ U .2V4 Iru 
Insing —Insin — KT ya be jr +. es 


so ergibt sich daraus als transformirte 
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co8a 1 u q q? zu 

| In y — In 5 60857 — lı a .) 

d.i 
dA+:! mu? Jg? eu 10% Irru 
zinda BT pr: Ser ) 
1 vire a NEN N ER NONE BER Dru 

114) zin 2q 1 sine AR Be 1,608 x731 1 OS 

it; 14 1 1. @ 104,90 


DE Trierer Bu sur Sem ag her 
Man sieht, mit welcher Leichtigkeit solche Reihen abgeleitet 
werden können, und wie ungezwungen sie sich den mannigfachsten 
Verhältnissen anschmiegen. Eine wertvolle Anwendung gibt auch die 
bekannte Relation | 
Aam(u--iK') = icotamu, 


welche wir auf 108) beziehen wollen. Demnach geht der Ausdruck 


zur Linken oder ae über in a ER 
Ta he 22 > nz i. Rechter Hand transformirt sich cos — in 

EN LEN! 
ler) 
oder in u E oos — D — sin 


Werden sämtliche Glieder in dieser Art berücksichtigt und nach 
reellen und imaginairen getrennt, so erhält man die folgenden Reihen 


ee u. 27. mu 80° ) 
Dame AK BKMI-gOK 1 K Hr RK 
115) 
z2sinpcosp 2m? q DO, 202 DT Inu 
Se ee leer SE rg ai Berg Ze mu line .) 

sinamucosam 
Wird diese Reihe durch die bekannte für ee dividirt, 
so folgt | 
q . Yu . Brru 
ER, nr K ee = sin -- FR ne K 4... 
Jamu = %'— q? 


in = 3g®" Imu 


Re ACEe 
7 ee Rz 


IHK en 
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29 . 2nu . du 
R Bee nee K He K +... 
116)a Aamu — 5% q . Inu Dnu, 


1 gain Fe BE: = xt. 


Laer 
EERERLNE 33 { 5. 39° Inu 
ER u a ee me ze lass 


Jamu? = z' 


Aus 115) können auch noch die folgenden Quotienten berechnet 
werden. 


4 . nu Ag? . 2nu Iuu 
ner gen Rt sin Kt“ 


nu 09 Dre Inu 
ae K Hinz K Hi K 
116)b 
9... 08 1,498 er Inu 


n2 1 wi: Bee IR. ee nr sin 
NARK2Ng En Inu . Du 
1-8 + Te la K 4 7 sin K —.. 


Auf die hier benutzte Relation cotam (u+:K’) = idamu kom- 
men wir nachher bei der Kettenlinie wieder zurück. Auf 62) an- 
gewandt, resultirt noch: 


vAa—z)(4+1-(1+7') sin p%) 
1 3 
(Verso + ve en cos IE +: .) 
va—z)(4—1+(1+2')sin p) 


a Eee singt ve ing +.) 


VI. 


Wir stellen noch einige Betrachtungen an über die durch Par- 
tialbrüche und Quotienten ausgedrückten elliptischen Functionen. 


Es werden sich vermittelst der Transformation noch einige be- 
merkenswerte Resultate ergeben. Gehen wir demnach aus von der 
Reihe 
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K >2Kx‘ 1 g60822—g? q?c0s22—g® 
a, n 4 1-—2gcos2c-g2 ae ae 


so kommt es darauf an, den Ausdruck 


g008 22, — 4608 203 — q? 
1-- 2q9c0822, +0? 7 1 — 2900820, — q? 


in die geeignete Form umzuwandeln. 


Für das untere Zeichen wird man schliesslich finden 


IIU 
Se Olli 
q(1—92)(cos2x;—C0s2x,) q(1—g2)sin er 


oe EN TE de 
(1 — 29c082x, + g)(1— 29 008 2xa + 4?) 1-1.292cos eg, 


Daher bestehen für beide Zeichen die folgenden Ausdrücke: 


a AV Fe (IE) cos: 


1 a Er 3(1 — u® 
ne Le. SÜSSE ME a Eat Fe 
eu u 
1-+29?2cos Pe +0  1-4-2g°cos 7a + g12 
I1%) | 


2 „ 1 nd 
U TU 

‚ slette) , Herr) 

; 1 + 2g?cos ZT + 0 1-+-2g°cos E + 2) 


Um die Gleichung 


are vg, (129? 008 2.49) (1 — 2gtcos2r+ 9) 
ge yk a 2q cos 2 + q2) (1 — 293 cos 2 + 96) '' 


\ 
zur Transformation geschickt zu machen, nehme man:die Logarithmen. 


Die zusammengehörigen Argumente x, und x, sind dann leicht 
in die geeignete Form zu bringen und da 


Kxo $ R c08« 
== sın 9, sın 9, TR 1 BR 


; 2 
sinam 


; 2 Ka, 
sinam 


ist, so ergibt sich 
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4 RR 
118) Een, ® 
„At2g'cos Ha) I+2gseos + a8)... 
2ygecosz m —— 


At 2geos +a)(1-+20°00s 2 +02)... 


und diese Gleichung geht für „= 0 über in 

im z | 

119 Vest 2 Kerne: . 
 YiFe Velardate.. 


ch 
Führen wir hierin Te —=z und = g ein, so folgt 


, [atDa+mA+N.. 
BAUT lem neenne® = | 


Mit dieser verbinden wir die in der Theorie der elliptischen 


Functionen bekannte Relation 


Ve: En +4) . =] 
2yz' a INDIA ZT): 
und erhalten die neue Formel 


N a OR ea 
a FT AFjaHMaHR.. 


Infolge der einfachen Ausführung einer auf 118) bezüglichen 2. 


Transformation gewinnt man noch 


1—sin« 
2 Ve: sine 


(I-4+27°cos +19) (1-4221cos Eu =) R 


TTU 
29 008 Se Eu a RE LET 1% 
an (1427005 he (1-H201%0s = me ) un 
woraus 
ea RR (149°) (1-+29).. 
123) ee, Ikeoren, a =, 


Eine nochmalige Transforheeton würde zur folgenden Formel 


führen 
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V: 1—y: De Vi it Va 
al sion IFyeV ifsine 
1— a a 1: 1— ne 
V: aaa 1+ Saar Kar ah 1-+sin « 
(i+ 2alöcos + 
27 


— 241.008 
a (1H27%cos & E mid R).. NR 


124) 


Der Ausdruck links ist geeignet zu einer goniometrischen Um- 
formung. Wegen « = 90° —r können wir setzen 


er y: nk 1 2 
125) y Fler = sin2y, aa sinr—=tgy, 


er cos9 = tg2y, 
also 


u (14208 0057 008 = + >)... 
16) ty 2Rco 


7 (1 + 298 cos — er 2)... 


Fra Virme- 
die: 


q 
0085 Beate 


und wegen 


127) ’ are sin ı 


folgt also auch 
4 Ze. eng Imru 


1 q 
128) gY—- Lass 5m rt 


Diese Ableitungen können zur Berechnung der zum Argument » ge- 
hörenden Amplitude @ benutzt werden. 


Wie bekannt ist, lassen sich die Factorenfolgen durch Reihen- 
summen ersetzen. 


QlL— 24 608 2: +2) (1— 293 cos 2: +46) (1— 2? cos2c + q9) ... 
= 1— 290082& + 2g% cos 4x — 2g? cos6x—- ... 

Qygsin z(1 —- 29? cos 2x + gt) (1— 29%c0s2x +?) ... 
en Vgsine— yqsindet Ygö Se 


darin bedeutet 
En Be a 
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Indem man also die vorhin gefundenen Gleichungen für diese 
Fälle einrichtet, hat man 


AGD „Inu dru 
1 Ver 2q% COS xt 2q? COS IK 4293 cos aK 


He RB hi Bong Z7U 
124g 08 7 —- 29° cos Ki 
ferner 


drru 
18 DR 25 
V Te 2g 008 57.4 24° 00 +4 cos St 
N 1- sine 2ru 
1--29% cos —42g16 cos Be N 
K K 
u. 8s w. 


Als Specialfälle findet man aus diesen 

1 ana 

on Vigo - Vale 
Ivan. GE 


1+y: 142 +24... 
und deren transformirte 


ro a ek, 
Veran 1424424... 


Führen wir hinsichtlich dieser Reihenquotienten ge Theta- 
functionen 


9 («)=1—2e700082z-+2e740c0842 —2e90c0s6z..., 
N N NE 4 
9,(2)> Iy e-2sinz—2 Ve-sindz+2y e-20 sinds—..., 


EEE ER EEE. Dr 
9,(2)=2 V e0c0os:+2y e-9cosd:+2y e=2drcosdr-..., 
9,(2)=1-+2e7000822z-+2e 9608424207 9%cos6:-... 


ein, worin 


so ergiebt sich nach dem Vorhergehenden 


Ve _ 9a(202) Ve 91 (292) 
A: 85(202)' 144  8(2g2) ’ 


135) 
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Benutzt man noch die bekannte Differentialformel der Theta- 
functionen 


(8) 

a 9)) u3(2)91 (2) 
dz Bee.“ 

so folgt 

134) 2Kz'zsing u,02d, 202 


1(I+:) (83292)? 


Zwerter:; Leik 
II) 


Die in ihren Folgen wichtigste Transformation bezieht sich auf 
die jetzt noch zu betrachtende Reihe für In Jo 


TU 3 Inu 


np = zur; tn ; 608 


q? deu 
a) 
Zunächst folgt für die Addition 
Ay, Ay =. 
Dagegen gibt die Subtraction 
Ip, _ q Ra. 
E m, et ) 


Ip : 
Für ip. können wir unter Benutzung der obigen bekannten 
2 


I 49 
= oder —In er schreiben. Da nun aber Ip? = 


Formel In 


eh ist, so führen wir die in I. entwickelten Werte für 
singp,? und sing,? ein, wonach für beide Ausdrücke die Relation 


24p2=2—2?—(1-+2')2cosa?+ (14+2')sinay (1—z')—(1-+2')2coSa? 
gilt. Daher haben wir unter Benutzung der Exponentialfunction 


2—22—(1-+2')2cose?+(1-47')sinaY (1—')?— (1-+2’)2cose? 


, u a? „Inu 
An Fr sin 57, — a: 

Wir bezeichnen nun die periodische Function dieses Ausdrucks 
mit ©, indem wir damit die Abseisse eines Punktes einer noch an- 
zugebenden Curve bezeichnen. Also sei 
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1 q . Inu 
3) »=e(, 1 gg ae a ta gu Na - 


Die Gleichung 2) nimmt nun die folgende doppelte Form an 


1+2?— (l+2')?cose? ee 
22' Si} 2 
4) | 
(1-+2)siney(1—2)%— (14 z)2cosad &—em: 
22' a5 PERF 


Hierin müssen noch die sin_und cos« mittelst der in der Einleitung 
gegebenen Werte durch die Amplitude @ ersetzt. werden. Man wird 
haben | 

1+2'y1 =ersinor ee 

z’+Y1—2sin p? 2 

2? sin p A 
"+ yi — z2sing?2 2 
Bezeichnen wir endlich den variabeln Ausdruck der linken Seite 

der ersten Gleichung mit y, so ist 


6) Be e® 1u, 


5) 


y— 


die bekannte Gleichung der Kettenlinie, deren Eigenschaften für die 
geometrische Durchführung der gegebenen Transformation von hoher 
Bedeutung sind. Wir haben demnach zu zeigen, dass die elliptischen 
Functionen und ihre Reihenentwickelungen durch die Geometrie der 
Kettenlinie eine wertvolle Bereicherung und Ergänzung erfahren 
können und wollen daher zunächst an die schon bekannten Eigen- 
tümlichkeiten dieser Curve erinnern. (Fig. 2.) 


Der Differentialquotient 


7) = 5) re) 


hat erstens die bekannte trigonometrische Bedeutung tgd und zwei- 
tens bedeutet er die zur Abscisse & gehörenden Ourvenbogen s, wenn 
man wie hier geschehen, den tiefsten Punkt als Anfangspunkt der 
Bogenlängen nimmt und die Constante —=1 setzt. Diese Bemerkung 


1 
nebst der Formel. „2 = s?-+1 oder y= nad und der daraus sich 


ergebenden Eigenschaft, dass die Projection der Ordinate y auf die 
Tangente eine Strecke gleich dem Bogen s bestimmt, welche von dem 
zur Ordinate gehörenden Abseissenpunkt die Entfernung gleich 1 hat, 
genügt für die folgenden Auseinandersetzungen. 


a Fa 
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Demgemäss haben wir 


Kr De 2?sing 
8) Pay s= tg. = TE 
dy 


vatr=e)@ı) 


Es kommt nun vor allem darauf an, die Amplitude y in geome- 
trischen Sinne zu definiren. Die Berechnung derselben aus den 
obigen Formeln führt auf folgenden einfachen Ausdruck 
9) sing = er 
dessen Construction in Folge der Eigenschaften der Kettenlinie sehr 
einfach ist. Indem wir also festsetzen, dass durch die Reihe 3) die 
entsprechende Abseisse der Curve charakterisirt sci, wird auch y und 
die Gerade s bestimmt. Daher kann mau für alle Fälle eine zur 
x-Achse parallele Gerade vom Abstand z’ benutzen, um mit der 
Differenz „—z' gleich um den entsprechenden Curvenpunkt xy einen 
Kreisbogen bis zum Durchschnitt mit jener Einheitsverticalen ziehen 
zu können. Die letztere schliesst mit der Verbindungsgeraden beider 


genannten Punkte die gesuchte Amplitude p ein. 


Bezüglich der Reihe für x bemerken wir, dass dieselbe auch auf 
eine andere Form gebracht werden kann. 


Aus der bekannten Formel 
— I1n(1— 24 c082 +4?) = qc08s« + $q? c0s2x + 39° c08 3x ... 
lässt sich die folgende ableiten 
1m 1+2gsinc+ 52 
4° 1—2gsinc+g 
Demzufolge entwickeln wir in 


ed AN? 
u ng a ne 


die Brüche in Reihen und schreiben 


— qsine—49?sin3c-+-}g sin da. .. 


% TU 
5 = (+0 ...)Sin IE 
1 TU 
9 15 Lern Zn 
—(PrFEtI 5, MT 


1 Drru 
5 15 25\ _ an —— 
+(q +q q ) 5, m5r’ 
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Werden hierin die Verticalreihen mittelst der genannten Formel 
summirt, so gelangt man zum Resultate 


(+ 2gsin gg +) + 2gsin 5. + M).. 
10) a ae 
(1 — 2gsin 57, a) (1 — 2g°sin) 55 + ©): 
oder 
14.’ y1ı—2 sin p?-+ 2? sinp _ 
24 y1— 22 sing? 


er — y4s 
11). 


(142gsin 5 DA + 2 sin + g°)?- 
“ A RELUE 212 a! BR 6,2 
(1 2gsin5.+@) (1—2g sin 5; + BY 


woraus noch für u=K, p = %*° ein schon früher entwickelter Aus- 
druck 
en) | 
an ver ein A-0400) 
folgt. 
Wir haben den Winkel der Tangente mit der z-Achse durch ö 


bezeichnet, wir führen noch seinen Complementwinkel e = 90° —6 
als Winkel der Tangente mit der y-Achse ein, beachten den Aus- 


druck 
y+s=y+Yy—1 
und substituiren 
E 1 
IT 0050 sine 


dann resultirt 
It 
(1 2gsin 2 +92 (1 — yPsin 2x* g98... 


(1-29 sin > + g)? (120° sin 5 IR + g°)?.. 


13) tg: = 


Der eingeführte Winkel e der Tangente mit der y-Achse wird dm- 
nach durch ein unendliches Product ausgedrückt. 


Die in VI. 108) entwickelte Reihe lässt sich zur Darstellung von 
y als Ordinate der Curve verwerten, wenn wir beachten, dass 


1+2'4 


euer ist. Führen wir diese Substitution ein, so resultirt 
14) 


EN mu 2 mu  _ Imu 
BR Rp nr ran rn rg. 
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Um für y noch andere Entwickelungen anznbahnen, gehen wir 
auf die Reihe 87) 


est en ( g eu 93 Iru 
ET ETTAADT A Tr, 
zurück und berücksichtigen, dass 
24-+1 
er Az 
ist. Führen wir das hieraus berechnete 1 in die obige Reihe ein, 


so erhalten wir 


—— 4m q u q? Inu 
Mae ee ee PR RT 
15) yi+: 2'y = ‚7 ( 7 085 I _ 190085 + .. j! 


Man kann übrigens auch noch den folgenden Ausdruck leicht 


aufstellen, wenn man 22’, —= (1-+2’)?cos a? setzt und die Formel 29) 
beachtet. Daher ist: 


Era) |, (2) q u 
= BLAET, — NE cos8 (m cos IK 
10..99 Inu 
3 ER 0 Fr 2K ah ). 


16) 


woran sich später noch andere anschliessen werden. 


Um neue Formeln herzuleiten, MIUeLEnEN iren wir 15) nach y und 
und x, man hat 


en ( ES EHER alle 
Ra 2 aR. 1a ar 
TU 393 Iıu 
n Fe 176 SIND: du, 
ebenso ergibt die Differentiation von & 
a Ba SE 
aa \1 at 5R ja) du 
Aus beiden Reihen folgt durch Division 
27 ln — 100 = 
) Eee Ta 
2? q . nu “ ER du Drew 
RR (= Be aR 1 IR: nz "30 Ra“ 


Damit haben wir die trigonometrische Tangente oder den gleich- 
wertigen Ausdruck für den Bogen s durch eine Reihe ausgedrückt. 
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Eine andere geometrische Beziehung lässt sich wie folgt ab- 
leiten: 


In VI. haben wir die Reihe 
d—z 4m ( TEEN zu g® Inu 
cosp K\1— IR RK: 
aufgestellt, welche wir mit der Kettenlinie in Verbindung bringen 
können. 


Berechnet man nämlich s als Function von 9, so ergeben die 
obigen Werte 
Vvi1—-2sing— ER 


een coSp 


Der daraus folgende Ausdruck 
JIS— 2 


cosp 


scoty = 


bedeutet ‘geometrisch die auf der Einheitsnormalen durch CF be- 
zeichnete Gerade /, welche demnach durch die Relation 


dr ( q Tu g3 Inu ) 


18) rn Tem IK rt 


bestimmt ist. 
Man bemerke aber, dass sowohl s.cotp = als auch s durch 


Reihen gegeben sind, der Quotient wird demnach in einer Beziehung 
zu tgama stehen. Daher folgt das Resultat 


q ‚nu 39 . Inu 
RE a Ren 1% FRA NT . ee 
19) tgamı = DPI ee en 3,3 a 


1008 IE I 608 +. 


Diese neue Formel ist unter anderm auch aus dem Grunde be- 
merkenswert, weil sie zur Aufstellung einer Differentialgleichung Ver- 
anlassung gibt. Wie man bemerkt, ist der Zähler das Differential 
des Nenners. Führen wir demnach ein | 


uU g° Inu g? Drru 


20) Ze a 1 Rear ıTe g10 608 I +» 


so haben wir nach einigen Zwischenrechnungen 


dZ 
21) ik hn ztgamu.du: 
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Substituiren wir hierin die bekannte Formel 


tr RE il EAU NL, | . 2nu 
etgamu = 5,18 7 Taler am E 4... 


so ergibt sich ohne Mühe aus 


RR E ie TU g? gt Ba 
es 4 STR leer ‚sin K ..) 


das allgemeine Integral 


Kal 142,20° san 


an Sr + Const. 


—InZ= -—In 0857 


Zur Bestimmung der Constanten setzen wir u = 0, dann ist 


ag“ 1,020 1.5292 
—lIınZ= 1 ee = rate er .. + Const. 
Da aber n 
— Ver, Ä 
so ist 
Zi Eh 
dt ; 


so dass man schliesslich hat, wenn man noch 


| RR A—:' N 
2) Yilta?dy = VI und 230, VE: 
beachtet 


22) 
—.' 1-+ 2 1 HER Born AR ARE 2 EL BER RN 20 
si VE: RE au Bann A aa pin 
2K 
ss : ung Zur 
tg30 — sin, +8 ee 3 608 5 — Innen 
+.) 


Eine zweite Anwendung der Differentialgleichung 21) geht unter 
Benutzung der Relation tgama = tg op in Verbindung mit du — — her- 


vor. Daher ist 
| dZ ztgpdp 
23) zZ” 7 a 
yi — z°s1n 9“ 
zu integriren. 
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Das Integral 
tgpdp 
Y1— sing? 


kann durch Einführung von cosy = x auf folgende Art geschrieben 


werden: 
dx 
InZ= | 
aV2:?+ 222 


und ist, wie nach bekannten Methoden ersichtlich ist, ebenfalls loga- 
rithmisch. Man findet schliesslich das folgende Resultat: 


are COB DS ee m 
InZ=h RED 2 ; + Const. 


Für = 0 wird 


so dass 
2. Ne #127 2080 A 


Z »-1+7 zo0sp—4— 2’ 


und endlich 


kKz 26089 — 4-2 q u g3 Inu 
m zog Fate TI IR TI- FORT 


Aus der letzten Formel folgt noch 


.— 
ey 2 20089 — Az 
142 —cosp A142" 


IX. 


Der Differentialquotient von s kann auch benutzt werden, um 
eine neue Relation für y herzustellen. Aus derselben entwickeln wir 
dann eine kubische Gleichung, deren Absolutglied eine periodische 
Function ist. Aus 7) folgt 


ds 3 q Tu n Imu 259° Drru 
Kan TER et RER LAND Kt 1m IK ... h 


ds . i 
und wenn man beachtet, dass f ydz = s, also y = Er ist, bei Be- 


\ d 
rücksichtigung des Wertes von E 


Te r ul En ae bean nd 


Ze ut Zu 9 mE m 20 nal ne 2 > ne 2 ann 
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ER EL A 
NEE gu 08 5% 5% I 608 5% +... 
AK?  q nu I Inu 
OR L- ea 


Den Nenner dieses Quotienten können wir durch den Ausdruck 


25) y= 


Ku q zu gg Iru 
TR 2 in 
26) „Vit: 22% A Ne han PO + .. 


ersetzen. Erheben wir darauf die Formel auf die 2. Potenz und 
ordnen nach Potenzen von y so, so erhaljen wir die kubische Glei- 
chung 


is RN NE q 
ee. 1467, 3K 


7) yP— 


mit deren Untersuchung wir uns zunächst te wollen. 


Das zweite Glied ist nur vom Modulus z abhängig. Der Coef- 
fieient des folgenden ist —= Null, woraus sich auf gewisse Beziehung 
der Gleichung zu den reducirten kubischen Gleichungen schliessen 
lässt. Das durch eine periodische Reihe ausgedrückte Absolutglied 
ist stets positiv, wie auch die hier geometrisch brauchbare Wurzel 
stets grösser als 1 sein muss. 


Machen wir die Gleichung mit der 


28) y® — Ay? + C —=( 
identisch, so folgt aus A = nn der Modulus 
29) | = A— VA—1, 


und ferner ist 

2a ee q " 3 

EN TEEN FARE RE SEE LEER 9 BIIBLE LN RR 
30) = V27’3C 105 5K 96008 5 SED 
und vermöge 25) 


A) — —— — 


In qq u EL an 
VE Ge ER 


Unter gewissen noch anzugebenden Bedingungen würde demnach 
die obige reducirte Gleichung vermittelst elliptischer Functionen lös- 


13% 
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bar sein, indem aus den Constanten derselben der Modulus auf ein- 
fache Art bestimmt werden kann und in Folge der hierdurch be- 
kannten X und q die Aufgabe von der Lösung der transcendenten 
Reihe abhängt. Sofern q klein ist, und dies ist meistens der Fall, 
ergibt sich durch Versuche der Wert von «, so dass y ebenfalls be- 
kannt ist. Da diese Bestimmung wenigstens theoretisches Interesse 
hat, so wollen wir noch die Bedingungen der Aufgabe in Kürze auf- 
suchen. Wird y = 1 gesetzt, ist also 


K® q 9? 259° 
a ge e 1—gq! ...) 
so wird stets in den andern Fällen 
Ka en q 99 
Er 9,30 De 
„sV2 TER 1— ’ 


sein müssen. Oder einfacher, es muss 


1-+2z'? 
Rn, 


a | 


sein. Da ausserdem auch A > 1, wie aus 29) hervorgeht, so setzen 
wir für eine allgemeinere Betrachtung die Gleichung 
32) a3 — ara? —e=0 


fest, worin a und ce vorläufig willkürliche positive Zahlen sein mögen, 
und setzen «’ = ny. 


Also wäre 


mit der Gleichung 28) in Beziehung zu bringen. Gemäss der obigen 
Bedingung hat man 


C [40 
= ---1 oder e an? —n®, 
n3 a 7 — 


a 14:2 \ DC RE 
Da aber - = an d. Klee IS SOIUUNEE 
N 22 1-+7'° 
e 2'2(1—z')? 


da N TE 
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sein. Oder was dasselbe ist 


1 1 2(1—7') 
aVya<arrz 
Die weitere Untersuchng hätte sich nun mit dem Ausdruck 
rechter Hand zu beschäftigen, der für verschiedene Moduli verschie- 
dene Werte erhält. Daher muss der Grenzfall des grössten Wertes 
gesucht, d. h. 
2(1—2z') 
(1-+:'°)% 
differentiirt werden. Der hieraus berechnete dem Maximum des obigen 
Ausdrucks entsprechende Wert von 2" bestimmt die Grenze für 


1 V: 
p as" 


welche nicht überschritten werden darf. 


Die Differentiation führt auf 


23 — 27? — ’+1 = 0, 
woraus für den Grenzfall 


Eingesetzt in die Ungleichung folgt 
11/c 1 4a? 
5 V‘; a 3,3 oder e< a7 


Man wird schon in dieser Bestimmung das für reducirte kubische 
Gleichungen von der Form 


3) pa g— 0 


wesentliche Unterscheidungsmerkmal für reelle und imaginaire Wur- 
zeln erkannt haben. Indem wir. die letztere Gieichung anstatt der 


1 Las 
früheren hier benutzen, also x = ande 5 einführen, geht 
die Ungleichung in die folgende 
279° < 4p? 


(dessen qg mit dem g der periodischen Reihen nicht verwechselt werden 
darf) über, welche die Bedingung von 3 reellen Wurzeln ausdrückt. 


Die Gleichungen, welche wir vorhin gefunden, beziehen sich also 
auf den casus irreductibilis, worin eine Wurzel die Ordinate y aus- 
drückt. 
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Aus der Transformation der obigen Gleichungen resultirt dem- 
nach 


1-2’? q EU 99° Iru 
2 m VRR Tg Tr et | Sr 
34) sa 2 = 5 15 60855 7 Pr 6085 aKt 


Wenn man mit Umgehung des Grenzfalles, für den es einer 
Unterscheidung nicht mehr bedarf, ein bestimmtes z wählt, so muss 
2'2(1 — 2‘)? ; 

At-33 sein. 


id 
35) 49 < 


Die Constanten q und X sind dadurch gegeben, so ist z. B. für 

1 
Be 2 z und 2, < m q = 0,085 7957, K = 2,156515. Bei kleinen 
von ‚q ist die Berechnung von » nicht besonders umständlich. 


Die durch eine periodische Reihe darstellbare Wurzel der Glei- 
chung ist dann 


dr q u ® 
36) <= 1 (> ee IK 


drru 
+ 0 yE—): 


Wir geben nachher auch noch die Auflösung der übrigen durch 
die Cardani’sche Formel lösbaren Fälle der kubischen Gleichungen 
veruittelst der Kettenlinie. 


X. 


In 19) haben wir tgamu in Form eines Quotienten durch zwei 
periodische Functionen ausgedrückt, so dass die Frage entsteht, ob 
ebenfalls sinama und cosam« auf ähnliche Art bestimmbar seien. Wir 
erinnern zu dem Ende an die Reihe 104) 


_.. 22sinpgcosp |, E An mu 4, 2nu 
Ep = u ne le Fr a Kt“ ; 
welche wir mit 


E qQ 2nu 
Ep = a a sin + a ai +.) 


durch Subtraction verbinden. Man findet folgende Relation 


(1 ae 2nu 


z2sinpcosp 27 (g(i+9) 
37) ee (Han nt z- sin Tr | 
3\2 
+4 ae in.) 


Baal om 
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Dieselbe lässt sich mit der Reihe 17) für s weiter verbinden. 


Die Division beider ergibt geordnet 


d+9° (1— 42)? . 2mu 
Ey ae + q UT 
38) cosamı — ee AyaR, ENTER FR 


30 0R —— i-g Sn +... 


rau sin = e +. 
39) sinam u 1 Amf #8 — 


folgt. 


Beide Reihen besitzen gleichen Zähler. 


Da sing = ist, so kann man für sinam« und ebenso für 


cosama zwei analoge Ausdrücke leicht herstellen, wenn man die für 
s und y entwickelten Reihen einsetzt. Die Reihe 


E #4n2 (2 g% u 29* ru 
a Rev Er EIN RE IR Er ET ET 
a er en ) 


14’? 
wird für y = re zum Maximum, d.h. es ist 
22 
E , 4n2 
MH) =,t7 Fate + Ia+- ): 
und für y= 1 zum Minimum 


Be al Ba ST ) 
: TR Rl-M I Big 


welche Formeln mit früheren übereinstimmen. Die Differenz beider 
möge man mit früheren Ableitungen vergleichen. 


Man kann nun die obige Reihe für y in folgender Art zur Bil- 
dung neuer Beziehungen verwerten. In Folge der Bedeutung von 


e& He” 
2 


y- 
besteht demnach die Reihe 


ee” E 4n% qQ? eu 20* 2rıu 
TE - (u: Dr. uk 
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Wir Differentiren sie unter Beachtung des in VII. gegebenen 


I ; 
Wertes von nn welcher in 


er — e=2 da Ar ( GRAN Ar Ag Du 
on eng RE ee K +.) 


eingesetzt, den neuen Ausdruck für ; 


hervorgehen lässt. 


Bemerkt man aber, dass der Nenner dieses Bruches durch 
ne V1--2'?—22’y ersetzt werden kann, und dass ferner s= Yy?—1, 
so geht unter diesen Substitutionen das letzte Resultat durch Qua- 

driren und Ordnen nach Potenzen von „ in das folgende über 


1472 1472 
Ha).9 0 ns TyT ne 


8ns 4 . nu dg*. ‚v2 ae 


so dass wiederum y durch eine jetzt vollständige kubische Gleichung, 
deren Coefficienten bestimmten Reducenten genügen müssen, bestimmt 
ist. Auch hier ist das stets positive Absolutglied durch eine Bari? 
dische Reihe definirt. 


Im Anschluss an die in 134) aufgestellte Beziehung, welche auch 


in 
43 2K z'2’(sinp cos p 9202. 9, 202. 9,208 
a (A (0 
umgewandelt werden kann, und worin wir sing duch a ferner 


22sin 2 BE 
s durch Dan ersetzen, resultirt der der obigen kubischen Glei- 


chung entsprechende transformirte Wert 


En Greece ey, 
3 & 


SR Ns (® 202.9, 202. 93 =) 


9, 202 Au 


Si 
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worauf wir hier aufmerksam machen. Die daraus hervorgehenden 
Beziehungen und Identitäten wollen wir indessen nicht weiter hier 
discutiren. 


RE Tg Ben 
Durch Combination der für y= 5 und. = 5 


auf- 


gestellten Reihen erhält man die Entwickelung von e+t?. 


Aus der Addition von 


% —xc E Ar? 2 4 
45) - ade = (; e „608 Mn =q ne ».) 


EI ER BETEN RR. 
und 
er — e° 2n2 q , TU 397. .29U 
5) Er (a +.) 


folgt demnach die folgende Reihe mit eigentümlichem Bildungsgesetz 


270° q EN IERE 29? 2ru 
6) = typ B ur ST REN T.d 
San. OT 4g* 4nu 
I nz au age 77 ) 


und vermittelst Subtraction die ihr analoge 


are 


E 2n2 RER, 2); 29° Inu 
ER Fe I Mar tr 


die sich durch symmetrische Ordnung auszeichnen. 


% 
Die in 11) entwickelte Function für e? lässt sich mit Anwendung 
bekannter Formeln leicht durch einen aus zwei einfach periodischen 
Quotienten wie folgt ausdrücken. 


Für 


m ) 
ee gar 


"+4 
folgt 


ru Anıu 
9 16 ER 
Re 1-42 Ar 2o* “rR — 2° A zZ = 2g 0085 +... 
a 1— — 2gsinn— —2g' en N 9 an wa fe 
Tu IE NDR 7 A 23K 


Die Reihenentwickelungen für die Coordinaten der Kettenlinie 
sind, wie aus Vorstehendem ersichtlich ist, sehr mannichfach und 
zeigen, wie sehr die Eigenschaften der Curve in analytischer Hin- 
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sicht durch Anwendung auf us elliptischen Functionen sich letzteren 
anschmiegen. Um noch andere Beziehungen geometrisch-analytischer 
Natur aufzustellen, wollen wir zunächst an die bekannte Formel 


(1 p)eose 3 
1-+2p c0os2c +2? 
erinnern, um mit Hülfe derselben einen andern Reihenausdruck ab- 
zuleiten. 


cos2—pcosd3e--p?cosdz ... = 


Die häufig auftretende Reihe 


RE ED ee... 
ge IR TE 3K t I gm 608 VE 


können wir durch Entwickelung der Brüche in geeigneter Reihen- 
folge leicht durch Partialquotienten von der Form 


2 
al +2) 008 5% 


1+2g9?c0s + g 


transformiren, daher ist vermöge der bekannten Bedeutung der Formel 
18) der Ausdruck für Z 


4 1 2 31 6 
19) 1 Feosnt hs Asa er 5 
1429? cos” Far, 1-+2g°cos 7 —+q'? 
und 
Erz 
ONE 
50) Vi: 2’y—=z v3 
| 2 3 6 
5 te, 
1+2Qcs + 1420 7 + 7” 


Der in 19) für tgamu abgeleitete Wert kann auch mit Hilfe 
der bekannten Relation 


d 1—4 
EB (in v3 5) —= cotamu, Durege $ 58. 


aus der früher entwickelten Reihe 


1—4 all q RR 
V=3=: le tn ag t- .) 


hergeleitet werden, indem man letztere logarithmisch differentürt. 


1 
1 a U un 
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Man findet ohne Mühe 


q EU RD ITTU 
aeg, 085, + 0 a 
51) cotamu — 57 2 3 EEE 


a able he I En 
2 ee du 
woraus vermittelst einer Umwandlung die erwähnte Formel hervor- 


geht. 


Wir wollen ferner die Reihe für tg, also 


3g® Ireu 
10-1 ‚sin, Se ee ) 


in Beziehung auf Öd und « differentiiren, man findet 


cos? .’K® \ ge. OR 1-00 DK 3x + -) 


wird ebenfalls y = un differentürt und endlich noch die Reihe 14) 


für y, so hat man zunächst 


dy sin Ö 

dd  cosd? 
2 dy a 
dus, .K> 


dd ey 
cosdo? sind 
TU Mes 20 ) 


A dd } 
Eliminirt man also Copd? aus den beiden ersten Formeln und 


d 
ersetzt n mittelst der letzten, 


so erhält man das Resultat 


Aq* Ira 


2 u 
sn, ST —poin . ea. 
18 5RT den a 


Man kann diese Entwickelungen in geometrischer Hinsicht deu- 
ten. Die Tangente der Kettenlinie im Punkte P schneide die Ab- 


scissenaxe in R. Bezeichnen 


wir nun die Strecken AR derselben 


zwischen der Tangente und der Ordinate y mit g, so ist 


gsino —L. 


Daher ist vermöge des obigen Reihenausdrucks für sind 


99° Iu 


a a 


REN u 
53) Del ge wi 
1 z sın K 


4g* , Du 


BT ee 
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Wir geben noch im Folgenden diejenigen Reihenentwickelungen, 
welche als Functionen einer durch die Kettenlinie dargestellten geo- 
metrischen Beziehung, sei es eine Gerade, Fläche oder Winkel, von 
einiger Wichtigkeit sind. 


Hinsichtlich der Ableitung dieser und anderer bemerken wir, dass 
hierfür zuweilen mehrere Wege offen stehen. 


Der Flächeninhalt des rechtwinkligen durch die Katheten s und 
2 gebildeten Dreiecks kann man unter Benutzung der Differential- 
formel für y in Verbindung mit der aus 


nt +) 
u. 


hervorgehenden Ableitung 


dy z’sinpcosp 
dp («+22 


leicht berechnet werden. Da nämlich 


»"sin P cos p — s2cotp = sl 
(z’ j2 ==,80 p — 
ist, so folgt 


2° q% 0. Tu Age: a RATEU Inu 
54) 1- m (Fam an ne Ar sin Z—- a) 
Es sei X C = m. Man hat den leicht berechenbaren Ausdruck 


Ferner sei der Winkel zwischen AX’C jund AC mit ö und der 
Winkel zwischen X’C und XP mit 6 bezeichnet. Aus 
sind a m 


sin? 2 


Ä FEN sin 
folgt, wie leicht zu finden ist, tg? = z'sinp, tgo = 2 


Denn es ist 


o+.'si 
tg0o = tg(ö-+e) — tgör:'sinp 


inet e h 


Daher kann man entweder zur Darstellung von tgo die ellipti- 
schen Transcendenten benutzen, wodurch 


2ygsin >, Be = a 
Hd 
Var’ 1-H2g00s C +2g1 00 ran 


DDR IR.0. 


ee u a" 


{2 z’sino=sin.. 


» 
des h 2 ee ui 
eh Sud > Ge 0 MS u Del u bl u U Dr a 2 un DA al 00 Din Be ml tn a 
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sinam« 
IJamu 
an, welche demnach die folgende geometrische Bedeutung 


2n.'( Vu. nu Vgq’ ı. Inu 
er a ange) 


oder man zieht die in der Theorie bekannte Reihe für her- 


gewinnt. 


Auf dieselbe Weise verwerten wir die für sinam« bekannte 
Reihe um tg@ = z’sinp durch dieselbe darzustellen. Demgemäss ist 


. vVq V® . Inu 
57) a AR 7 (8. sin Ta uhr +.) 


Diese Interpretation dieser bekannten Reihen ist jedenfalls be- 
merkenswert. 


Bemerkt man ferner, dass aus der Formel 


die Relation 


folgt, so geht auch die in V. abgeleitete Gleichung in die folgende 


4 n Tu 
(I-E7)K 2 nt En DY.d 


58) tgdd = 


über und analog folgt aus I. 


Q° Imu 
59) aaresintg4d = ar, ee an E 


Drru 


+35 T, Ei An 


die demnach wie ‘die vorhergehenden vermittelst der Kettenlinie 
geometrisch interpretirt ist. 


Auch die früher aufgestellte Reihe 


SinpCosp __ gig)? PA) „.zuu : 
RE T 1—g: sin + 1-g@ RT 


welche geometrisch durch eine Normale des Amplitudendreiecks, d.i. 
durch, !sing bezeichnet werden kann, ist noch einer Transformation 
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fähig. Wir multipliciren sie mit ee — du und integriren. Das all- 


semeinere Integral ist 


Transformationen der elliptischen Functionen 


d cos p 4 
—;,' ee dirg* UL | 
lu cos ef = 2 Re cos + “ +C, \ 
oder 
1112608 9 Are qi1-+q)? E 
\ Incosg— In Tg ira, 2 IR )+ C. | 
i 
Für p = 0 folgt ' 
2147’ (a1 +9° 
= —| IBAN, LER —2 ER .)+a 
Daher ist } 
N OD z—1—e 1 Rs PERLE 
4 2co8p— A—z' 21-2 c0osp N3K 
oder mit Einführung der Relation 
1-8 cos « ham, us, (Leg ee 
An 1—z' cos p 1— gt 1 IK an 1 gar ER 
Nun ist aber 
Lena sel 
1—:2 csg Ad-4rY 1-27" 
Demnach auch 
Te a a ae Fa . 2mu? 
60) ne Ale u) ee nor] 
Man sieht, mit welcher Leichtigkeit solche Combinationen ge- 


wonnen werden können. 


Von denjenigen, welche noch zu erwähnen 
sind, wählen wir zum Zweck einer Differentiation die in 46) abge- 
leiteten Relationen, die demnach differentürt 


„de mE (NG, 2ru 94 Iru 
a Reigen st age — 1. 08ar = 
„a nm a AA. Tu 94 Imu 
Re a ae 1— q* MaK er. N 
und durcheinander dividirt die Formel 
q 4g? Iru 99° Imu 
EIRGE st An er. 
6 — BR N 
IN nel I REN ne . 27U 99° Ben 
RT IK 1 AMIgT 7 mu N a 
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geben. Auch aus den beiden ersten ergeben sich nach Einsetzen 


Ic 
des für = bekannten Wertes neue Relationen für e+*. 


Bemerkenswerter ist die Transformation der in 48) für es” auf- 
gestellten Formel, welche wir jetzt untersuchen wollen. 


Man findet zunächst 


Drru 
Lögi 
Ne 2gsin, —2g° ne SE a) In 57 
62) est + 1 Ä ITTU 


LT Pe Vo DAR TE 
1—2q cos” 1095 oes — 2q°°cos jr 


Die beiden hier erscheinenden Reihen sind, wie man sieht, ellip- 
tische Transcendenten. Da der Ausdruck zur Rechten mit dem Quo- 
tienten für die Function sinam« übereinstimmt, wenn q anstatt q* 
eingeführt wird, so ist eine Reduction auf diese Relation leicht durch- 
führbar. Lösen wir demnach die letzte Gleichung nach e#* auf, so 
ist in dem genannten Sinne unter Benutzung bekannter Formeln 


63) et a va sin u : Vo na) ) 


1— Yzsing Wear 3 ya sK 


welche neue Beziehung wir nachher einer dynamischen Betrachtung 
zu Grunde legen werden. 


Eine neue Transformation von 63) würde noch die folgende 
liefern 


A-2sinpcosp ( Vg.. nu 
rt al 2 
4—2zS1NnPCOSp 1 


3 
12% sin -- .) 


Aus der ersten kann noch mittelst einer weitern Umgestaltung 
die folgende abgeleitet werden. 


1 
64) In. NT 


1— vyasinp 
22 1+ Yzsing 


nu BA WINE 
1 2ygsin. tVod—2vVgsing+V®) er 


A+2Ygsins. + VoUA+2VPsnsE + VM.- 


Für 9 = 90 folgt nach mehrfacher Umwandlung ein schon früher 
gefundenes Resultat. 


Wir bemerken noch, dass wegen der leicht abzuleitenden Glei- 
chung | 


+ Ir 
ar N 
f IM 


| : in Folge der Bedeutung von i 


die folgende Relation _ 


; . v Y 


besteht: © 0 N ae $ 


“ { ‘ 
c y . IN x 
ix 1 
IR L 
” hi j , Art RE 
r 4 Y 
a —_ ., 
. u a p R 
Lir \ 4 Hs 
4 N ri * b 
x * x 
' } " . h 
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\ 3 
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? 4 ’ 
/ 
Fr 
ä 
N 
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vn. 


Die Darstellung der Flächen vierter Ordnung 
mit Doppelkegelschnitt durch hyperelliptische 
Functionen. 


Von 


Paul Richard Domsch. 


Erster Teil. 


Einleitung. 


Wenn wir in Folgendem statt der allgemeinen Flächen 
vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt vorwiegend die 
Cykliden in Betracht ziehen, wenn wir also für den Doppelkegel- 
schnitt den imaginären Kugelkreis nehmen, so 'ist dies durchaus keine 
wesentliche Beschränkung. Von projectivem Standpunkt betrachtet 
hat jener .ja keine ausgezeichnete Lage, wir können jederzeit unsere 
Cyklide, resp. das Cyklidensystem einer linearen Transformation 
unterwerfen, welche den Kugelkreis zu einem Kegelschnitt im End- 
lichen macht, und die zu gewinnenden Sätze werden dann in unver- 
änderter Form sogar bestehen bleiben, wenn wir nach der Collineation 
den nunmehrigen Doppelkegelschnitt zur Grundlage der Mass- 
bestimmung wählen. Nehmen wir in den Transformationsformeln 
die Coefficienten complex an, so können wir sogar den Doppel- 
kegelschnitt reell machen, wodurch allerdings alle Realitätsver- 
hältnisse sich ändern, und auch unsere Resultate die bezüglichen 
Modificationen erleiden. 
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Wir beschäftigen uns demnach allein mit den Cykliden und 
suchen die Resultate zu verwerten, die von Moutard !), Darboux ?), 
Casey ?) über jene Flächen und Flächensysteme gewonnen wurden. 


Zur Erreichung des Zweckes, die Darstellung durch hyperellipti- 
sche Functionen zu leisten, bieten sich mehrere Wege dar. 


Das Zunächstliegende würde sein, die Untersuchung direct zu 
führen und auszugehen von der Darstellung der Cyklide, bezogen auf 
ein orthogonales Fünfkugelsystem in sogenannten pentasphäri- 
schen Coordinaten (unter pentasphärischen Coordinaten eines 
Punktes versteht man die mit gewissen Constanten multiplicirten 
Potenzen des Punktes in Bezug aufjene 5 Fundamentalkugeln). In- 
dem man diese Coordinaten als Functionen der beiden Krümmungs- 
linienparameter der Cyklide darstellt, zeigt sich sofort die Möglich- 
keit der Durchführung der Aufgabe. (Zuerst ausgesprochen findet 
sich dies bei Darboux, Comptes Rendus Bd. 69, p. 392: Sur une 
nouvelle serie de systemes orthogonaux algebriques). Die penta- 
sphärischen Coordinaten lassen sich 5 hyperelliptischen $Functionen 
vom Geschlecht 2 proportional setzen, welche einem sogenannten 
Rosenhain’schen Sechsersystem angehören, und nun wird die Kennt- 
niss der #Functionen und deren Relationen zu verwerten gesucht 
für die Gewinnung geometrischer Sätze für die Cykliden. 


1) Moutard: „Note sur la transformation par rayons vecteurs r@cipro- 
ques“, „Note sur les surfaces anallagmatiques du quatrieme ordre“, Nouy. Ann. 
de Math. 2. S. Bd. 3., 1864, p. 306—9, p. 536—39. 

— Sur les lignes de courbure d’une classe de surfaces du quatrieme 
ordre, Comptes Rendus, Bd. 59., p. 243. 


2) Darboux: „Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces 
algebriques“, Paris, Gauthier-Villars, 1873: Man findet darin ausser einem 
der Pariser Akademie 1869 eingereichten Memoire eine Zusammenstellung aller 
Noten und kleineren Aufsätze, die Herr Darboux über diesen Gegenstand ge- 
schrieben, am Schluss des Werks auch eine ausführliche Litteraturangabe, die 
Cykliden betreffend. 

3) Casey: „On Oyclides and Sphero-Quarties, Phil, Transactions, Bd. 161., 
p. 585. In jüngster Zeit hat der Gegenstand einc erneute Behandlung er- 
fahren durch Herrn Gino Loria (Ricerche intorno alla Geometria della sfera 
e loro applicazione allo studio ed alla classificazione delle superficie di quatro 
ordine aventi per linea doppia il cerchio imaginario all’ infinito, Memorie delle 
Reale Academia delle Scienze di Torino, Ser. 2., Bd. 36.), der von der Be- 
trachtung von Kugelcomplexen und Congruenzen ausgeht, und durch Herrn 
Segre (Etude des differentes surfaces du 4 ordre & conique double etc., Math. 
Ann. Bd. 24., p. 313.), der in einer umfangreichen Abhandlung die Flächen 
vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt betrachtet als Centralprojectionen des 
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Um insbesondere ausgezeichnete Curvensysteme auf der Cyklide 
zu erhalten, setzt man, in den einfachsten Fällen wenigstens, $ Func- 
tionen, deren Argumente sich von denen der gegebenen um Con- 
stante unterscheiden, gleich Null und erhält hierdurch eine Gleichung 
zwischen den beiden Parametern der Cyklide, also die Gleichung 
einer Curve auf der Fläche; die Wahl der Constanten bestimmt die 
Art der Curven. 


Eine zweite Methode ist indirecter Natur und nimmt ihren 
Ausgangspunkt nicht von der Cyklide, sondern von Flächen, resp. 
Flächensystemen, die bereits durch hyperelliptische Trans- 
cendente dargestellt sind und in Beziehung zur Cyklide, resp. dem 
confocalen Cyklidensystem gesetzt werden können. 


Herr Darboux gab im Jahre 1864 in den Annales de l’Eecole 
Normale Sup£erieure eine einzweideutige Transformation an, welche 
eine Oberfläche 2ter Ordnung in eine Cyklide, eine Flächenschaar 
2ten Grades in ein confocales Cyklidensystem verwandelt. 


Nun ist die Fläche 2ten Grades, resp. die Flächenschaar 2ten 
Grades durch hyperelliptische Functionen dargestellt, in neuester 
Zeit z. B. in eingehender Weise von Herrn Staude *), der dazu ge- 
langte, eine grosse Anzahl von © Relationen als geometrische Sätze 
über die Flächen 2ten Grades auszusprechen, und die Darstellung 
namentlich benutzte, um die bekannten Schliessungssätze zu 
erhalten, die sich auf Polygone beziehen, die von den gemeinsamen 
Tangenten der Flächen der Schaar 2ten Grades gebildet werden. 


Von diesen Resultaten ausgehend, gelangt man mit Hilfe der 
Darboux’schen Transformation ohne erhebliche Mühe zu einer Dar- 
stellung des Cyklidensystems durch hyperelliptische Functionen, zu 
einer analogen Deutnng der © Relationen in der Geometrie der Oy- 
kliden und zu entsprechenden Schliessungssätzen. 


Schnittes zweier quadratischen Mannigfaltigkeiten von 3 Dimensionen im 
linearen Raum von 4 Dimensionen auf den gewöhnlichen Raum. Diese Me- 
thode führt ihn zu den bekannten und einzelnen neuen Sätzen über die Cy- 
kliden, sowie zu einer erschöpfenden Classification, die. auch von Herrn Loria 
gegeben wird für den Fall eines nicht zerfallenden Doppelkegelschnitts. Wir 
verweisen noch besonders auf die geschichtliche Einleitung, die Herr Segre 
seiner Abhandlung vorausschickt. 


4) Staude: „Geometr. Deutung der Additionstheoreme der hyperelliptischen 
Integrale und Functionen 1. Ordng. im System der confocalen Flächen 2. Gra- 
des“, Math. Annalen, Bd, 22, p. 1. 

— „Ueber geodätische Polygone auf den Flächen 2ten Grades“, Math. 
Ann,, Bd. 21., p. 219. 
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Noch eine andere Flächenart ist durch hyperelliptische Func- 
tionen dargestellt, die Kummer’sche Fläche. 


Nachdem Herr Klein im 5ten Band der Math. Annalen p. 302, 
fals Erster auf die Möglichkeit der Darstellung hingewiesen hatte 
olgten die Ausführungen durch die Herren Cayley 5) und Borchardt®) 
im 83ten Band des Crelle’schen Journals, von H. Weber ?) im 84ten 
Band desselben Journals und von Herrn Rohn ®?) im 15ten Band deu 
Annalen. 


Andererseits hat Herr Lie im 5ten Band der Annalen „Ueber 
CGomplexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe‘“, p. 145. ff. ge- 
zeigt, wie durch eine Berührungstransformation, welche die Punkte 
des einen Raumes in die Minimalgeraden?) des andern, die 
Geraden in die Kugeln, Flächenelemente, die consecutive Punkte 
einer Geraden gemein haben, in die Flächenelemente der entsprechen- 
den Bildkugel überführt, die Kummer’sche Fläche in eine Cy- 
klide transformirt wird; die Kummer’sche Fläche wird dabei an- 
gesehen als Brennfläche einer Congruenz 2terOrdnung und Classe, nicht 
als Singularitätenfläche einer Complexschaar 2ten Grades. 


Hat man auf diesem Wege die Beziehungen zwischen Kummer- 
scher Fläche und Cyklide vollständig klar gelegt, so ist damit auch 
die Darstellung der Cyklide durcn hyperelliptische Functionen ge- 
eistet. Die % Relationen bleiben ja bei der Berührungstransfor- 
mation invariant, sie ändern nur ihre Bedeutung, wie es das Ueber- 
tragungsprincip angiebt. 


Dabei haben wir noch den Vorteil, dass wir zu gleicher Zeit 3 
Arten der Darstellung erhalten, entsprechend den 3 Weisen, durch 
welche die Kummer’sche Fläche durch % Functionen dargestellt 
wurde: 


5) Cayley: „On the double Ofunctions in connexion with a 16 noda 
quartic surface“, Crelle’s Journal Bd. 83., p. 210. 

6) Borchardt: „Ueber die Darstellung der Kummer’schen Fläche durch 
die Göpel’sche biquadratische Relation etc.“. Crelle’s Journal, Bd. 83., p. 234. 

7) Weber: „Ueber die Kummer’sche Fläche 4ter Ordnung mit 16 Kno 
teupuncten und ihre Beziehung zu den Thetafunetionen mit 2 Veränderlichen“ 
Crelle’s Journal, Bd. 84., p. 332. 

8) Rohn: „Transformation der hyperelliptischen Functionen p== und 2. 
ihre Bedeutung für die Kummer’sche Fläche“, Math. Annalen, Bd. 15., p. 315 

9) Anschliessend an Herrn Lie werden wir Minimalgerade die Geraden 
nennen, welche den Kugelkreis treffen, die „lignes de longueur nulle*. 
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1. die liniengeometrische Darstellung Rohn’s; 
. die Borchardt’sche Darstellung; 
3. die Cayley-Weber’sche Darstellung 19). 


In Folge dessen erhalten wir auch 3 Serien von Ourvensystemen 
auf Kummer’scher Fläche und Cyklide. 


Wenn wir in Folgendem der 2ten, indirecten Methode den 
Vorzug geben und also einmal von der Flächenschaar 2ten Grades 
das andere Mal von der Kummer’schen Fläche ausgehend, die Dar- 
stellung der COykliden durch hyperelliptische Transcendente leisten, 
so geschieht dies zunächst aus dem Grunde grösserer Einfachheit. 
Wir können ja das reiche, schon vorhandene Material verwerten, und 
cs kommt in der Hauptsache nur auf eine Umdeutung der bereits 
gewonnenen Formeln und Sätze an. Weiterhin eröffnet sich uns hier- 
durch aber auch die Perspective, mit Hilfe der Cyklide als Zwischen- 
glied eine Beziehung zwischen Fläche 2ten Grades und Kummer’scher 
Fläche herzustellen und so z. B. die Schliessungssätze auch für die 
Geometrie der Kummer’schen Fläche zu verwerten. 


Demgemäss wird sich der Gang der Untersuchung in folgender 
Weise gestalten: 


Im ersten Teile behandeln wir die Beziehungen zwischen der 
Flächenschaar 2ten Grades und dem confocalen Cykli- 
densystem und zwar im 1ten Capitel zunächst die (1,2)deu- 
tige Transformation, welche die Ueberführung leistet. Wir 
gewinnen dadurch im 2ten Capitel eine Uebersicht über die ge- 
staltlichen Verhältnisse der Cykliden, über den Verlauf 
der Krümmungslinien und der geodätischen Curven auf 
denselben. 


Das 3te Capitel deutet das Abel’sche Theorem für 
überall endliche Integrale in der Flächenschaar 2ten Grades und 
dem Cyklidensystem. Wir finden, dass die Gleichungen desselben 
Differentialgleichungen der 2 Flächen des Systems je 
2fach berührenden Kreise sind, und erhalten hierauf Sätze 
für die 4 durch ein Punktepaar gehenden Doppelberührungs- 
kreise, sowie die Deutung des einfachen Additionsproblems 
im Cyklidensystem. Im letzten Paragraphen dieses Capitels endlich 


10) Die dreierlei % hängen dabei so zusammen, dass die der zweiten Dar- 
stellung aus denen der lten, und die der 3ten aus denen der 3ten durch 
quadratische Transformation gewonnen werden können, die der 2ten aus denen 
der lten, also durch Zweiteilung der Argumente hervorgehen. 
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zeigen wir, wie man zu Schliessungssätzen gelangen kann, die 
innerhalb der Congruenz der gemeinsamen Doppelberüh- 
rungskreise zweier confocaler Flächen der Cyklidenschaar gelten 
und führen dies an einem Beispiel durch. 


Im zweiten Teile behandeln wir nun die Transformation 
des Raumes der Kummer’schen Fläche iin den Cykliden- 
raum, welche durch die erwähnte Berührungstransformation 
vermittelt wird. 


Nachdem wir im ersten Capitel zunächst die Fundamen- 
talgebilde in der Geometrie der Kummer’schen Fläche 
und ihre Uebertragung betrachtet haben, setzen wir sodann die 
einzelne Kummer’sche Fläche in Beziehung zur einzelnen 
Cyklide, eine Schaar Kummer’scher Flächen, die sich längs einer 
ausgezeichneten Haupttangentencurve ter Ordnung berühren, in Be- 
ziehung zum confocalen Cyklidensystem. Der Darstellung 
der Kummer’schen Fläche durch die Parameter der Haupt- 
tangentencurven entspricht die Darstellung der Cyklide. durch 
Krümmungslinienparameter. 


Um nun die Abbildung von Curven auf der Kummer’schen 
Fläche in solche auf ‚der Cyklide in möglichst allgemeiner 
Weise zu behandeln, betrachten wir hierauf zunächst die Abbil- 
dung von Linienflächen, deren Erzeugende einem ausge- 
zeichneten linearen Complex angehören, und alsdann das 
Entsprechen von Curven auf beiden Flächen mit beson- 
derer Berücksichtigung der Singularitäten. 


Das 2te Capitel bringt nun die Anwendung der erhaltenen 
Resultate; wir betrachten Kummer’sche Fläche und Cyklide 
unter Berücksichtigung der $ Functionen. Den dreierlei $ Func- 
tionen, den lineargeometrischen, den Borchardt’schen, den Weber- 
schen entsprechen 3 Reihen von Curvensystemen auf der 
Cyklide, wie auf der Kummer’schen Fläche; diese Curven- 
systeme werden der Untersuchung unterzogen. 


Im Schlusscapitel endlich gehen wir noch etwas ein auf die 
Beziehungen zwischen der Kummer’schen Flächenschaar 
und der Flächenschaar 2ten Grades, insbesondere auf die 
Uebertragung der im 3ten Capitel des ersten Teils behandelten 
Schliessungssätze. 
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I. Teil. 
Flächenschaar IIten Grades und Cyklidensystem. 


I Capitel. 


Transformation der Flächenschaar 2ten Grades in ein confocales 
Cyklidensystem. 


Wie schon in der Einleitung erwähnt, gab Herr Darboux im 

‚ Jahre 1864 in den Annales de l’Ecole Normale, Bd. 1. eine (1, 2)- 

deutige Transformation an, welche eine Oberfläche 2ten Grades in 

eine Cyklide, eine Flächenschaar 2ten Grades in ein confocales Oy- 
klidensystem verwandelt. 


Ist nämlich irgend eine Fundamentalkugel 
So —— 0) 


gegeben, so ordnen wir einem beliebigen Punkte u die 2 Punkt- 
kugeln m und m’ zu, welche dem Kugelbüschel angehören, das durch 
die Fundamentalkugel und die Polarebene des gegebenen Punktes u 
in Bezug auf die Kugel bestimmt wird. Neben diese Zuordnung von 
Punkten und Punktepaaren stellt sich eine solche von Ebenen und 
Punktepaaren, indem man jeder Ebene das Punktkugelpaar ent- 
sprechen lässt, das sich in dem durch Ebene und Fundamentalkugel 
bestimmten Büschel findet. Reellen Ebenen entsprechen dann nur 
reelle Punktepaare, wenn erstere die Fundamentalkugel nicht schnei- 
den; m und m’ sind also allein reell, wenn « im Innern der Kugel 
liegt. Es bildet sich auf diese Weise das Innere der Kugel vermöge 
der Transformation auf den gesammten Punktraum ab. 


Nimmt man den Fundamentalkugelmittelpunkt zum Coordinaten- 
anfang und nennt «’y'z’ die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten 
des Punktes u, so ist die Transformation analytisch definirt durch 
die Formeln: 


EL SEN Tr 
“ Tetr rer 
1) RER EN. 
vTatptetR 
log) 2Ry22 


= SfpFeER: 
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Hierbei sind x, y, 2 die Coordinaten des Punktpaares mm’, Ry 
der Radius der Fundamentalkugel ). 


Wir sehen ohne weiteres aus den Formeln: 


Beschreibt u eine Ebene, so beschreibt das Punktepaar (mm’) 
eine Kugel, die orthogonal zu der gegebenen ist; geht die Ebene 
durch den Kugelmittelpunkt, so wird aus ihr wiederum eine 
Ebene; berührt sie die Fundamentalkugel, so wird sie zu einer 
Punktkugel, dem Berührungspunkt. 


Die Geraden gehen mit Hilfe der Transformation in Kreise 
über, die senkrecht auf der Fundamentalkugel stehen. 


Einer Curve „ten Grades entspricht im Allgemeinen eine Curve 
vom Grade 2n, die den Kugelkreis in 2» Punkten schneidet. Wenn 
indessen der Mittelpunkt der Fundamentalkugel ein «facher Punkt 
der Curve ist, so vermindert sich der Grad um « und um ebensoviel 
die Zahl der Schnittpunkte mit dem Kugelkreis. Berührt die Qurve 
die Fundamentalkugel in einem Punkte «a, sa ist dieser Punkt a ein 
Doppelpunkt der transformirten Ourve. 


Im Speciellen entspricht also einem Kegelschnitt eine sphärische 
Curve 4ter Ordnung, die den Kugelkreis in 4 Punkten schneidet; 
berührt der Kegelschnitt die Fundamentalkugel in 2 Punkten, so 
zerfällt die Curve 4ter Ordnung in 2 sich in 2 Punkten schneidende 
Kreise. 


Einer Fläche „ter Ordnung, welche im Mittelpunkt der 
Fundamentalkugel einen yfachen Punkt besitzt, entspricht eine 
Fläche von der Ordnung (2r—p). Berührt die ursprüngliche 
Fläche die Fundamentalkugel in einem Punkte a, so hat die trans- 
formirte Fläche in a einen Knotenpunkt. 


Den Kugelkreis enthält die Fläche halb soviel mal zählend, als 
ihre Ordnung » beträgt !?). | 


Einer Oberflüche 2ten Grades entspricht im Allgemeinen eine 
Fläche 4ter Ordnung, die den Kugelkreis als Doppelcurve enthält. 


11) Genau dieselben Transformationsformeln begegnen uns bei Beltrami 
Ann. di Mat. 2. Ser., Bd. 2., 1868, Teoria fondam. degli spazi di curr. 
const,, später bei Killing, Bd. 86. u. 89. des Crelle’schen Journ. Sie dienen 
daselbst zur Transformation des gewöhnlichen Raumes in einen solchen nicht- 
euklidischen, in welchem sich die Geraden in 2 Punkten schneiden. 

12) Wenigstens im Allgemeinen; ist der Mittelpunkt pfacher Punkt, so 
zählt der Kugelkreis n — pfach, 
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Geht die Oberfläche 2ten Grades durch den Mittelpunkt der Funda- 
mentalkugel, so ist die transformirte Fläche nur von der 3 ten Ord- 
nung; es scheidet sich die unendlich ferne Ebene ab, der Kugelkreis 
ist einfache Linie auf dem übrig bleibenden Teil. 


Flächen vierter Ordnung aber, die den Kugelkreis als Doppel- 
curve besitzen, nennen wir nach dem Vorgange von Darboux und 
Moutard Cykliden. Wir haben somit den Satz erhalten: 


„Oberflächen 2ter Ordnung verwandeln sich mit Hilfe der ein- 
„zweideutigen Transformation, wie sie durch die Formeln 1) ver- 
„mittelt wird, in Cykliden.“ 


Wir greifen jetzt eine beliebige Fläche 2ten Grades heraus, und 
beziehen dieselbe in Gemeinschaft mit der Fundamentalkugel auf 
das ihnen gemeiusame Polartetraeder, dessen Ebenen bezeichnet seien 


durch 


2) = 0, 1 0, Lg = 0, 4 = 07 


Alsdann können wir die Gleichungen von Kugel und Oberfläche 
2ten Grades in der Gestalt schreiben: 


Ra 
3) | 5 a u u ha 7 
D) 
277 Agag? + 0237042,” — 0 
Beide Flächen bestimmen eine ganze Flächenschaar, die der- 


selben Developpabelen einbeschrieben ist und dargestellt wird durch 
die Gleichung 


8% X“ mg ER 
= dran,‘ 
wo 

1 
re PAR I 


Cs 


Die Ebenen des gemeinsamen Polartetraeders verwandeln sich 
vermöge der Transformation 1) in 4 Kugeln, die orthogonal zur 
Fundamentalkugel und gegen einander sind; sie bilden mit der Fun- 
damentalkugel ein pentasphärisches Fundamentalsystem; 
die 4 Ecken des Polartetraeders sind die 4 Centren der neu hinzu- 
kommenden Kugeln. 


Die Coordinaten eines Punktes in Bezug auf das Polartetraeder 
verwandeln sich durch die Transformation, wie sich sofort ergiebt 13), 


13) Man vergleiche Darboux, Sur une classe rem. etc. p. 133. 
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in die Verhältnisse der 4 Potenzen des Punktes in Bezug auf die 4 
den Coordinatenebenen entsprechenden Kugeln zu der Potenz in Be- 
zug auf die gegebene Fundamentalkugel, jede Potenz dividirt durch 
den Radius der zugehörigen Kugel des Fundamentalsystems. DBe- 
zeichnet man demnach mit 8; (@ = 1, 2, 3, 4) die 4 Potenzen eines 
Punktes in Bezug auf die vier den Tetraederebenen entsprechenden 
Kugeln, mit S, die Potenz in Bezug auf die Fundamentalkugel, mit 
Ri @=1, 2, 3, 4) die Radien der ersteren 4 Kugeln, mit R, den 
Radius der Fundamentalkugel und setzt 


Si 
5) Tr a ae EN | 
so erhält man 
Si 
6) GG R 


Mit Hilfe dieser Transformationsformel nimmt die Gleichung der 
Cyklidenschaar, welche der Flächenschaar 4) entspricht, die Ge- 
stalt an 

2 2: W 
d. —t_ 0, 


Rt UA A Sp 


6) 


Diese Gleichung stellt aber bekanntlich ein 3fach orthogonales 
Cyklidensystem dar (Darboux, a. a. O. p. 134.). Durch jedes reelle 
Punktepaar im Raume (s,sas3s;) gehen 3 reelle Flächen der Schaar 
die sich rechtwinklig, also in ihren Krümmungslinien schneiden. Wir 
fassen dies Resultat in den Satz: 


„Die Flächenschaar zweiten Grades, deren Flächen derselben 
„Developpabelen einbeschrieben sind, verwandelt sich durch die ge- 
„gebene Transformation in ein confocales Cyklidensystem“. 


Wir gelangen zu demselben confocalen Cyklidensystem, wenn wir 
von 4 anderen Flächen 2ten Grades ausgehen, deren reciproke 1%) 


Flächen mit der reciproken Fläche der durch 3) dargestellten con- 


focal sind und mit der letzteren gemeinschaftlich von einer Gleichung 
5ten Grades abhängen "); die ursprünglichen vier Flächen bilden 
also mit der durch 3) dargestellten ein Flächenbüschel 2ten Grades. 
Indem wir dergestalt einer jeden derselben eine bestimmte der 4 
übrigen Kugeln des Fundamentalsystems zuordnen, erhalten wir 4 
neue Flächenschaaren, und diese transformiren sich in dasselbe 
Cyklidensystem. | 


14) Reciprok in Bezug auf je 1 der Fundamentalkugeln. 
15) Darboux, a. a. O. p. 114. 


ZN 
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Statt die Flächenschaaren zu transformiren, können wir natür- 
lich auch die reciproken Flächenbüschel in Betracht ziehen, indem 
wir den Ebenen des Raumes des Flächenbüschels die Punktepaare 
entsprechen lassen. 


Eine Fläche aus einem der Büschel ist alsdann der Ort der 
Centren der ©? Kugelschaar, deren Kugeln die entsprechende Cy- 
klide je doppelt berühren und sie dergestalt erzeugen. 


Neben diese eine Erzeugung siellen sich 4 andere durch weitere 


' 4 Kugelschaaren, die Centren bilden 4 Flächen aus den 4 übrigen 


Büscheln, die mit der aus dem ersten Büschel confocal sind 9). 


Die Durchschnittscurve einer Kugel und einer beliebigen Fläche - 
2ter Ordnung hat entweder keine reellen Punkte, oder besteht aus 
zwei paaren Zügen oder aus einem paaren Zuge. 


Ist eine der Fundamentalkugeln ohne reelle Punkte, aber mit 
reellem Centrum, d, h. sind die Coefficienten reell, so ist die Durch- 
schnittscurve ohne reelle Punkte, das Polartetraeder hat dann be- 
kanntlich 4 reelle Ecken. Also haben die 4 übrigen Kugeln des 
Fundamentalsystems reelle Centren. Dann müssen 2 der 5 Kugeln 
conjugirt sein, d. h. im Centrum übereinstimmen und Radien der 
Form ZR resp. ©.R besitzen. Es ist also der Mittelpunkt der Aus- 
gangskugel ohne reelle Punkte zugleich der Mittelpunkt einer zweiten 
Kugel des Orthogonalsystems mit reellen Punkten. Da. in diesem 
Falle 3 der Ebenen des Polartetraeders durch den Mittelpunkt der 
Kugel gehen, so fällt die vierte Ebene des Tetraeders mit der un- 
endlich fernen Ebene zusammen, und weiterhin wird das Fünfkugel- 
system aus 3 orthogonalen Ebenen und 2 Kugeln gebildet, die ihre 
Mittelpunkte im Schnittpunkte jener 3 Ebenen haben, deren Radien 
aber von der Form R, bezichentlich ©.R sind. 


Da in diesem Falie alle 5 Polartetraeder reelle Ecken besitzen, 
so bestehen die 5 Durchschnittscurven der 5 Kugeln mit den 5 De- 
ferenten entweder aus je 2 paaren Zügen oder sind Curven ohne 
reelle Punkte. Diese 5 Curven sind die Focalcurven des Cy- 


 klidensystems, 2 von ihnen sind reell und bestehen also aus je 


2 paaren Zügen, 3 dagegen haben keine reellen Punkte. 


Das orthogonale Fünfkugelsystem kann aber auch so beschaffen 
sein, dass 3 Kugeln reelle Punkte besitzen, 2 Kugeln dagegen nur 
imaginäre Punkte und dabei conjugirt imaginäre Centren., (Die 


16) Diese Flächen, die den Ort für die Centren der doppelt berührenden 
Kugeln bilden, nennt Herr Darboux „Deferenten“, 
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Gleichungen der letzteren haben alsdann keine reellen Coefficienten, 
sondern letztere haben conjugirt imaginäre Werte.). 


Gehen wir in diesem Falle von einer der reellen Kugeln aus, 
so erhalten wir ein Polartetraeder mit 2 reellen und 2 conjugirt 


imaginären Ecken. Die Durchschnittscurve mit der entsprechenden 


deferenten Fläche besteht demnach bei allen 3 reellen Kugeln jedes- 
mal aus einem paaren Zug mit reellen Punkten, es sind also 3 
Focalen des Cyklidensystems reell und bestehen aus einem paaren 
Zug. In diesem Falle hat die Gleichung der Flächenschaar 2ten 
Grades, bezogen auf das kanonische System 2), keine reellen Coef- 
ficienten mehr, in der Gleichung 4) sind jetzt 2a; conjugirt imaginär 
ebenso wie die entsprechenden 2r,. Es gehen jetzt nicht mehr durch 
jeden Punkt des Raumes 3 reelle Flächen der Schaar, sondern nur 
durch die im Imnern der Kugel gelegenen Punkte. Nun bildet sich 
aber das Innere der Kugel auf den gesammten Cyklidenraum ab; es 
gehen also trotzdem im Cyklidenraum durch jeden reellen Punkt im 
Raume 3 reelle Flächen des confocalen Cyklidensvstems hindurch. 
Die Cykliden des confocalen Systems haben in diesem Falle aber 
eine wesentlich andere Gestalt als in dem, wo nur eine der Kugeln 
ohne reelle Punkte war. Die Cykliden sind in diesem Falle durch- 
weg einteilig, der Schnitt mit einer Symmetrieebene liefert ein Cur- 
vensystem, wie es sich bei Herrn Holzmüller !7) gezeichnet findet. 


11.2Ganıi vet. 
Gestaltliche Verhältnisse der Cykliden. 


$ 1. Hauptformen. 


Betrachten wir im Raum der Flächenschaar 2ten Grades die 
Fundamentalkugel, oder irgend eine andere Fläche der Schaar als 
Fundamentalfläche der Massbestimmung !°), so stellt die Flächen- 
schaar in dieser Massbestimmung ein dreifach orthognoales Flächen- 
system dar. Durch jeden reellen Punkt gehen 3 reelle Flächen der 


17) „Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften“, Taf. 
64. u. 66. Man vergl. auch Siebeck, Cr. Journ., Bd. 57., p. 359., Bd. 59., 
p- 173° | 

18) Cayley war der erste („Sixth Memoir upon Quanties“, Phil. Trans- 
actions Bd. 149., 1859) der zu der Auffasssung gelangte, das „Mass“ nicht 
dem Gebilde anhaften zu lassen, sondern es darzustellen als Beziehung zu 
einem zweiten Gebilde. Man vergleiche auch Klein: „Ueber die sogenannte 
Nicht-Euklidische Geometrie“, Math. Annalen Bd. 4., p.-573., Bd. 6., p. 112. 


mit Doppelkegelschnitt durch hyperelliptische Funetionen. 205 


Schaar, und diese schneiden sich jeweils in den Krümmungslinien im 
_ erweiterten Sinne des Wortes. 


Beschränken wir uns jetzt ausserdem auf den Fall, wo alle 
Polartetraeder 4 reelle Ecken besitzen, wo also nur eine Kugel 
ohne reelle Punkte ist, aber reelle Coefficienten hat, und greifen die 
Flächenschaar heraus, die zu der letzteren Kugel gehört, so besitzt 
diese Flächenschaar die grösste Aehnlichkeit mit einem gewöhnlichen 
confocalen System, bei welchem der Kugelkreis zur Flächenschaar 
gehört; namentlich sind die Realitätsverhältnisse vollkommen über- 
einstimmend. 


Nehmen wir die Ausgangsfläche 2ten Grades zudem so an, dass 
ihr Mittelpunkt mit dem der in Rede stehenden Kugel überein- 
stimmt, so besteht das Polartetraeder aus den 3 sich recht- 
winklig schneidenden Hauptebenen im Verein mit der unend- 
lich fernen Ebene. 


Setzen wir in 4) 
8) 4 >> >ay 
so erhalten wir bekanntlich für 


I. aa >ı4A> oa, Zweischalige Hyperboloide 
k=a Focalhyperbel in der Ebene x, = 0. 


I. a _>4A>a, Einschalige Hyperboloide 
Ama; Focalellipse in der Ebene x, = 0. 


I. ,>ı>a, Ellipsoide. 


Der Verlauf der Krümmungslinien im projectiven Sinne auf einer 
Fläche der Schaar ist in diesem Falle vollständig analog wie im Fall 
eines gewöhnlichen confocalen Systems; auch jetzt giebt es anf jedem 
Ellipsoid und jedem 2schaligen Hyvperboloid die bekannten Singu- 
laritäten in den den Nabelpunkten des gewöhnlichen confocalen Sy- 
stems entsprechenden Punkten, den Durchschnittspunkten mit den 
Focalcurven. 


Diese Analogie hört aber auf, sobald wir eine Flächenschaar 
betrachten mit einem Polartetraeder, von dem 2 Ecken und 2 Ebenen 
conjugirt imaginär sind. 


Wir wollen zu gleicher Zeit erwähnen, dass, wofern wir allge- 
meinste Flächenschaaren 2ten Grades betrachten würden, also statt 
der zu Grunde gelegten Kugel eine beliebige Fläche 2ten Grades 
nehmen, die besprochene Transformation uns auf ein System von 
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‘ Flächen 4ter Ordnung mit einer gemeinsamen Doppelcurve 2ten 
Grades von allgemeinem Charakter führen würde. Die Sätze über 
Cyklide und Cyklidensystem sind also auch von hier aus einer so- 
fortigen Erweiterung auf Flächen Ater Ordnung mit Doppelkegel- 


schnitt und Systemen von solchen Flächen fähig. (ef. Einleitung 


22103.) 


Durch die gegebene Transformation gehen die 3 Coordinaten- 
ebenen 2, = 0,2 =0, 2, =0, die den Mittelpunkt gemeinschaft- 
lich enthalten, in sich über; wir wollen sie, als Kugeln mit unendlich 
grossem Radius betrachtet, s, = 0, sg = 0, s3 = 0 nennen. Die un- 
endlich ferne Ebene verwandelt sich in eine Kugel mit endlichem 
reellen Radius s,=0, die ihren Mittelpunkt im Schnittpunkt jener 
3 Ebenen besitzt. 


Jede Fläche der Flächenschaar 2ten Grades mit reellen Punkten 
geht durch die Transformation in eine Cyklide derselben Eigenschaft 
über. Wir geben zunächst eine übersichtliche Zusammenstellung der 
verschiedenen Formen: | 


I. 4 >ı >a, Zweischalige Cykliden (Schalen auseinander) 
Grenzwerte X = a, A == 49 
Grenzfläcken „= 0 ° ,=0 
In s, = 0 liegt eine reelle Focalcurve. 
Il. a >4>a, Ringförmige Cykliden 
Grenzwere=g, A=a 
Grenzfläcken z = 0 3, =0 
In beiden Grenzflächen reelle Focalcurven. 


III. a, >ıA>a, Zweischalige Cykliden (Sehalen ineinander) 
Grenzwerttei= a, A=ı 
Grenzflächken , =0 3, =0 
In s,; = 0 eine reelle Focalcurve. 


IV. a>ı4>a, Cykliden ohne reelle Punkte. 


Die Grenzflächen werden von den Focalcurven begrenzt, von 
denen also 2, auf u = 0 und 3, —=0 gelegen, reell sind. 


I. Zweiteilige Cykliden mit auseinander ligenden 
Schalen. 


N 


Diese Cykliden beginnen mit der doppelt überdeckten Ebene 
s; = 0 und hören auf mit dem von der in 3» = 0 verlaufenden 
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lemniskatischen Focalcurve begrenzten inneren Teile von 3 = 0. 
Dazwischen legen sich die übrigen Flächen, immer eine von der 
folgenden umschlossen. (Siehe Fig. 1.). 


II. Ringförmige Cykliden. 
a>A>a. 


Diese Cykliden beginnen mit dem doppelt überdeckten, von der 
genannten Focalcurve begrenzten äussern Teile von z„=0 und 
endigen für A = a, mit dem doppelt überdeckten, von der Focalcurve 
daselbst begrenzten innern Teile von s, = 0. (Siehe Fig. 1.). Die 
Gestalten der zwischen liegenden Cykliden kann man sich, von der zu- 
letzt genannten Grenzfläche ausgehend vorstellen, indem man letztere 
sich immer mehr aufblähen lässt, doch so, dass 2 Einschnürungen 
in sg =0 sich einstellen. Hier wächst der verticale Symmetrie- 
schnitt langsam bis zur lemniskatischen Focalcurve als oberen Grenze. 


III. Zweiteilige Cykliden mit ineinander liegenden 
Schalen. 


43 >ı>a,. 


Diese Cykliden beginnen mit dem nicht schraffirten doppelt über- 
deckten Teile von s; = O (siehe Fig. 2.) und gehen alsdann über in 
Flächen, deren eine Schale die andere umschliesst. Die Schalen 
nähern sich, je mehr A abnimmt, immer mehr und mehr und fallen 
für A = a, zusammen, indem sie alsdann die Kugel sy = 0 in ihrer 
vollen Ausdehnung doppelt überdecken; natürlich mnss dann die 
Focalcurve auf dieser Grenzfläche ohne reelle Punkte sein. 


$ 2. Krümmungslinien. 


Die Krümmungslinien (im projectiven Sinne) der Flächenschaar 
2ten Grades verwandeln sich durch unsere Transformation in die 
Krümmungslinien der Cykliden des confocalen Systems im gewöhn- 
lichen Sinne des Wortes, da ja das Cyklidensystem ein dreifach ortho- 
gonales Flächensytem ist. Auf jeder Cyklide der Schaar werden die 
Krümmungslinien von Cykliden ausgeschnitten, die den beiden noch 
übrigen Hauptarten mit reellen Punkten angehören. Durch jeden 
Punkt der herausgegriffenen Cyklide gehen infolgedessen 2 Krüm- 
mungslinien, die auf einander senkrecht stehen. Sie sind im Allge- 
meinen von der Sten Ordnung; nur die 5 Schnitte mit den Kugeln 
des Fundamentalsystems ergeben Curven 4ter Ordnung (vom Ge- 
schlecht 1); auf den ringförmigen Cykliden sind 4 dieser Curven 
reell, auf den übrigen Cykliden nur 3. 2 Krümmungslinien Ster 
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Ordnung schneiden sich in 16 Punkten. — Diese sind sämmtlich 
reell, wenn die Krümmungslinien von verschiedener Art sind, dagegen 
sämmtlich imaginär bei Krümmungslinien derselben Art. 


Die gestaltlichen Verhältnisse dieser Curven veranschaulichen am 
besten die Figuren (siehe Fig. 2., 3., 4.; die ringförmige Cyklide, 
Fig. 3., ist schematisch als Ring gezeichnet.) 


$ 3. Geodätische Linien. 


Bei der eingeführten projectiven Massbestimmung im Raum der 
Flächenschar 2ten Grades bleiben die Geraden natürlich geodä- 
tische Linien; das Linieuelement derselben wollen wir mit do be- 
zeichnen. 


Durch die in Rede stehende Transformation nun, welche die Ge 
raden in Orthogonalkreise zur Fundamentalkugel überführt, trans- 
formirt sich das Linienelement do in 

ds 

aa 5 
wo ds das Linienelement in gewöhnlicher Massbestimmung und S die 
Potenz des in Betracht gezogenen Punktes in Bezug auf die Funda- 
mentalkugel bedeutet; dieses d&£ ist das Linienelement eines Ortho- 


gonalkreises zur Fundamentalkugel 1). “ 


Die projective Massbestimmung des ersten Raumes, die sich bei 
Collineationen reducirt, wird damit übergeführt in eine Massbestim- 
mung, die sich einer Transformation durch reciproke Radien gegen- 
über covariant verhält — bei letzterer gehen ja Kugeln wiederum 
in Kugeln, Kreise in Kreise, Kugelenveloppen in Kugelenveloppen 
über. In dieser Massbestimmung werden alsdann die geodätischen 
Linien durch jene Orthogonalkreise vertreten. Diese Massbestim- 
mung wollen wir eine anallagmatische nennen ?®). 


19)-ief. Darboux; a. a O.p. 231, p. 217. 


20) Die Geometrie in dieser Massbestimmung ist unabhängig von Dar- 
boux betrachtet worden von Beltrami: Teoria fondam. degli spazii di cur- 
vatura const.e. Ann. d. Mat. 2. S. 2. B. und im Anschluss daran von Kil- 
ling: „Ueber 2 Raumformen mit const. pos. Krümmg.* Bd. 86. des Cr. J. 
Wir wollen noch erwähnen, dass in neuester Zeit namentlich Herr Poincare in 
seinen Publicationen in den Acta Math. von der gedachten Massbestimmung 
ausgedehnten Gebrauch macht,“ wenn auch zumeist im Raum von 2 Dimen- 
sionen und mit der Modification, dass bei ihm der Fundamentalkreis die Axe 
der reellen Zahlen ist. 


. _ 
a. a 


h Or ud ee te 7 
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„Entsprechend dem Fundamentalsatz der projectiven Massbestim- 
„mung ist alsdann die Entfernung 2er Punkte definirt als der Loga- 
„tithmus des Doppelverhältnisses der gegebenen 2 Punkte mit den 
„Schnittpunkten des hindurchgelegten Orthogonalkreisess mit der 
„Fundamentalkugel.“ 


Fixiren wir in der vorgeführten Weise die Massbestimmungen 
in unsern beiden Räumen, so können wir den Satz aussprechen: 


„Geodätische Linien verwandeln sich durch die Darboux’sche 
„Transformation wiederum in geodätische Linien.“ 


Sind uns 2 confocale Flächen 2ten Grades gegeben, so wissen 
wir, dass die gemeinsamen Tangenten an die beiden Flächen geo- 
dätische Linien auf den Flächen umhüllen. Den gemeinsamen Tan- 
genten an die confocalen Flächen 2ten Grades (confocal im projeetiven 
Sinne) entsprechen je 2fach berührende Kreise an die entsprechenden 
2 confocalen Cykliden; diese umhüllen also in der definirten anallag- 


matischen Massbestimmung ebenfalls geodätische Linien auf den Cy- 
kliden. 


PIE SVSDLEOL 


Das Abel’sche Theorem für überall endliche Integrale und seine Bedeutung 
für Flächenschaar 2ten Grades und Cyklidensystem. 


$ 1. Die Congruenz der gemeinsamen Tangenten zweier 
confocaler Flächen. 


Greift man aus der Schaar der Flächen 2ten Grades ein Ellip- 
soid A=4, und ein einschaliges Hyperboloid u = u, heraus, (wir 
beschränken uns hierbei auf den in Cap. I. $ 1. zuerst angeführten 
Hauptfall, für welchen die Realitätsverhältnisse dieselben sind wie 
beim gewöhnlichen confocalen System) und beschränkt man die 
Variabilität der 3 elliptischen Parameter v, «u, A eines Raum- 
punktes dergestalt, dass 


1) >> WoUuD>a hH>A>a 

ist, d. h. zieht man diejenigen reellen Punkte allein in Betracht, von 
welchen aus sich 4 reelle Tangenten an die beiden Flächen A, und wo 
‘ legen lassen, so zeigt Herr Staude in der bereits genannten Habili- 
tationsschrift p. 22, dass die Congruenz 4ter Ordnung und Classe der 
gemeinsamen reellen Tangenten der beiden Flächen A, und u, dar- 
gestellt wird durch das simultane System von Differentialgleichungen ; 


dA du, dv 
nun 
A a N 
| Ft Ne 


wo 
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A = Va —)) (a —) (a3 —A) (Ip — A) (A — a) (up —A) 
) | M=-Ylıa—u)(a3 - u) (u —a) (a — a) (a — A) (u —k) 
N = Vla, —v) 7 — a)  —a;) W —a,) WM) (v— Wo) 


dA du dv . n : : 
und MN sämmtlich dasselbe Vorzeichen besitzen. 


„Die Gleichungen 2) sind aber nichts anderes als das Abel’sche 
„Iheorem für die überall endlichen Integrale vom Geschlecht p = 2.“ 


Die Fortschreitungsrichtung von einem Punkte P=A, u, v zu 
einem Nachbarpunkte A+-dA, u--du, v+dv giebt also die Richtung 
einer gemeinsamen Tangente 7’ an die Flächen A, und u, wenn die 
Differentiale dA, du, dv den Gleichungen 2) genügen mit einer der 
4 verschiedenen Combinationen in den Vorzeichen der Verhältnisse 
der Quadratwurzeln A, M, N. 


In diesem Sinne gehört jedem durch seine Endpunkte A, u, v 
und A+dl, udu, v+dv charakterisirten Linienelemente einer 
solchen Tangente 7’ eine bestimmte Combination in den Vorzeichen 
der Verhältnisse der Quadratwurzeln A, M, N zu. Man kann aber 
darüber hinaus dem Elemente der Tangente eine bestimmte Combi- 
nation der Vorzeichen der Quadratwurzeln 4, M, N selbst zuordnen, 
wenn man über das Vorzeichen einer der letzteren eine bestimmte 
Festsetzung macht. 


Lässt man den Anfangspunkt ? = 4, u, v des Elementes längs 
der betreffenden Tangente 7’ stetig fortlaufen, so werden sich die 
den successiven Elementen zugehörigen Wurzelfunctionen A, M, N 
stetig ändern und ihre Vorzeichen beibehalten, so lange keines der 
Differentiale dA, du, dv sein Vorzeichen wechselt. Es liegen aber 
auf jeder Tangente 6 Punkte, in denen ein derartiger Zeichenwechsel 
stattfindet, nämlich die beiden Berührungspunkte der Tangente mit 
den Flächen A, und u, und die 4 Schnittpunkte mit den Ebenen des 
Coordinatentetraeders, auf welches die Gleichung der Flächenschaar 
bezogen ist. Diese 6 Punkte sind durch die Werte 


ji=a,di-h, vg Ww /=g,9—=a 
je einer der elliptischen Coordinaten charakterisirt, und es bilden die 
W ertepaare 
Ayhy; Ayo; Ayay 
nach den Ungleichungen 1) zugleich die Grenzen, innerhalb deren die 


elliptischen Coordinaten A, u, v eines Punktes einer reellen Tangente 
der beiden Flächen A, und u, sich bewegen. 


en ln £. i 
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„Wenn also der Anfangspunkt P= 4, u, v des Elementes ds 
„der Tangente 7 die ganze im Unendlichen geschlossen’gedachte Tan- 
„gente durchläuft, so wechselt jede der zugehörigen Wurzelfunctionen 
„4A, M, N zweimal das Vorzeichen.“ 


Nun nimmt auch jede der Variabeln A, u, v längs der Tangente 
jeden der ihr durch die Ungleichungen 1) zugewiesenen Wert je 
zweimal an; es unterscheiden sich aber zwei Stellen, in denen die 
Variabele den nämlichen Wert hat, durch das Vorzeichen der zuge- 
hörigen Quadratwurzel resp. A, M oder N. Jeder Punkt liegt nun 
auf 4 solchen Tangenten, die durch ihn hindurch gehen, es gehören 
ihm also 4 durch ihre Vorzeichen allein verschiedene Systeme A, M, N 
zu; einer der Wurzelfunctionen (Herr Staude wählt N dazu) können 
wir ein bestimmtes für alle 4 Tangenten gleiches Vorzeichen zuer- 
teilen; dann haben die 4 zu einem Punkt gehörigen Tripel A, M, N 


die Vorzeichen: 
a en ne 


Bei Herrn Staude it <= + oder = -—, je nachdem x,.x3 PO- 
sitiv oder negativ ausfällt. 


$ 2. Die Congruenz der Doppelberührungskreise 
zweier confocaler Cykliden. 


Um die Resultate des vorigen Paragraphen auf den COyklidenraum 
zu übertragen, wollen wir zunächst bemerken, dass, wie im Raum der 
Flächenschaar jeder Punkt durch die Parameter A, u, » der 3 durch 
ihn hindurchlaufenden reellen Flächen 2ter Ordnung der Schaar be- 
stimmt wird, im Cyklidenraum jedes Punktpaar, das conjugirt ist in 
Bezug auf 9 =0 (d. h. nur im Vorzeichen der Coordinate s, ver- 
schieden ist?!) bestimmt ist durch die 3 Parameter A, u, v der durch 
dasselbe hindurchlaufenden 3 Cykliden mit reellen Punkten, und zwar 
bestimmt auch hier ein Werttripel Aur 8 solche Punktpaare. 


Offenbar stellen die Gleichungen 2) jetzt die Differential- 
gleichungen der jede von 2 Flächen des Systems dop- 
pelt berührenden Kreise dar, und zwar sind diese Flä- 
chen eine Cyklide vom Typus 3 (2schalig, Schalen in 
einander) und eine vom Typus 2 (ringförmig). 


Beschränken wir auch jetzt die Variabilität der Parameter durch 
die Ungleichungen 1), so gehen wieder durch jedes Punktpaar des 
durch 1) beschränkten Raumes 4 reelle Kreise, die jede der 2 gege- 


21) Ein solches Punktpaar liegt natürlich harmonisch zu den Schnittpunkten 
seiner Verbindungslinie mit der Fundamentalkugel s, = 0. 


14* 


>12 Domsch: Die Darstellung der Flächen vierter Ordnung 


benen Flächen A, und u, in zwei in Bezug auf s, = 0 conjugirten 
Punkten berühren. 


Genügen also die Differentiale 
di, du, dv 


den Gleichungen 2), so geben uns die Fortschreitungsrichtungen von 
einem Punktpaare (PP’) = (A, u, v) zu einem Nachbarpunktpaare 
(A+di, u-du, v-+dv) die Richtungen der gemeinsamen Doppel- 
berührungskreise an die Flächen A, und u, in dem in Betracht ge- 
zogenen Punktpaare; die 4 Richtungen, die von je einem Punkte des 
Paares auslaufen, sind untereinander unterschieden durch die Vor- 
zeichen der Verhältnisse der Wurzelfunctionen A, M, N. Jeder der 
4 Richtungen, die von dem. betrachteten Punktpaare (PP’) auslaufen, 
gehört eine bestimmte Combination der Vorzeichen zu. Giebt man 
wiederum N ein festes Vorzeichen e (e = oder = —, jenachdem 
S].8; positiv oder negativ ist), so sind die 4 Kichtimgent der durch 
das Punktpaar (PP’) hindurchlaufenden Kreise der betrachteten Con- 
gruenz individualisirt durch die Vorzeichencombinationen 


ne AT ea ehe, tie 
Das erste Vorzeichen in jedem Tripel bezieht sich auf A, das 
zweite auf M. 


Betrachten wir jetzt einen einzelnen der 4 Kreise, die durch das 
Punktepaar (PP’) = (A, u, v) gehen. 


Wir lassen wiederum das Punktpaar (PP') längs des gänzen 
Doppelberührungskreises stetig fortlaufen; es werden sich dann die 
den successiven Elementen zugehörigen Wnrzelfunctionen A, M, N 
stetig ändern und ihre Vorzeichen nur wechseln mit resp. dA, du, dv 
zusammen. Ein Zeichenwechsel dieser Grössen findet aber auf be- 
sagtem Kreise allein in 6 Punktepaaren statt, (jedes Punktepaar ist 
conjugirt in Bezug auf die Fundamentalkugel s, = 0). 


Diese 6 Punktepaare sind charakterisirt durch die Werte je einer 


der cyklidischen Coordinaten 
i=a, A=h; may, MM; v=4,V=a, 
wo wiederum die Wertepaare 
Q4 Ay; Ay, Mo; Ay, dı 


die Grenzen bilden, innerhalb deren die cyklidischen Coordinaten 
resp. 4, u, v eines Punktepaares eines reellen ee 
kreises der beiden Flächeu A, und Bo sich bewegen. 
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Wir haben demnach den Satz: 


„Wenn ein Punktpaar (PP’') = (A, u, v), das conjugirt ist in 
„Bezug auf s, = 0, einen Doppelberührungskreis dergestalt durchläuft, 
„dass jeder Punkt des Paares einen Halbkreis??) beschreibt, indem 
„P bis P', P' in derselben Richtung bis P geht, so wechselt jede der 
„zugehörigen Wurzelfunctionen A, M, N auf jedem Halbkreis zwei- 
„mal das Vorzeichen.‘ 


Wir brauchen darum immer nur den einen Halbkreis in Betracht 
zu ziehen; auf dem andern haben wir nur eine genaue Wiederholung 
dessen, was auf dem ersteren geschieht; jeder Punkt des ersten Halb- 
kreises hat seinen Gegenpunkt auf dem 2ten Halbkreis, den 4ten 
harmonischen zu dem gegebenen und den beiden Schnittpunkten des 
Kreises mit der Fundamentalkugel. Da nun diese Schnittpunkte in 
dem vorgeführten Falle (cf. Cap. II. $ 1. p. 205) conjugir: imaginär 
ausfallen, so ist auch die Art und Weise der Aufeinanderfolge der 
einzelnen Punkte auf beiden Halbkreisen genau dieselbe. 


Die 4 Doppelberührungskreise, die durch das Punktepaar (PP’) 
oder (Au») hindurchlaufen, lassen sich zu 3mal 2 Paaren gruppiren. 


Nun gehen aber durch das Punktepaar A, u, v auch 3 Kreise, 
die Normalkreise X), Au, K», welche Doppelberührungskreise an 
2 der Flächen A, u, v sind, während sie auf der öten noch übrigen 
senkrecht stehen, X} z. B. berührt die Flächen » und v je 2fach und 
steht ausser auf s, = O0 auch auf der Cyklide A senkrecht im Punkte- 
paare A, u, v. 


Im Anschluss an die Resultate, die Herr Staude p. 7. seiner 
Habilitationsschrift erhält, finden wir sodann, dass zu jedem der 3 
Normalkreise eine Gruppirung der 4 durch das Punktpaar gehenden 
Doppelberührungskreise zu je 2 Paaren gehört. Jedes Paar bildet 
mit dem Normalkreis eine Normalkugel, sodass zu jedem Normalkreis 
2 Normalkugeln gehören, und wir im Ganzen 6 Normalkugeln be- 
kommen, die sich zu 3 Paaren ordnen. In Bezug hierauf gilt nun 
der Satz: 


- 


„Die 4 Doppelberührungskreise an die Flächen A, und «, durch 
„das Punktpaar (PP’) oder (Auv) ordnen sich in Bezug auf jeden der 
„oa Normalkreise des Punktpaars in 2 Paare und zwar dergestalt, 
„dass bei jeder der 3 Anordnungen der bevorzngte Normalkreis den 
„Winkel eines jeden Paares auf der zugehörigen Normalkugel halbirt.‘ 


22) Die Bezeichnung „Halbkreis‘“ bezieht sich auf die eingeführte anallag- 
matische Massbestimmung. 
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Zwei in Bezug auf einen der Normalkreise X}, Ku, K» conjugirte 
Doppelberührungskreise unterscheiden sich bezüglich im Vorzeichen 
von A, oder von M, oder von A und M zugleich, da wir das Vor- 
zeichen von N festgesetzt haben. 


Bezeichnen wir die zum Punktepaar (PP') gehörigen 4 Doppel- 
berührungskreise durch die zugehörigen charakteristischen Vorzeichen- 
combinationen von A, M, N, (cf. p. 212.) und nennen die 3 Normal- 
kugelpaare S+57 —, Su+Su-, Sy +S»—, so erhalten wir die Tabelle: 


conjugirt in Bezug | Tr RE | bilden Si ann | bilden S— 
IL ——: 


auf Ar 
conjugirt in Bezug | +4: 4 — +: 5 

uk, A bilden Su+ a bilden Su — 
conjugirt in Bezug en, N na NN 

X) Su bilden Sy + Bu j bilden Sr 


$ 3. Das Additionstheorem und seine geometrische Bedeutung. 


Die Differentialgleichuugen der Congruenz der Doppelberührungs- 
kreise (cf. p. 209.) sind in der gemeinsamen Form enthalten : 


vk-ldav guk-idu , Mol 
ee 


4) N M A 


-0 k=-1,2 


Diese Differentialgleichungen wollen wir längs eines Doppel- 
berührungskreises vom Punktpaar (PP’') oder (Auv) bis zu dem 
Punktepaar (P,P,'), in welchem die Fläche A, berührt wird, integriren. 
Das Resultat der Integration 


v/’N' UM’ ,,0 


kl] wid Ak-1dA 
3» 2/2 f ee Ba 1 
vN uM iA 


giebt 2 Relationen zwischen den cyklidischen Coordinaten v, u, A und 
v'w der Punktepaare (PP’) und (PA,Py'). Die Integration ist für 
alle 3 Integrale in der Weise auszuführen, dass für jedes Punktpaar 
des betreffenden Kreises die demselben als einem Punktepaar dieses 
Tangentialkreises zugehörigen Wurzelfunctionen NMA einschliesslich 
ihrer Vorzeichen in Rechnung gezogen werden. 


Zweien der Anfangselementenpaare der 4 gemeinsamen Doppel- 
berührungskreise kommt ein positives, zweien ein negatives Vorzeichen 


von A zu. Längs PP, resp. PP, wechselt das Vorzeichen von A 
nicht; ob die Vorzeichen von N’ und N und die von M’ und M mit 
einander übereinstimmen oder nicht, das hängt davon ab, ob :der 


® 
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Bogen PP — und natürlich auch P'. Py— dieEbennv=a,v=-a, 
nnd «= a, durchsetzt, resp. die Fläche a — u, berührt. 


Löst man die gefundenen Relationen 5) zwischen Auv und w’v’ 
in der folgenden Weise auf: 


ld Ess a 1 
v"—! dv Ska YETHAY 
6) af ——2 eh, = 
N M N 
Ag ds do 
Be, Ks 
Bid ak—laı 
+ nf nl hh2 
Qs Ay 


so erhält man das Resultat: 


„Zwischen den cyklidischen Coordinaten v’w’ des Berührungs- 
„punktpaars (PP) einer der vier vom Punktpaar (PP') an die 
„beiden Flächen A, und u, laufenden gemeinsamen Doppelberührungs- 
„kreise mit der Fläche A, einerseits und den cyklidischen Coordinaten 
„4, a, v des Punktepaares (PP’) andererseits bestehen die Relationen: 


v',N’ w,M' 
dv du 
fr af 4-2 vl 
Qg Qg 
7 
v',N’ w',M' 


f®- Ent. [3- fx 


„wo N, M, A die dem ee (PP) und N'M’ die dem 
„Punktepaare (P,7, ) als Punkten des betrachteten Kreises zugehörigen 
„zusammengesetzten Wurzelfunctionen bedeuten.“ 


Dieser Satz enthält die geometrische Deutung des ein- 
fachen Additionsproblems, welches verlangt, bei gegebenen 
oberen Grenzen v, u, A und gegebenen Vorzeichen von N, M, A die 
oberen Grenzen v’, «’ und die Vorzeichen von N’, M’ so zu bestim- 
men, dass von Periodenmultipla abgesehen die beiden Relationen 7) 
bestehen. 


Die geometrische Lösung des Problems ist demnach die folgende: 


Man fixirt auf der Fläche A eines der Punktepaare vu, für wel- 
ches die zugehörige Wurzelfunction N das gegebene Vorzeichen be- 
sitzt, und wählt unter den 4 durch dieses Punktpaar (PP’) gehenden 
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gemeinsamen Tangentialkreisen der Flächen A, und u, denjenigen 
aus, dem im Punktepaar (PP’) die gegebenen Vorzeichen von M und, 
A zukommen. Die cyklidischen Coordinaten des Berührungspunkt- 
paars (v’u‘) mit der Fläche A, sind die gesuchten oberen Grenzen 
und die dem Punktpaare als einem Punktpaare des in Rede stehen- 
den Kreises zukommenden zusammengesetzten Wurzelfunctionen N’ 
und M’ sind die gesuchten Wurzelwerte N’ und M’. 


$ 4. Schliessungssätze innerhalb der Cougruenz der EB 
Doppelberührungskreise zweier confocaler Flächen. 


Kreispolygone, welche den Flächen. A, und u, umschrieben und 
einer Fläche A gleichzeitig einbeschrieben sind. 


Neben den Flächen A, und u, sei eine dritte Fläche A <A, 
gegeben, welche also von A, umschlossen wird. Es sollen Kreispoly- 
gone betrachtet werden, welche den beiden Flächen 4, und u, um- 
schrieben und der Fläche A einbeschrieben sind. 


Den ersten Eckpunkt ?® und mit ihm seinen Gegenpunkt P1’ 
kann man auf A beliebig wählen. Von den 4 durch sie hindurch- 
gehenden -Doppelberührungskreisen wählt man einen als Anfangsseite 
SU) des Polygons; zugleich geht von PW’ aus, auf demselben Kreise 
liegend, die Seite SW’ aus und bildet mit den folgenden Kreisstücken 
ein 2tes Polygon. S() schneidet, nachdem die Fläche A, berührt 
worden ist, die Fläche zum 2ten Male; der Schnittpunkt ist der 
zweite Eckpunkt Pl) des Polygons. Ebenso erhalten wir als End- 
punkt von Sl einen 2ten Eckpunkt FÜ)’ des conjugirten Polygons. Das 
2te Seitenpaar (S@S@’) wählen wir unter den 3 gemeinsamen Krei- 
sen, die neben (SV .S@W’) noch durch (PA) PW’) hindurchgehen, so 
aus, dass S(2 conjugirt zu SV, S@’ conjugirt zu SW’ in Bezug auf 
1 ist (cl: p. 24135): 


Bei dieser Festsetzung, die auch für die folgenden Polygonseiten 
Geltung behalten soll, ist die Construction des Polygons ein- 
deutigbestimmt, nachdem Anfangspunkt und Anfangsseite 
gegeben sind. Die beiden entstehenden Polygone — wir erhalten ja 
ein conjugirtes Polygon, dessen Seiten und Ecken durch Accente 
markirt sind — sind durch die Kugel s; = 0 von einander getrennt. 
Wir verfolgen ja immer die Richtung auf den Kreisen von A bis A,, 
durchsetzen aber nie die Fläche A =a,. Es kann also keine Ver- 
einigung der beiden Polygone zu einem stattfinden. 


Es handelt sich nun gegenwärtig um die Frage, ob die bei der 
Polygonconstruction gegebenen Elemente, nämlich die Parameter 
Ay Yo, A der vorgelegten Flächen, sowie Anfangspunkt und Anfangs- 


a a ET 
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seite der Polygonconstruction so gewählt werden können, dass die 
Construction mit Z Seiten sich schliesst, d. h. die Seite S® wieder in 
die Anfangsecke PD so einläuft, dass S® und SW conjugirt in Be- 
zug auf A sind. 


Aus den Relationen 7) folgt durch wiederholte Anwendung offen- 
bar die Bedingung: 


21 un fruf-o 
RR 


A, A 
8) 
a N 
2l Gr Ma 
4,41 A; de 


Denn die Variabeln u und v bewegen sich längs des Polygon- 
umfangs stetig oscillirend zwischen den beiden Grenzen a, und uo, 
resp. @, und a, hin und her, und die Vorzeichen von M und N wech- 
seln immer nur in diesen Grenzen. Demnach bezeichnet 2n die An- 
zahl der Durchgangspunkte durch jede der Ebenen v = a, und v = a,, 
und 2m die Anzahl der Durchgangspunkte durch die Ebene u = 
und der Berührungspunkte des Polygonumfangs mit der Fläche u,. 


Die Bedingungen 8) ergeben uns den Satz: 


„Wenn ein den Flächen A, und x, umschriebenes und der Fläche 
„+ einbeschriebenes Polygon sich einmal mit 7 Seiten schliesst, so 
„schliesst es sich immer mit derselben Seitenzahl, wie auch der Anfangs- 
„punkt und die Aufangsseite auf der Cyklide A gewählt werden mag.“ 


„Neben diesem einen Polygon erhalten wir alsdann stets noch 
„ein zweites, das die zweite Schale der Fläche A, berührt und von 
„dem ersten Polygon durch A = a, getrennt ist. Schliesst sich das 
„erste Polygon, so schliesst sich notwendig auch das zweite, zu dem 
„ersten conjugirte.‘ 


Natürlich werden keineswegs alle Polygone, die wir im Raum 
der Flächenschaar 2ten Grades betrachten, wenn wir sie auf den 
Cyklidenraum übertragen, 2 getrennte Polygone liefern; im allgemei- 
nen Falle wird vielmehr ein einziges Polygon mit doppelter Seiten- 
zahl entstehen. Gestatten wir nämlich unseren Polygonseiten im 
Raum der Flächenschaar 2ten Grades auch die 4te Ebene des Coorüi- 
natentetraeders «©, = 0 zu durchsetzen (bei Herrn Staude fällt dieselbe 
mit der unendlich fernen Ebene zusammen), so durchsetzt unser Kreis- 
polygon im Cyklidenraum die Kugel s, = 0, in der Bedingungs- 
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1, 
dk 
gleichung 8) tritt noch die Periode yn =. auf, und wir werden im 


G, 
Allgemeinen ein einziges Polygon mit doppelter Seitenzahl erhalten. 


Leicht könnten wir nun die Zahl der Schliessungssätze beliebig 
vermehren, indem wir ähnlich wie Herr Staude in seiner Habilitations- 
schrift die gestellten Bedingungen variiren oder die von Doppel- 
tangentialkreisen der Congruenz umhüllten geodätischen Linien der 
Flächen A, und u, in Betracht ziehen und geodätische Polygone uns 
bilden. Wir lassen uns aber an dem einen Beispiele genügen, da 
eine weitere Ausführung nichts principiell Neues zu Tage fördern 
würde. 


Wir gehen auch nicht auf die Darstellung der Punkte und Kugeln, 
sowie der Kreise des Cyklidenraumes durch hyperelliptische, speciell 
&Functionen und die Deutung der hauptsächlichen @Relationen 
selbst ein, sondern verweisen auf die vielfach genannte Schrift des 
Herrn Staude: Geometrische Deutung der Additionstheoreme etc. 
(22. B. der Annalen). Die dort gefundenen Resultate übertragen sich 
eben mit so geringen Modificationen auf den Cyklidenraum, dass es 
sich kaum verlohnen würde, die Untersuchung nochmals vorzuführen. 
Es mag also dieser Hinweis genügen, und wir gehen zum 2ten Teil 
über, die Cyklide in Beziehung zu setzen zur Kummer’schen Fläche 
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IX. 


Miswöllen 


r 
Zur Theorie des Winkelspiegels. 


Durch das Studium der grösseren Abhandlung über den Winkel- 
spiegel, welche mein Vater L. Mack unlängst in dieser Zeitschrift 
veröffentlicht hat, bin ich dazu gelangt, eine neue Formel zu finden, 
die unter allen Umständen dazu dient, schnell die Gesamtzahl S 
der Bilder zu bestimmen, welche ein in die Oefinung des Winkel- 
spiegels gebrachter leuchtender Punkt F hervorruft. Sie lautet: 


sa ts ES 


20 20 


2« ist der Oefinungswinkel des Winkelspiegels, und S, und 5 
bedeuten diejenigen zwei Winkel, welche die aus der Axe des Winkel- 
spiegels durch P gelegte Ebene mit den zwei Einzelspiegeln bildet. 
Jede der rechts vorkommenden Klammern soll bedeuten, dass für den 
von ihr eingeschlossenen Quotienten, mag er nun eine ganze Zahl 
oder ein Bruch sein, statt seines wahren Werts vielmehr die zunächst 
unter diesem liegende ganze Zahl zu nehmen sei. Von zwei etwa 
zusammenfallenden Bildern ist in dem Ausdruck für S jedes selbständig 
gezählt. | 


Sofern die Leser des Archivs an jene grössere Abhandlung sich 
erinnern oder nur die vier ersten $$ derselben nachlesen wollen, so 
ist mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnungsweise die Herleitung 
der neuen Formel kurz anzugeben wie folgt. 


Man betrachte zunächst diejenige Bilderreihe, die von dem Bilde 
P,' ausgeht, und nur diejenigen weitern P,”, Py', P/", Ps.... enthält, 
deren jedes von dem ihm nächst vorangehenden erzeugt wird. Für 
diese Bilder ist nun gemäss dem Hauptsatz des $ 3. folgende Reihe 
von Winkelangaben zu machen: 
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wkl. AOP,' = 9 
Wkl. BOP/'—= 20-49, 
WKkl. AOP, = 4a-+-y, 
WKkl. BOP,"'—= 6e 9, 


Führt man jetzt vielmehr diejenigen Winkel ein, welche die 
Linien OP,', OP", OP,', OP,".... mit der Mediane OM bilden, so 
erhält man statt obiger Reihe die neue: 


Wwkl. MOP' = a+9g, 
Wkl. MOR” = 3« +9, 
I) Wkl. MOB, =5«-+-9, 
Wkl. MOP" = 7e-4p, 


Man bemerkt, dass jeder dieser Winkel um 2« grösser ist, als 
der ihm nächst vorangehende. Werden zügleich die den toten Raum 
betreffenden Angaben des $ 4. berücksichtigt, so ist auch auf diesem 
Wege leicht zu beweisen, dass die Zahl der unter I) vorkommenden 
Bilder eine begrenzte ist. 


Nun nehme man zu jedem der Bildpunkte ?P,', Ps, Ps’ Pr...., 
welche alle hinter dem ersten Spiegel frei liegen, den bezüglich der 
Geraden MO mit ihm symmetrischen Punkt. Diese Hilfspunkte der 
Reihe nach mit IL’, DL, II,', II,'.... bezeichnet, so hat man ver- 
möge I) auch folgende Reihe: 


wkl. MOL’ = «a-+p, 
Wkl. MOP," = 3c+9.. 
U) wkl. MON, = 5a--9, 
Wkl. MOP," = T«+9, 


Diese Reihe bietet den Vorteil, dass die in ihr aufgeführten 
Winkel alle nach einerlei Richtung von OM aus gerechnet sind. 


Wird jetzt mit s, die Zahl der Bilder P,’, Pa", P3/, Pi".... be- 
zeichnet, so ist dieselbe identisch mit der Zahl der Punkte ?, II, 
welche in der Reihe II) vorkommen. Man sieht ferner leicht (vergl. 
$ 4. der grössern Abhandlung), dass kein Winkel dieser Reihe die 
Grösse des überflachen MOB erreichen kann. Hienach ist bezüglich 
der Zahl s, zu schliessen: sie muss die grösste ganze Zahl sein, die 
der Ungleichung genügt 
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1800-2 > (2, —1)e+g, 


welche mit Beiziehung von 9, für 2&— 9, übergeht in 


180° —- 
4 < elemlt 


Sollte der Fall eintreten, dass ein letzter Punkt P;” der Reihe 
II) gerade noch in den Punkt ® fiele, so dürfte er nach $ A. als 
Bild nicht mehr gezählt werden und x wäre gegenüber von s, um 
Eins zu gross. Man hätte dann aber für diesen Punkt P;” 


0 
18500 + «a = (dr —1)e+gp, undz = —s 
In diesem Fall ergäbe sich der Quotient (180°+9,):2« als ganze 
Zahl, wie man auch durch geometrische Betrachtung leicht findet. 


Demgemäss können wir schreiben 


180° 4- 9, 
REN. 


in dem Sinne gemeint, dass für den eingeklammerten Quotienten, mag 
er ein Bruch oder eine ganze Zahl sein, die zunächst unter ihm 
befindliche ganze Zahl genommen werde. 


Es ist nun leicht zu übersehen, dass für die bisher aus dem 
Spiel gelassenen Bilder ?,”, Pa’, Pa’, Py...., welche alle von P,” 
abstammen, die den obigen Betrachtungen ganz analogen zutreffen, 
so dass demnach ihre Anzahl s, anzugeben ist durch die Gleichung 


180° +9, 
5 2a 


wobei die Klammer rechts in demselben Sinne zu verstehen ist, wie 
oben. 


Da die Gesamtzahl S der Bilder aus der Summe der von P;' 
und der von ?,” abstammenden besteht, so sind wir hiemit zu der- 
jenigen Formel gelangt, welche am Anfang dieser Mitteilung an- 
gegeben ist. 


Fallen zwei Bilder zusammen, was nur eintritt, wenn 360:2« 


eine ganze gerade Zahl ist (vergl. $ 15. der grössern Abh.), so sind 


dieselben, als die Schlussbilder der zwei von uns betrachteten Reihen, 
in dem Ausdruck für S nicht als Eines, sondern als zwei Bilder in 
Rechnung gezogen. 


Stuttgart. Dr. Karl Mack. 
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Beweis, dass auf einer algebraischen Fläche vierter Ordnung 
mit einer Doppelgeraden ausser dieser nicht mehr als 16 Geraden 
liegen können. 


Clebsch hat gezeigt!), dass jede algebraische Fläche 4. O. mit 
einer Doppelgeraden ausser dieser noch 16 Geraden enthält, welche 
‘ sämtlich die Doppelgerade schneiden und sich zu 8 Paaren ordnen. 
Dass diese Geraden die einzigen sind, welche die Fläche enthalten 
kann, ohne zu zerfallen, wurde von ihm a. a. O. ebenfalls dargetan, 
jedoch nur in abzählender Weise auf Grund einer ebenen Abbildung 
der Fläche, sodass ein direeter Beweis noch wünschenswert erscheint. 
Ich teile im Folgenden einen solchen mit; es werde ihm kurz der 
Nachweis der 8 Geradenpaare nach Clebsch vorausgeschickt, damit 
ich mich bequem darauf beziehen kann. 


Die Gleichung einer Fläche der genannten Art hat die Form 
1) Au 4ABv+ Bw = 0, 


wou=(, v=0,w = 0 die Gleichungen von 3 Flächen 2.0., A= 0, 
B=0 die Gleichungen von zwei Ebenen sind, welche sich in der 
Doppelgeraden schneiden. Die Fläche wird also erzeugt als Ort der 
Schnittcurven aller Flächen der Schaar ! 


2) ut = 0 
mit den entsprechenden Ebenen des Büschels 
3) B—IA=(. 


Unter den Ebenen dieses Büschels befinden ‚sich auch solche, 
welche die ihnen entsprechenden Flächen der Schaar 2) berühren d. h. 
in einem Geradenpaare schneiden. Die Zahl dieser Ebenen ist also 
die Zahl der Geradenpaare auf der Fläche; stellt man aber die be- 
treffiende Bedingungsgleichung für den Parameter A in der bekannten 
Determinantenform auf, so findet man dieselbe vom Grade 8, wie 
behauptet. 


Gesetzt nun, es gäbe ausser diesen 8 Geradenpaaren noch eine 
weitere Gerade s auf der Fläche. Dann ist zunächst aus der soeben 
zur Ermittelung der 8 Geradenpaare angestellten Ueberlegung klar, 
dass dieselbe die Doppelgerade nicht schneiden kann. Darans ergiebt 
sich weiterhin, dass s notwendig wenigstens je eine Gerade aus den 


1) Clebsch, Ueber die Abbildung algebraischer Flächen, insbesondere der 
4, und 5. Ordnung. Math. Annalen Bd, 1. 
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8 Geradenpaaren schneiden muss. Denn sind a und « zwei Geraden 
eines Paares, Z die Doppelgerade, und man legt durch Z diejenige 
Ebene, welche a und « enthält, so hat diese Ebene mit der Fläche 
ausser /, a und «a keine weiteren Elemente mehr gemein; sie schneidet 
aber s in einem Punkte, welcher nicht auf 2 liegt, folglich auf a oder 
«, oder im Schnittpunkt beider liegen muss. 


Nun seien a, 5, ec, d, e 5 Geraden aus den 8 Paaren, welche von 
von s geschnitten werden. Dann kann man durch a, 5, e einerseits 
und durch ce, d, e andererseits je eine Regelfläche 2. O. legen. Die- 
selben haben dann c, Z und s gemein, schneiden sich also nur noch in 
einer Geraden f, welche Z2 und s schneidet, ce aber nicht, oder sie 
sind identisch. Letzteres würde nach sich ziehen, dass die 5 Geraden 
a, b, c, d, e von den unendlich vielen Geraden geschnitten werden, 
welche die andere Regelschaar der durch a, 2, e, d, e gehenden Regel- 
fläche bilden. Von diesen schneidet aber jede die Fläche 4. O. in 
5 Punkten, gehört derselben also gänzlich an, die Fläche 4. O. würde 
also in dieser Regelfläche 2. O. und noch eine andere zerfallen. 


Es bleibt daher nur der erstere Fall, dass sich die beiden Regel- 
flächen in einer Geraden / schneiden, welche e nicht, wohl aber Z 
und s trifft. Nun schneiden diese Regelflächen die Fläche 4. O. schon 
in 6 Geraden, nämlich in a, d, e, s und der doppelt gezählten Z, resp. 
in c, d, e, s und 2 doppelt gezählt, haben also mit ihr nur noch je 
einen Kegelschnitt gemein; es müssten sich also diese beiden Kegel- 
schnitte in denselben 4 Punkten schneiden, in welchen die Gerade / 
die Fläche 4. O. trifft, was nicht möglich ist — oder auch / gehört 
der Fläche an, ist also eine Gerade aus einem der noch übrigen 
Geradenpaare, und die beiden Kegelschnitte zerfallen in / und je eine 
weitere Gerade » oder g, welche beide Z und s nicht schneiden, von 
denen aber etwa p die Geraden a, 2, c, /, und q die Geraden d,e,c,f 
trifft. Es schneidet aber, wie oben bewiesen, jede dieser beiden Ge- 
raden p und q ebenso wie s im Ganzen wenigstens 8 Geraden aus 
den 8 Geradenpaaren, also z.B. p ausser a, b, c,f auch noch d, 2,9, h. 
Die durch Z, s und p gelegte Regelfläche 2. O. hat folglich mit der 
Fläche 4. O. im Ganzen s,p, a,b, c, d, &, g, k und die doppelt 
zählende Gerade Z gemein d. h. sie ist ein Teil der Fläche 4. O., und 
diese zerfällt also auch in diesem nur noch übrigen Fall in 2 Regel- 
flächen 2. O. 


Oberehnheim im Els. Januar 1885. Alfred Leman. 
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X. 


Die Darstellung der Flächen vierter Ordnung 
mit Doppelkegelschnitt durch hyperelliptische 
Funetionen. 


Von 


Paul Richard Domsc h. 


11. SVoil. 


Kummer’sche Flächen und Cykliden. 


L..Capitel. 


Die Kummer’sche Fläche und die Lie’sche Berührungstransformation. 


$ 1. Die Fundamentalgebilde in der Geometrie der Kummer’schen 
Fläche und ihre Uebertragung. 


Indem wir die schon eitirte Arbeit des Herrn Lie im 5ten Band 
der Annalen: -„Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugel- 
complexe“ und die darin gegebene Berührungstransformation im 
wesentlichen als bekannt voraussetzen, bemerken wir zunächst, dass 
durch letztere 2 Räume in dreierlei Auffassung in Beziehung gesetzt 
werden. 


Entweder man lässt Flächenelementen des einen Raumes Flä- 
chenelemente im andern entsprechen, wie es der Begriff der Be- 
rührungstransformation mit sich bringt, und zwar den Flächencle- 
menten im ersten Raum r, die 2 consecutive Punkte einer Geraden ent- 
halten, die Elemente der entsprechenden Bildkugel; es ist dies die 
vollkommenste, aber auch schwierigste Art und Weise, die beiden 
Räume r und R mit ihren Gebilden in einander zu transformiren, 
schwierig darum, weil bei derselben die beiden Räume als Aggregate 
von Flächenelementen aufgefasst werden müssen. 


Arch. der Math. u. Phys. 2. Reilie, Teil II. 15 


NETTE 
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Unsere Lie’sche Berührungstransformation führt aber auch zwei- 
tens die dreifach unendlich vielen Punkte des einen Raumes r über 
in den Complex der Minimalgeraden in R, und drittens die Punkte 
des Raumes E in die Geraden von r, die einem ausgezeichneten 
linearen Complexe angehören ?). 


Diese beiden letzten Arten der Ucbertragung werden wir der 
leichteren Behandlung wegen im Folgenden vorzugsweise zur Anwen- 
dung bringen, und zwar wechselsweise, indem wir einerseits von den 
Punkten des Raumes der Kummer’schen Fläche ausgehen, aber auch 
die Geraden des linearen Complexes in Betracht ziehen und diese in 
die Punkte des Cyklidenraumes transformiren. 


Als Fundamentalgebilde ?) treten in dem Raume r, welcher in 
den Cyklidenraum R abgebildet werden soll, zunächst die 


6 Fundamentalcomplexe auf 
2, = =) 3 =0I u =0I , =-0  =0O 


Einen dieser 6 Fundamentalcomplexe, x, = 0 etwa, werden wir 
vor den übrigen auszeichnen, indem wir ihn zu demjenigen linearen 
Complex wählen, dessen Gerade sich in die Punkte, oder präciser 
ausgedrückt, in die Punktkugeln des andern Raumes abbilden. 


Wir markiren demnach als erstes Ergebniss: 


„Den Geraden des ausgezeichneten Fundamentalcomplexes ent- 
„sprechen die Punktkugeln des Oyklidenraumes““. Ä 


Es restiren noch die 5 übrigen Fundamentalcomplexe, welche | 
unter sich und mit dem sechsten in Involution liegen; einem solchen 
mit dem ausgezeichneten Fundamentalcomplex in Involution liegenden 
Complex entspricht aber ein Kugelcomplex, ein Kugelgebüsch im 
Reye’schen Sinne ?), ©® Kugeln, welche sämmtlich orthognal zu einer 
durch sie vollständig bestimmten Kugel stehen, deren Centrum ihr | 


1) Die Abbildung eines linearen “"Complexes auf den Punktraum hatte 
vor Herrn Lie schon Herr Nöther gegeben („Zur Theorie der algebraischen 
Functionen“, Göttinger Nachrichten, 1869). Dass jedoch beide Räume einen 
Complex enthalten, dessen Linien slch als die Punkte des 2ten Raumes ab- 
bilden, hat Herr Lie zuerst hervorgehoben. 

2) Die Fundamentalgebilde der Kummer’schen Fläche — die 6 Funda- 
inentalcomplexe und deren Combinationen zu je zweien, dreien und vieren — 
wurden behandelt von Herrn Klein: „Zur Theorie der Liniencomplexe des 
ersten und zweiten Grades“, Math, Annalen Bd. 2., p. 198. 


3) cf. Reye, „Synthetische Geometrie der Kugeln u. lin. Kugelsysteme*, 
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Potenzcentrum ist — ein Punkt, welcher in Bezug auf alle Kugeln 
des Gebüsches dieselbe Potenz besitzt — ; das Quadrat des Radius 
jener Orthogonalkugel ist entgegengesetzt gleich dem Wert der Po- 
tenz des Potenzcentrums. 


Zwei Gerade eines dieser 5 Complexe, die in Bezug auf x, = 0 
conjugirte Gerade darstellen, transformiren sich in dieselbe Kugel; 
den Punkten der einen Geraden entspricht die eine imaginäre Er- 
zeugendenschaar der Kugel, den Punkten der conjugirten Geraden 
die andere imaginäre Erzeugendenschaar. Wir erhalten also den 
Satz: 


„Den Geraden der übrigen 5 Fundamentalcomplexe 
= 3 =. 0 .=0 , =0O 


„entsprechen, zu je zweien als conjugirte Gerade in Bezug auf z,=0 
„zusammengenommen, die Kugeln von 5 zu einander orthogonalen 
„Kugelgebüschen. Die Kugeln jedes Gebüsches stehen senkrecht auf 
„einer durch sie bestimmten Orthogonalkugel. Diese Orthogonal- 
„kugeln stehen infolgedessen selbst auf einander senkrecht und bilden 
„ein Fundamentalsystem‘“. 


Weiterhin treten als Fundamentalgebilde in dem abzubildenden 
Raume die 15 Congruenzen auf: 


at gel 0 el td; 


yu=0 u =0; ,=0 =0 


0, -0; , Ad, =0I; 0 y =0; 


1b) 00; B=0r,=0; v0, =0 
=, =0d; 0, —=0 


N) Bel) 


Auch diese teilen sich in die Untergruppen 1a) und 1b) von. 5 
resp. 10 Congruenzen, je nachdem x; — 0 mit auftritt oder nicht. 


Den 5 ersten Congruenzen 1a) entsprechen, da 2, = 0 sich in 
die Punktkugeln abbildet, 5 Schaaren von ©* Punktkugeln des Cy- 
klidenraumes, die je einem der »—=0 @=1, 2... 5) entsprechen- 
den Kugelcomplexe angehören. Die Punktkugeln eines Kugelcom- 
plexes liegen aber sämmtlich auf der Orthogonalkugel und bilden 
dieselbe. Den 5 Congruenzen entsprechen also mit den 5 Punkt- 


de) 
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kugelbündeln 5 zu einander senkrechte Kugeln, welche von den 
Punktkugeln gebildet werden, also das Fundamentalsystem: 


y=0 3-0 ss =0 3 =0 5; —-(. 
Wir haben demnach den Satz: 


„Die 5 Congruenzen, die von dem ausgezeichneten Fundamental- 
„complexe verbunden mit je einem der übrigen 5 Fundamentalcom- 
„plexe gebildet _werden, entsprechen die 5 Fundamentalkugeln des 
„Cyklidenraumes, resp. die Punktkugelcongruenzen, welche die 5 
„Fundamentalkugeln bilden“. 


Den restirenden 10 Congruenzen, die wir unter 1b) aufführten, 
entsprechen 10 Kugelbündel, die orthogonal sind zu den 10 Kugel- 
büscheln: 


30a =0, sel —=(, yet ed, 4=-0,=0; 
ses =), lg =0, 8-0, —(; 
y=0,=0 3-0, —=0; 

u=0 5, —0. 


Eine jede Kugel eines Bündels muss ja senkrecht stehen auf den 
Orthogonalkugeln der beiden das Bündel bestimmenden Kugelge- 
büschen, senkrecht stehen also auch auf den durch die beiden Ortho- 
gonalkugeln bestimmten Kugelbüschel. Wir erhalten so den weiteren 
Satz: 

„Den 10 Congruenzen 1b) entsprechen 10 Kugelbündel, deren 
„Kugeln jeweils senkrecht stehen auf je zweien der 5 Orthogonal- 
„kugeln, also auch orthogonal sind zu den durch dieselben bestimmten 
„10 Kugelbüscheln“. 


Jetzt fassen wir je 3 der 6 Fundamentalcomplexe zusammen und 
erhalten 20 Tripel von Fundamentalcomplexen. Je ein Tripel 
liefert eine Erzeugung einer der 10 Fundamentalflächen 
2ten Grades. Es gehören also je 2 Tripel zusammen, welche die- 
selbe Fundamentalfläche liefern: 


(123) (456) (124) (356) (125) (346) (134) (256) (135) (246) 
(234) (156) (235) (146) (245) (136) (345) (126) (145) (236). 


Den 10 jedesmal zu zweit geschriebenen Tripeln, welche x,=0 
enthalten, entsprechen notwendigerweise Kugelbüschel, die nur aus 
Punktkugeln bestehen; sie müssen ausserdem den durch 2 der Fun- 
damentalkugeln definirten 2 Kugelgebüschen angehören. Es sind also 
die Punktkugeln, welche die 10 Schnittkreise je zweier der 5 Fun- 
damentalkugeln bilden. 
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Den Tripel 
X = Ö 1. Me 10) TI, = (0) 


entsprechen z. B. die Punktkugeln, welche den Kreis 


ea (0) 2 Mena 10) 
bilden. 


Die andere Erzeugung nun, welche dieselbe Fundamentalfläche 
2ter Ordnung liefert und definirt ist durch 


x = 0 =0 ee, 


diese einfach unendliche Schaar gerader Linien transformirt sich 
ebenso in eine ©! Schaar von Kugeln, ein Kugelbüschel, gebildet 
von allen Kugeln, welche zugleich senkrecht stehen auf den Kugeln 
des Fundamentalsystems 


sel lie) 


sy —=0 und ;s=0 sind nun 2 Kugeln, die auf den 3 genannten 
senkrecht stehen; es wird also das durch 


y=0 5,0 


definirte Kugelbüschel das gesuchte sein. Die 2te Erzeugung unserer 
herausgegriffenen Fundamentalfläche liefert also in anderer Auffassung 
allerdings denselben von 2 Fundamentalkugeln gebildeten Kreis wie 
die erste Erzeugung. 


Wir sprechen das erhaltene Resultat folgendermassen aus: 


„Den zweifachen Erzeugungsweisen der Fundamentalflächen 2ter 
„Ordnung entspricht durch die Berührungstransformation eine zwei- 
„fache Erzeugungsweise der 10 Fundamentalkreise, gebildet durch je 
„zwei der fünf Fundamentalkugeln. Das einemal werden die Kreise 
„durch die auf ihnen liegenden Punktkugeln, das anderemal durch 
„die Kugelbüschel erzeugt, deren Träger sie sind“. 


’ 


Jetzt bilden wir die 15 möglichen Quadrupel aus den 6 Funda- 
mentalcomplexen, und zwar ordnen wir sie in 2 Gruppen zu 10 und 
5, je nachdem sie x, = 0 enthalten oder nicht: 


(1236) (1246) (1256) (1346) (1356) 
(1456) (2346) (2356) (2456) (3456) 


1a) 


1b) (1234) (1235) (1245) (1345) (2345). 


Je 4 der Fundamentalcomplexe haben 2 Gerade gemein; diese 
bilden die Directricen der Congruenzen, welche jeweils gebildet werden 
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aus den noch übrigen 2 Fundamentalcomplexen, (1236) liefert a!so 
z. B. die Directricen der Congruenz 


yu=-0 =D ete. 


Die durch die ersten 10 Quadrupel 1a) definirten 20 Geraden 
gehören nun sämmtlich dem ausgezeichneten Fundamentalcomplex 
x; = 0 an; jede der 20 liefert also für sich eine Kugel, und zwar 
eine Punktkugel, welche jedesmal dreien der durch die Fundamental- 
kugeln definirten Gebüschen angehört. Als Punktkugel liegt sie dem- 
nach auf der jedesmaligen Orthogonalkugel des Gebüsches. Je 2 zu- 
sammengehörige Punktkugeln werden also gebildet von den beiden 
Punkten, welche je dreien der Fundamentalkugeln gemeinsam sind. 


Wir bekommen demnach diesen ersten 10 Directricenpaaren ent- 
sprechend die 10 Punktkugelpaare: 


>. s—0 H=0 30 0 Hl yet 0 et tl 
ä | 
0 50 40 0 el el el sl td 


0 5 el el el el et et dl 


s=0 y=0 5,—0. 
Jetzt restiren noch die 5 Directricenpaare 1b). 


Jedes dieser Paare bildet 2 in Bezug auf. x, = 0 conjugirte Ge- 
rade, ein Direetricenpaar bildet sich also auf eine Kugel ab, 
und wie die 5 Directricenpaare je 4 der Fundamentalcomplexe an- 
gehören müssen, so muss die entsprechende Kugel jeweils vieren der 
entsprechenden Kugelgebüsche angehören. 


Vier zu einander orthogonale Kugelgebüsche haben aber nur 
eine einzige Kugel gemein, es ist dies die eine Kugel, welche zu 
ihren 4 Orthogonalkugeln selbst orthogonal ist, also jedesmal die 
te Orthogonalkugel des Fundamentalsystems. , 


Den Directricenpaaren 1b) entsprechen so der Reihe nach je 2 
Erzeugungsweisen der Fundamentalkugeln : 


2b) s=0 ,=0 ss =-0I 8 =0 =. 
Wir kleiden das Resultat in Worte: 


„Die 15 vorhandenen Directricenpaare der 15 aus den Funda- 
„mentalcomplexen gebildeten Congruenzen teilen sich bei der Trans- 
„formation in 2 Gruppen zu 10 und 5. Die der ersten Gruppe an- 
„gehörigen, welche Gerade des ausgezeichneten Fundamentalcomplexes 
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52 = 0 Bind, bilden sich in die 10 ausgezeichneten Punktkugelpaare 
„ab, welche je dreien der 5 Fundamentalkugeln gemeinsam sind. Die 
„o Directricenpaare der 2ten Gruppe, die jeweils in Bezug auf 2,=0 
„conjugirte Gerade darstellen, bilden sich dagegen in die 5 Funda- 
„mentalkugeln selbst ab“. 


Die 15 Directricenpaare orden sich nun zu den 15 Fundamental- 
tetraedern zusammen. Die Kanten werden gebildet von 3 Paaren 
von Directricen, deren Congruenzen stets zusammen sämmtliche 6 
Fundamentalcomplexe enthalten. DBezeichnen wir die Directricen 
durch ihre Congruenzen, so haben wir folgende 15 Fundamental- 
tetraeder: (Ihnen entsprechen nach dem Vorhergehenden die daneben 
gesesetzten Zusammenordnungen von Fundamentalkugeln.) 


0 m=0 | 20 24=0 | 20.2, =0 
0 0 | 0 2,0 | 0 0 
=0 4=0 | 1 =0 1730 | 20 20 
=0 0 | 230 27,0 | y=0 20 
0 00 let et 
0 0 | 0 0 | y=0 2,0 
0 0 | y=0 0 | 0 0 
0 0 | 0 el) et tl 
0 0 | 0 0 | 20 2,0 
0 5 =0| 20 0 | 0 0 
0 0 Re) x, —0 N) u) 
0 2,0 | 2 =0 2,0 | n=0 00 
0 u =0| 0 =0 | 2, =0 20 


u) u) %=0 El) „ı0 %—=0 


s—0 40 s—=0 | 3 =0 Bel el | et 
s—=0 sy =0 s=0 | 0 = 50 | 50 
gl el et | et et et tl 


s—0 y=0 z=0 | 0 9 =0 40 0 
Hl sel et | 0 et et | tl 
30 el gel | el et 0 | 0 
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sl 50 0 | et el el | 30 
s=0 z=0 30 | Fell tel | Bl 
0 yet et | et et et | 0 


s=0 s=0 90 | 0 0 0 


sl y=0 90 | ss =0 el et | Hl 


0 s=0 0 | ss =0 30 0 | 890 
0 el et | el et el Ft 
30 ld el | et et el 0 


s—0 y=0 s=0 | 30 50 el 0 


Den Kanten der Fundamentaltetraeder entsprechen so jedesmal 
4 Punktkugeln, welche aus einer Fundamentalkugel durch 2 der 
Fundamentalkreise ausgeschnitten werden, zusammen mit der betref- 
fenden Fundamentalkugel selbst. 


Auf jeder der 5 Fundamentalkugen gibt es 3 Punktkugelpaare 
entsprechend dem Umstande, dass sich die 4 übrigen Kugeln dreimal 
in 2 Paare teilen lassen. 


Betrachten wir des Näheren die auf 


8; 8) 
iegenden Punktkugelpaare 


0,0, 0; 0, el rel=lz>l 


s=-0,2=-0,=0;,,: =-0 41-0, = 0; 8, =, =-0 5, —=0 
und von diesen wiederum beispielsweise das erste 


y3=0 8 =0 5-0 
8 = 0 5 = 0 5, =0 


Jede Punktkugel des Paares , = 0, —=0 s,; = Ohatmit , = 0 
zwei Erzeugende gemein, die jeweils in den Tangentialebenen in 
diesen Punkten an s,;, = 0 verlaufen, den Minimalgeraden 7 IZ resp. 

a if 


1 U) 
rin. Ya 


seien Erzeugende derselben Art. 

Erzeugende verschiedener Art schneiden sich stets; also müssen 
sich, wie Z und ZZ, 7’ und ZZ’ auch / und 17’, IZ und I’ schneiden 
in 2 Punkten 3 und 4. 


Die beiden Punktkugen ,=0 8=0 s, = 0 schneiden sich 
aber in dem Kreise ss = 0 s, = (, sie sind ja die Punktkugeln des 
durch den Kreis bestimmten Kugelbüschels. Also müssen die beiden 


Ü 
v 
| 
Ä 
j 
| 
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Punkte 3 und 4 auf 3 = 0 s, = 0 liegen; sie liegen aber auch auf 
s5—=0. Es sind demnach die beiden Punkte 3 und 4 die Centren 
des 2ten zu betrachtenden Punktkugelpaares 


sl u =0I se". 
Das System 5 ; 


u =0 8 =0 ,=0; = sy =0 5, =0; 5=0 


hat also die 4 ein räumliches Vierseit bildenden Minimalgeraden ge- 
mein. Dieses räumliche Vierseit ist es infolgedessen, das dem Fun- 
damentaltetraeder entspricht. 


Wir gewinnen den Satz: 


„Den 15 Fundamentaltetraedern entsprechen durch unsere Ab- 
„bildung 15 räumliche Vierseite, deren Kanten von Minimalgeraden 
„gebildet werden, und deren Ecken auf den Fundamentalkugeln 
„liegen und ausgeschnitten werden von den 10 Fundamentalkreisen. 
„Auf jeder der 5 Fundamentalkugeln liegen die Ecken von 3 Vier- 
„seiten entsprechend dem Umstand, dass sich die 4 übrigen Funda- 
„mentalkugeln auf 3 Weisen in je 2 Paare teilen lassen, wir also 
„> Paare von Fundamentalkreisen erhalten. Jedem dieser Paare 
„entspricht ein Vierseit“. 


$ 2. Die Schaar der Kummer’schen Flächen in ihrer Beziehung 
zum Cyklidensystem. 


Wollten wir in möglichst allgemeiner Weise verfahren, so hätten 
wir auszugehen von den ©? Liniencomplexen 2ten Grades: 


d 
1) 5 
1 


Diesen würden dann im Kugelraum ©? Kugelcomplexe 2ten 
Grades entsprechen, und solche Kugelcomplexe 2ten Grades hätten 
wir als Verallgemeinerungen der Cykliden zu betrachten, die an sich 
nur gebildet werden von den Punktkugeln eines solchen Kugelcom- 
plexes 2ten Grades. | 


Wir beschränken uns aber, indem wir in 1) u = k, setzen, auf 
die Linien der oo! Congruenzen: 


5 
2) ante 


234 Domsch: Die Darstellung der Flächen vierter Ordnung 


Dieselben sind die Doppeltangenten o! Kummer’schen Flächen, 
welche sich längs der 6 ausgezeichneten Haupttangentencurven ter 
Ordnung berühren ®). 


Da 2; = 0 unser ausgezeichneter Fundamentalcomplex ist, so 
entsprechen den ©! Liniencongruenzen jeweils die Punktkugeln von 
@!: Kugelcomplexen 2ten Grades, also die Cyklidenschaar 


5 
3 5 — 05) 
1 


G—4 
wenn ki — kg = ci gesetzt wird. Die Cyklidenschaar aber bildet ein 
confocales System, wie schon aus der Form der Gleichung 3) er- 
hellt ®). 


Wir haben demnach den Satz: 


„Einer oo! Schaar Kummer’scher Flächen, welche Brennflächen 
„der ©! Congruenzen 
3 Ga—h 


0 u =0 


„und sich nach einer ausgezeichneten Haupttangentencurve ter Ord- 
„nung berühren, bilden sich ab als © ! Cykliden 


Si 


5 

93 

1 

„die ein confocales System bilden“. 


Hieran schliessen wir sofort den folgenden Satz (Lie, a. a. O. 
p. 193— 194.) 


„Jene ausgezeichnete Haupttangentencurve transformirt sich in 
„die „Developpale Focale“, welche allen Cykliden des confocalen 
„Systems sammt, dem Kugelkreis umschrieben ist‘. 


2 Congruenzen der Schaar 2), entsprechend 2 bestimmten Werten 
von A, haben eine Linienfläche gemein, welche die beiden Brenn- 


4) Ein solches System betrachtet H. Lie, a. a. O. p. 255. Die Haupt- 
tangentencurven der Kummer’schen Fläche wurden zuerst untersucht vou den 
Herren Klein und Lie in den Berl. Monatsberichten, 15. December 1870, in 
einer Abhandlung, die sich wieder abgedruckt findet in Bd. 23. der Math. 
Annalen, p. 579. s 


5) Siehe p. 20, Darboux, a. a, O., p. 134. 


5 6 
6) Daneben gilt noch 3s,?—=0 entsprechend 3x,?=0. 
1 1 
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flächen der Congruenzen längs je einer Haupttangentencurve berührt. 
Diese Linienfläche ist vom ten Grade ?). Dem entsprechend schnei- 
den sich 2 Cykliden des Systems längs einer Curve rechtwinklig 
(rechtwinklig darum, weil jeder Erzeugende der Linienfläche 2 Paar 
Berührungspunkte trägt, die zu einander harmonisch liegen), und 
diese ist Krümmungslinie auf beiden Flächen, im übrigen ebenfalls 
von der Sten Ordnung >). 


Je 3 Congruenzen der Schaar haben 16 x, = 0 angehörige Ge- 
rade gemein, die Doppeltangenten sind für die 3 zugehörigen Brenn- 
flächen. Auf jeder der 16 gemeinsamen Doppeltangenten bilden die 
6 Berührungspunkte 3 Paare, 2 beliebige dieser 3 Paare sind zu ein- 
ander harmonisch. Dem entsprechend schneiden sich im Cykliden- 
raum je 3 confocale Oykliden in 16 Punkten rechtwinklig. 


Durch jede Linie des ausgezeichneten linearen Complexes lassen 
sich 3 Congruenzen der Schaar legen, deren Brennflächen die soeben 
berührte Eigenschaft besitzen. 5 Congruenzen der Schaar degeneriren 
in diesen Fällen in die Directricen dieser linearen Congruenzen. 


Dem stellen sich für den Cyklidenraum die Sätze zur Seite, dass 
durch jeden Punkt des Raumes 3 Cykliden der Schaar gehen, und 
6 Cykliden, für A = «a, zu Kugeln degeneriren; es sind dies die 5 
Fundamentalkugeln. 


Zunächst werden wir aber nicht das ganze Flächensystem in’s 
Auge fassen, sondern die einzelne Kummer’sche Fläche in ihrer Be- 
ziehung zur einzelnen Cyklide. Wir werden also in 2) resp. 3) dem 
variabeln Parameter einen festen Wert zu erteilen, etwa A= ®@ setzen; 
dann haben wir die Cyklide 


5 
4) Sur — (0. 
1 


Jeder Doppeltangente der Kuminer’schen Fläche entspricht eine 
Punktkugel im Cyklidenraum; also entspricht je 2 Punkten der Kum- 
mer’schen Fläche, den 2 Berührungspunkten der Doppeltangente näm- 
lich, nur ein Punkt der Cyklide. Ausgenommen allein sind die Punkte 
der obengedachten ausgezeichneten Haupttangentencurve $ter Ord- 
nung der Kummer’schen Fläche. Diese ist eine Curve 4punktiger 


7) Unter dem Grad einer Linienfläche verstehen wir, wie üblich, die An- 
zahl der Erzeugenden, welche eine beliebig vorgegebene Gerade treffen. 


8) Auf das Entsprechen yon Linienflächen und Curven gehen wir in $ 4., 
p- 69. ausführlicher ein, 
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Berührung für die Kummer’sche Fläche, die Doppeltangenten in den 
Punkten derselben sind vierfache Tangenten, jedem Punkt also der 
Haupttangentencurve für sich allein eutspricht ein Punkt der Cyklide. 
die Beziehung ist in diesem Falle eine (1,1) deutige. Die entspre- 
chenden Punkte der Cyklide bilden die singuläre Krümmungslinie, in 
welcher die Fläche von der benachbarten des Systems geschnitten 
wird; denn die ausgezeichnete Haupttangentencurve verwandelt sich 
ja in die developpabele Focale, und diese berührt die Cyklide in 
jener singulären Krümmungslinie. 


Wir geben den erhaltenen Resultaten die Fassung: 


„Die Beziehung zwischen Kummer’scher Fläche und Cyklide ist 
„eine derartige, dass im Allgemeinen je zwei Punkten der ersteren 
„nur ein Punkt der letzteren entspricht, nämlich den 2 Berührungs- 
„punkten einer der ©? Doppeltangenten, die x, = 0 angehören, eine 
„der ©® Punktkugeln, welche die Cyklide bilden‘. 


„Nur die Punkte der ausgezeichne‘ien Haupttangentencurve ter 
„Ordnung entsprechen den Punkten der ausgezeichneten singulären 
„Krümmungslinie ein-eindeutig“. 


Da den Haupttangenten der Kummer’schen Fläche die Haupt- 
kugeln der Cyklide entsprechen, so finden wir überhaupt den Satz?): 


„Die Haupttangentencurven der Kummer’schen Fläche bilden sich 
„in die Krümmungslinien der Cyklide ab‘. 


$ 3. Parameterverteilung auf der Kummer’schen Fläche 
und deren Uebertragung. 


Jeden Punkt der Kummer’schen Fläche können wir, krummlinige 


Coordinaten einführend, durch die beiden Haupttangentencurven be- 


stimmen, die durch ihn hindurchlaufen: 
A, = const; A, = const 

seien die Gleichungen dieser beiden Haupttangentencurven. Dann 
ist durch diese Parameterwerte der betreffende Punkt bestimmt, aber 
nicht eindeutig; die beiden Haupttangentencurven 16ter ÖOrdnang 
treffen sich ja in 32 Punkten, und diese 32 Punkte hangen sämmt- 
lich von denselben Parameterwerten A, und A, ab. Um die einzelnen 
Punkte der Gruppe zu individualisiren, nehmen wir als Bestimmungs- 
stücke nicht A, und A,, sondern die beiden überall endlichen Normal- 
integrale vom Geschlecht 2, hingeleitet zu A,, resp. A, ala obere Grenzen 


9Y:ch p..68., Lie, a.'a. O,:n.2177, 


| 
A 
: 
3 
K. 
4 
4 


ae Me nd > > Aber ZEN u iz ya ua. 
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PS WE 
und als Irrationalität y II(a' — A)» wo die a; die Parameter der 6 
ausgezeichneten Haupttangentencurven 8ter Ordnung bedeuten.!?) 


Betrachten wir eine solche Gruppe von 32 Punkten, so sehen 
wir, dass aus einem von ihnen 15 weitere hervorgehen durch 15 
Collineationen — die 15 involutorischen windschiefen Perspectiven, 
die sich auf die 15 Directricenpaare, also die 15 Congruenzen 
s=0 2 0 stützen. 


Die 16 noch übrigen haugen von den 16 schon betrachteten 
dualistisch ab. Betrachten wir nämlich einen der 16 Punkte, so ge- 
hört zu ihm eine Tangentialebene an die Kummer’sche Fläche; in 
dieser Tangentialebene wird eine Gerade des Tangentenbüschels dem 
ausgezeichneten Complex x, = 0 angehören. Diese ist Doppeltangente 
an die Kummer’sche Fläche und liefert infolgedessen einen 2ten Punkt 

‚der Kummer’schen Fläche. So erhalten wir zu den 16 Punkten noch 
16 weitere hinzu. 


Das Coordinatensystem der Haupttangentencurven transformirt 
sich nun in das Coordinatensystem der Krümmungslinien. Wie dort 
ein Punkt durch die hindurchlaufenden Haupttangentencurven definirt 
war, ist er hier definirt durch die 2 Krümmungscurven 


A, in ep Aa en e2. 


Die Haupttangentencurven schneiden sich nun in 32 Punkten, 
welche auf die oben bezeichnete Weise zusammenhangen ; je 2 der- 
selben liefern aber als Berührungspunkte einer Doppeltangente, welche 
dem Complex x; = 0 angehört, denselben Punkt der Cyklide. 


„Der Gruppe von 32 zusammengehörigen Punkten der Kummer- 
„schen Fläche entspricht also auf der Cyklide eine Gruppe von nur 
„16 Punkten, welche auseinander durch Spiegelung an den Fundamental- 
„Kugeln, wie dort durch Spiegelung an den Congruenzen = 0 z,=0, 
„(= 1, 2... 5) hervorgehen.“ 


Einem Punkt der Kummer’schen Fläche entspricht eine Minimal- 
gerade, welche die Cyklide in dem Punkt berührt, welcher der Doppel- 
tangente an die Kummer’sche Fläche, x; = 0 angehörend, entspricht, 
die im Ausgangspunkt construirt wurde. Der Tangentialebene im 
Ausgangspunkt an die Kummer’sche Fläche entspricht die 2te in 
jenem Punkt der Cyklide berührende Minimalgerade; diese letztere 
Minimalgerade ist aber auch das Bild des 2ten Punkts der Kummer- 


10) Ausführliches hierüber siehe p. 81. 
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schen Fläche, der zum Ausgangspunkt dualistisch gehört, ebenso wie 
die erste Minimalgerade der Tangentialebene in jenem 2ten Punkt 
der Kummer’schen Fläche entspricht. 


Machen wir demnach eine dualistische Umformung im Raum der 
Kummer’schen Fläche, hinsichtlich des linearen Complexes =, —= 0, 
durch welche jeder Punkt in die ihm durch den linearen Complex 
zugeordnete Ebene und jede Ebene in den entsprechenden Punkt 
verwandelt wird, so vertauschen sich die beiden Untergruppen von 
je 16 Punkten auf der Kummer’schen Fläche. Eine solche Vertau- 
schung ändert aber das Cyklidensystem in keiner Weise. Die in 
Rede stehende dualistische Umformung des einen Raumes bringt im 
anderen keinerlei Aenderung hervor. 


$ 4. Abbildung von Linienflächen, deren Erzeugende dem 
ausgezeichneten linearen Complex angehören. 


Im Folgenden wird es sich vorzugsweise darum handeln, die 

Abbildung von Curven der Kummer’schen Fläche auf die Cyklide zu 
zu leisten. Wir könnten zu dem Zwecke die Punkte der Curve selbst 
abbilden — ihnen entsprechen ja im Cyklidenraum Minimalgerade, 
die die Cyklide in je einem Punkte berühren —; einfacher gestalten 
sich aber die Verhältnisse, wenn wir in jedem Punkt der Curve auf 
der Kummer’schen Fläche die zugehörige Doppeltangente construiren, 
die dem ausgezeichneten Complex angehört. Die so entstehende 
Linienfläche, deren Erzeugende also dem ausgezeichneten linearen 
Complex angehören, bildet sich sofort auf eine Curve der Cyklide 
ab; jeder Doppeltangente entspricht ja ein Punkt der Cyklide. 


Wir betrachten demnach zunächst allgemein Linienflächen, 
deren Erzeugende a; — 0 angehören, und deren Abbildun- 
gen, und stützen uns hierbei auf ein von Herrn Klein gütigst zur 
Verfügung gestelltes Manuscript: Zur Theorie der linearen Complexe, 
dessen Resultate die eigenen vervollständigen halfen. 


Ehe wir auf die in Rede stehende Abbildung selbst eingehen, 
wird es zweckmässig sein, gewisser Ausnahmgebilde Erwähnung zu 
tun, die bei unserer Abbildung sowohl im linearen Complex als im 
Punktraum auftreten. 


Im Allgemeinen ist die Abbildung eine (11) deutige; jeder Gera- 
den des Complexes entspricht ein Punkt des Cyklidenraumes; es 
giebt aber eine Gerade des Gomplexes — die Fundamental- 
gerade!!!) —, der »* Punkte entsprechen, die eine ganze 


11) cf. Lie, a. a. O. p. 168. 


j 
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Ebene im Cyklidenraum erfüllen, und umgekehrt Punkte im Cy- 
klidenraum — sie liegen auf einem Kegelschnitt —, denen 
ein ganzes Büschel von Geraden des Complexes entspricht. 


Dieser Kegelschnitt ist im gegebenen Falle der Kugelkreis. 
Jedem Punkt des Kugelkreises entspricht also ein Büschel von Complex- 
geraden, welchem die Fundamentalgerade angehört; durch dasselbe 
wird ein Punkt der Fundamentalgeraden und eine durch sie hindurch- 
gehende Ebene dem betreffenden Punkt des Kugelkreises zugeordnet. 


Um die Verhältnisse der Abbildung klar zu übersehen, folgt eine 
Tabelle, welche entsprechende Gebilde einander gegenüberstellt. soweit 


sie Bezug haben zu den Ausnahmegebilden. 


Raum des CGomplexes. 
Die Fundamentalgerade L: 
Eine Complexlinie: 
Eine Oomplexlinie, die Z schneidet: 
Das dadurch bestimmte Büschel: 


Die Congruenz, gebildet vom ge- 
gebenen Complex und den durch 
die Fundamentalgerade bestimm- 
tenspeciellen,d.h. einelineare 
Congruenz mitZalsDop- 
pellinie: 

Eine lin. Congruenzmit Dop- 
pellinie, die Z enthält, 
d. h. die ©? Linien des Com- 
plexes, welche eine Complex- 
linie schneiden, die ihrerseits 
L trifft: 

Eine allgemeine lin. Con- 
gruenz, die Z enthält und 

dem Complex angehört: 

Die Directricen dieser Con- 
gruenz:’ 

Eine allgemeine lineare 
Congruenz, die L nicht 
enthält und dem Complex 
angehört: 

Eine Linienfläche 2ten Gra- 
des, welche Z enthält: 


Cyklidenraum. 
die oferne Ebene. 
ein Punkt. 
ein Punkt des Kugelkreises. 


derselbe Punkt des Kugelkreises. 


der Kugelkreis. 


&* Punkte, eine Ebene bildend, 
die mit dem Kugelkreis einen 
Punkt gemein hat, d. h. eine 
Tangentialebene an den 
Kugelkreis. 


eine Ebene. 


die beiden Kreispunkte der Ebene. 


eine Kugel; die Punkte des Kugel- 
kreises entsprechen den Geraden 
der Congruenz, die Z schneiden. 


eine Gerade, die den Kugel- 
kreis nicht trifit. 


#* 
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Raum des Complexes. Cyklidenraum. 


Die Erzeugende Z: der Schnitt mit der unendlich 
fernen Ebene. 


Eine Linienfläche 2ten Gra- | ein Kreis, der die unendlich 


des, die Z berührt: ferne Ebene berührt,d. h. 
(Z schneidet nur eine Erzeu- nur einen Kreispunkt hat. Die 
gende.) Ebene des Kreises entspricht 


der linearen Congruenz, welche 
die geschnittene Erzeugende 
zur Doppellinie besitzt. 
Eine beliebige Linienfläche | gjn Kreis. | 
2ten Grades: (Den beiden Büscheln entsprechen 
(Z schneidet 2 Erzeugende, be- die beiden Kreispunkte. 
stimmt also 2 Büschel von Com- 
plexgeraden.) 


Betrachten wir jetzt eine allgemeine Linienfläche, deren Erzeu- 
gende dem Ilnearen Complex angehören. Der Grad derselben, d. h. 
die Zahl der Erzeugenden, die von einer beliebigen Geraden ge- 
schnitten werden, sein. Der Grad wird im Allgemeinen mit der 
Ordnung und Classe!?) der Linienfläche übereinstimmen; nur wenn 
die Erzeugenden eine Developpabele bilden, ist der Grad gleich der 
Ordnung der Developpabeln und der Classe der zugehörigen Raum- 
curve. 


Als charakteristisch ist ferner zu betrachten: 


Das Geschlecht p (d. h. das Geschlecht der ebenen Schnittcurve); 


Die Zahl der Doppelerzeugenden o 
und der stationären Erzeugenden o, 


Die Zahl der singulären Linien s, 

Dice Art der Brenncongruenz!?). Die Brenncurve und Brenn- 
developpabele der letzteren giebt 
die Doppelcurve & 


und die Doppeldeveloppabele “) der ‚geg. Linientieue: 


Es möge die Linienfläche die bei der Abbildung des Complexes 


benützte Fundamentalgerade Z nicht enthalten, auch möge keine ihrer 


12) Ordnung und Classe sind nach einem bekannten Satze von Cayley in 
diesem Falle gleich. 

13) Unter der Brenncongruenz versteht man die a? Geraden, welche von 
der Gesammtheit der Büschel herrühren, die von sieh schneidenden Linien der 
Fläche gebildet werden. 
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ausgezeichneten Linien der linearen Congruenz angehören, deren 
Doppellinie Z ist. 


Dann verwandelt sich die Linienfläche nten Grades ver- 
möge unserer Abbildung in eine Curve nten Grades, die den 
Kugelkreis in n getrennten Punkten schneidet — die Funda- 
mentalgerade trifft ja n Erzeugende der Linienfläche. 


Die Anzahl der Doppelpunkte wird gleich o, die Anzahl der 
Rückkehrpunkte o. 


Nun ist aber das Geschlecht der Linienfläche, wenn die Ordnung 
und Classe der Doppelcurve = A ist 


(Wir haben ja das Geschlecht der ebenen Schnittcurve zu be- 
stimmen.) 


Der Brenncurve Ater Ordnung entspricht nun eine Minimallinien- 
fläche 2hter Ordnung, die den Kugelkreis "fach enthält. Jede Er- 
zeugende derselben schneidet die Raumcurve 2mal, entsprechend dem 
Umstand, dass die Brenncurve erzeugt wurde durch sich schneidende 
Linien der Brenncongruenz. Von jedem Punkt des Kugelkreises lau- 
fen also A Erzeugende der Minimallinienfläche aus; die Raumcurve 
nter Ordnung, die der Linienfläche des Complexraumes entspricht, 
hat demnach A scheinbare Doppelpunkte. Es ist also ihr Geschlecht 

p= et Bi 00 

„Es überträgt sich also auch das Geschlecht der Linienfläche 

„auf die Raumcurve im Cyklidenraum.“ 


Als Rang der Raumcurve erhalten wir 
r=n(n—1)—2h — 20 —30 


Es ist dies auch die Ordnung der durch dieselbe bestimmten 
Developpabelen. Letztere schneidet den Kugelkreis ausser in den n 
doppelt zählenden Punkten in 


2(r —n) Punkten; 


soviel liegen also Minimalgerade auf der Developpabelen, soviel mal 
ist mit anderen Worten die Verbindungslinie 2er benachbarter 
Punkte der Raumceurye Minimalgerade. Ein derartiges Vorkomm- 
niss entspricht aber einer singulären Linie der Linienfläche 
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des Complexraumes, d. h. dem Falle, wo eine Erzeugende. von 
ihrer benachbarten geschnitten wird. Wir erhalten demnach 


2(r—n)=s. 


„Der Anzahl der singulären Linien entspricht also die Zahl der 
„Punkte, in denen die Developpabele der Raumcurve vom Kugelkreis 
„getroffen wird ausser den n doppelt zählenden Punkten, in denen 
„die Raumcurve den Kugelkreis durchsetzt.“ 


Eine beliebige Erzeugende der Linienfläche wird von (n — 2) 
ihresgleichen getroffen, eine Doppelerzeugende, resp. stationäre Er- 
zeugende von (n—4) andern Erzeugenden. Es liegen also auf jeder 
der letzteren (n -4) Doppelpunkte, resp. Rückkehrpunkte der Doppel- 
curve. Die Anzahl der Doppelpunkte resp. Rückkehrpunkte 
der Doppelcurve ist demnach 


oe (n—4) resp. 6(n—4). 


Ebenso hat die Doppeldeveloppabele o(n—4) Doppelebenen und 
o(n—4) Inflexionsebenen, welche zu (ra—4) durch die (o+4-6) mehr- 
fachen Erzeugenden hindurchgehen und der gleichen Anzahl von 
Doppel- und Rückkehrpunkten einzeln entsprechen. 


Demgemäss erhalten wir im Punktraum auf der Minimallinien- 
fläche, deren Erzeugende Secanten der Raumcurve sind, o(n—4) 
Doppelerzeugende und o(n—4) stationäre Erzeugende, die 
jeweils zu (na—4) durch einen Punkt der Raumcurve gehen. 


$ 5. Abbildung von Curven. 


Jetzt gilt es nun noch, die Linienfläche, deren Erzeugende dem 
ausgezeichneten linearen Complex angehören, in Verbindung zu brin- 
sen mit der Ausgangscurve auf der Kummer’schen Fläche, längs 
welcher beide Flächen einander berühren. 


Gehen wir also aus von einer beliebigen Curve auf der Kummer- 
schen Fläche, deren Ordnung gleich n sei. 


Construiren wir dann in jedem Punkte derselben die Doppel- 


tangente, welche dem ausgezeichneten linearen Complex angehört, so 
wird deren 2ter Berührungspunkt im Allgemeinen kein Punkt der 
Curve sein, wir werden also neben der gegebenen Curve noch eine 
2te auf der Kummer’schen Fläche in Betracht zu ziehen haben, die 
dieselbe Linienfläche liefert, die also auch dasselbe Bild auf der 
Cyklide hat. 

Die Linienfläche, welche von den Doppeltangenten gebildet wird, 
wäre als Schnitt eines linearen, eines quadratischen und eines Com- 


y- ML 
i ie 
ai. 
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plexes nten Grades — letzterer ist durch die Curve nter Ordnung 
bestimmt — von der Ordnung 4n. Diese Zahl reducirt sich aber 
auf die Hälfte, da die in Rede stehende Curve auf der Brennfläche 
der Congruenz (22) verläuft. Demnach ergiebt sich als Ordnung der 
2ten „conjugirten“ Curve 3n. Die Singularitäten der ersten Curve 
finden auf der 2ten ihr dualistisches Gegenstück. Dieser Dualismus 
ist aber keiner im gewöhnlichen Sinne des Wortes. Construiren wir 
nämlich in allen Punkten der ersten Curve die Ebenen, die ihnen 
vermöge des ausgezeichneten linearen Complexes entsprechen, so be- 
rühren dieselben die Kummer’sche Fläche in Punkten, deren Gesammt- 
heit die 2te zur ersten dualistisch gehörende Curve bildet. 


Der Ordnung n der Ausgangscurve entspricht die Anzahl von 
Tangentialebenen, die man von einem beliebigen Punkt so an die 
Kummer’sche Fläche legen kann, dass sie in einem Punkt der 2ten 
Curve berühren; dagegen entspricht der Anzahl von Tangentialebenen, 
die man von einem beliebigen Punkt so an die Kummer’sche Fläche 
legen kann, dass sie in einem Punkt der Ausgangscurve berühren!*), 
die Ordnung der 2ten „conjugirten“ Curve. 


In speciellen Fällen kann die 2te conjugirte Curve mit der ur- 
sprünglichen zusammenfallen. Dies geschieht z. B. bei den Haupt- 
tangentencurven; in diesem Falle ist die Curve zu sich selbst dua- 
listisch und zwar bei den Haupttangentencurven im landläufigen Sinne 
des Wortes, da die Tangentialebenen an die Kummer’sche Fläche in 
Punkten einer Hauptangentencurve Osculationsebenen an letztere sind; 
das stimmt mit dem Umstand, dass Ordnung und Classe der Haupt- 
tangentencurve gleich sind. Die Linienfläche der Doppeltangenten 
kann in letzterem Falle als Schnitt eines linearen und 2er quadra- 
tischer Complexe angesehen werden, ist also von der 8ten Ordnung 
für die Haupttangentencurven 16ter Ordnung; für die Haupttangenten- 
curven 8ter Ordnung wird sie von der 4ten Ordnung (als Schnitt 
2er linearer und eines quadratischen Complexes). 


Ist demnach die Ordnung der auf der Kummer’schen Fläche ge- 
gebenen Curve n, so ist im Allgemeinen der Grad der Linienfläche 2n. 


Wir haben also den Satz: 


„Einer Curve nter Ordnung auf der Kummer’schen Fläche ent- 
„spricht im Allgemeinen eine Curve 2nter Ordnung auf der Cyklide.““ 


14) Diese Anzahl erhält man, indem man die Schnittpunkte der Curve 
mit der ersten Polare der Fläche in Bezug auf den angenommenen Punkt 
sucht; in unserm Falle erhält man so 3n, eine Zahl, die wir schon oben für 
die Ordnung der 2ten Curve fanden. 


16* 
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Tritt dagegen der Fall ein, wo sämmtliche 2ten Berührungs- 
punkte der Doppeltangenten wiederum Punkte der Curve sind, die 
conjugirte Curve also mit der ursprünglichen zusammenfällt, so ist 


die Ordnung, resp. der Grad der Linienfläche nur 2 ; ebenso ist dann 


die Ordnung der Curve auf der Oyklide 5 So ist es, wie gesagt, 


bei den IHaupttangentencurven; ihnen entsprechen die Krümmungs- 
linien Ster resp. 4ter Ordnung der Oyklide. 


Die Doppelpunkte der gegebenen Curve auf der Kummer’schen 
Fläche ergeben Doppelerzeugende der Linienfläche, die von den 
Doppeltangenten gebildet wird. Es ergiebt sich demnach der Satz: 


„Den Doppelpunkten der Curve auf der Kummer’schen Fläche 
„entsprechen wiederum Doppelpunkte der Curve auf der Cyklide.‘ 


Hat dagegen die Curve auf der Kummer’schen Fläche eine Spitze, 
so liegen 3 aufeinanderfolgende Erzeugende der Linienfläche in der- 
selben Ebene; es liegen also 3 aufeinanderfolgende Punkte der Curve 
im Cyklidenraum auf derselben Minimalgeraden; wir erhalten einen 
Tangenteninflexionspunkt. Hat umgekehrt die Curve auf der Kummer- 
schen Fläche einen Tangenteninflexionspunkt, dann ist die Tangente 
in diesem Punkt Haupttangente an die Kummer’sche Fläche. Ihr 
entspricht eine Hauptkugel, welche die Cyklide in dem entsprechen- 
den Punkte osculirt; eine solche schneidet aber in einer Curve mit 
Spitze in diesem Punkte; infolgedessen bekommt die Curve im Cy- 
klidenraum eine Spitze. Wir sehen also: 


„Den Spitzen und Tangenteninflexionspunkten der Curve auf der 
„Kummer’schen Fläche entsprechen resp. Tangenteninflexionspunkte 
„und Spitzen der entsprechenden Curve im Cyklidenraum. Diese 
„letzteren Tangenteninflexionspunkte sind notwendig imaginär.“ 


Da das Geschlecht der Curve auf der Cyklide überdies noch von 
der Ordnung der Doppelcurve A der Linienfläche abhängt, und R von 
den Singularitäten der Curve auf der Kummerschen Fläche, welche 
deren Geschlecht bestimmen, unabhängig ist, so sehen wir, dass man 
von dem Geschlecht der Curve auf der Kummer’schen Fläche noch 
nicht auf das der Curve auf der Cyklide schliessen kann, sondern 
erst die Linienfläche gebildet von den Doppeltangenten construiren 
muss. Dann aber erhält man, wie wir sahen, vollständigen Aufschluss 
über alle in Frage kommenden Singularitäten. 

Wir wollen noch ergänzend erwähnen: Geht die Curve auf der 


Kummer’schen Fläche durch einen Knotenpunkt hindurch, so kommt 
zu der Linienfläche „ten Grades der Doppeltangenten noch eine 
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Linienfläche ersten Grades, ein Geradenbüschel®), hinzu; infolgedessen 
erhalten wir als Bild auf der Cyklide die Curve 2rter Ordnung in 
Verbindung mit einer auf der Cyklide liegenden Minimalgeraden. 


II. Capitel. 


Kummer’sche Fläche und Cyklide unter Berücksichtigung der ©. 


Auf dreierlei Weisen wurde, wie schon in der Einleitung er- 
wähnt, die Kummer’sche Fläche durch hyperelliptische 3 Functionen 
(vom Geschlecht 2) dargestellt. Wir haben sachlich geordnet: 


1) Die liniengeometrische Darstellung Rohns. 

2) Die Borchardt’sche Darstellung, beruhend auf einer 
Göpel’schen biquadratischen Relation. 

3) Die Weber’sche Darstellung. 


In dieser Aufeinanderfolge ist uns zugleich das Einteilungsprineip 
gegeben, dem wir folgen werden. 


$ 1. Die liniengeometrische Darstellung der Kummer’schen Fläche 
und die hierauf basirende Uebertragungsweise. 


Wir wissen, dass wir die Punkte der Kummer’schen Fläche be- 
bestimmen können durch die hindurchlaufenden Haupttangentencurven, 
indem wir das. System der letzteren zum krummlinigen Coordinaten- 
system wählen; wir wissen aber auch!°), dass durch die Parameter- 
werte 2er Haupttangentencurven 


M=e, k=% 


ein Punkt der Kummer’schen Fläche nicht eindeutig bestimmt ist, 
sondern dass wir die Wahl unter 32 Punkten haben. Um diesem 
Uebelstande abzuhelfen, charakterisiren wIr den Punkt der Kummer- 
schen Fläche nicht durch die 2 Parameter A, und A, der beiden durch 
ihn hindurch gehenden Haupttangentencurven selbst, sondern durch 
die Normalintegrale erster Gattung vom Geschlecht 2: 


1) 
Re BR ELEND NR AR 


u | = u tu" | u er +f au If a +/ au 
a ß ß 


& 


15) In einer der Doppeltangentialebenen, die durch den Knotenpunkt gehen 
16) cf. p. 66. 
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in denen A, und A, als obere Grenzen auftreten, während die Wahl 
der unteren Grenzen @ und ß noch in unserer Hand steht, und A 
den Wert hat: 


2) A=- VÜ-Ze)A—o)A—)A— ec) (A—c)(A— Er) 


WO CıC9...c; die Parameter der 6 Haupttangentencurven 8ter Ord- 
nung bedeuten.!”) 


Bezeichnen wir nun mit II ein Multiplum von Perioden, so 
lassen wir von den Ausdrücken 


3) tuWtW +0 

diejenigen denselben Punkt der Kummer’schen Fläche bedeuten, welche 
sich durch eine gerade Anzahl von Vorzeichen und durch gerade 
Multipla von Perioden unterscheiden, während sämmtliche Ausdrücke 
zusammengenommen die 32 zusammengehörigen Punkte liefern. 


Unsere Gruppe von 32 Punkten sondert sich, wie wir wissen, 
in 2 Untergruppen von je 16 Punkten. Diese 16 Punkte einer Unter- 
gruppe unterscheiden wir durch die 16 verschiedenen Perioden von 
einander, die bei Integralen erster Gattung vom Geschlecht 2 möglich 
sind. Ist der Ausgangspunkt dargestellt durch 


vlw=utu' | tu 
so erhält man die 15 zugehörigen Punkte der Untergruppe also durch 
Zufügen von den 15 von O | O verschiedenen Perioden: 


911 | 93 | zi |.O 
til aıs at | a4 wi 
ni | mi a1 te t@i| ap tag+ mi 
Ast Ri | ag + mi aıt st Mi | at ag 
st "i | ag a | aa + mi 


At Cı2 | ai + ag + wi 
Mıt a | ia a3 
Qı2 | a2 
a1 | Qgg + Mi 


O| w 


wenn die Perioden gegeben sind durch das Schema; 


17) Es sei für das Folgende bemerkt, dass wir uns hinsichtlich der Theorie 
der hyperelliptischen Integrale und Functionen an Herrn Prym „Neue Theorie 
der ultraelliptischen Functionen‘“, Denkschriften der Wiener Akademie, Bd. 4, 
und Herrn Krazer: „Theorie der 2fach unendlichen © Reihen“, Leipzig 1882, 
anschliessen werden. 
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4 a 55 be 
du, | %ı ae wu 0 


1} dus d91 upp] Ö ICE 


und die Riemann’sche 2blättrige Fläche für Ir 2 die charakteristische 
Zerschneidung zeigt (s. Fig. 5.) 


Die Punkte der andern Untergruppe unterscheiden sich von den 
entsprechenden Punkten der ersten durch das Vorzeichen von «”, 
oder w' was dasselbe besagen will bei unserer Festsetzung auf p. 246. 


Durch unsern linearen Complex x; = 0 werden nun solche Punkte 
einander zugeordnet. Gehen wir von dem Punkt 


u | a 


aus und nehmen diejenige Ebene, welche ihm durch den Complex 
75 — Ö entspricht, so ist deren Berührungspunkt mit der Kummer- 
schen Fläche der dualistisch zum ersten gehörige Punkt, dem die 
Argumente zukommen 


! " ! [4 
U 14 | Ug —Us . 


Beide Punkte liefern nun gemeinsam denselben Punkt der Cy- 
klide, dem also 2 Argumentenwerte mod. doppelter Perioden zukom- 
men. Aus ihm erhalten wir 15 weitere durch Zufügen der 15 von 
0] 0 verschiedenen Periodenmultipla. 


Wir erhalten demnach den Satz: 


„Je 2 Punkte der Kummer’schen Fläche, deren Argumente sich 
„simultan in die Form setzen lassen 


! 44 ! " ! „ ! [24 
ut% |üg tu” und u’—u" | ug — ug", 
„liefern denselben Punkt der Cyklide.“ 


„Ebenso lässt eine simultane Umkehr beider Vorzeichen den 
„Punkt der Cyklide ungeändert.“ 


„Vermehren wir diese Argumente um die 15 möglichen von O 
„verschiedenen Perioden (mod. 2 genommen), so erhält man auf der 
„Cyklide aus einem vorgegebenen Punkte die 15, welche durch Spie- 
„gelung an den Fundamentalkugeln aus ihm hervorgehen, gerade so, 
„wie man auf der Kummer’schen Fläche aus dem entsprechenden 
„Punktepaare 15 weitere erhält, die durch Spiegelung an den Con- 
„gruenzen &=0 xx = O aus ihm hervorgehen. 
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Curvensysteme. 


Jetzt nehmen wir unsere Argumente 


ur u | ug + ug 


zu den Argumenten von $Functionen vom Geschlecht 2, und fragen 
zunächst, was bedeutete das Nullsetzen 


a.. Der 6 ungeraden © Functionen ? 


Die 6 ungeraden $Functionen, gleich Null gesetzt, liefern natür- 
lich auf der Kummer’schen Fläche die 6 Haupttangentencurven $ter 
Ordnung, da wir die Parameter derselben zu Verzweigungspunkten 
genommen haben. 


Dementsprechend erhalten wir auf der Cyklide 6 ausgezeichnete 
Krümmungslinien. Wir wissen schon, dass die Haupttangentencurve 
= c, übergeführt wird in die singuläre Krümmungslinie Ster Ord- 
nung, in welcher die Cyklide von der benachbarten geschnitten wird 18). 
Beide Curven sind derartig auf einander bezogen, dass den Tangenten 
der einen die Punkte der andern, den Punkten der einen die Tan- 
genten der andern entsprechen; sie sind reciproke Curven im Sinne 
des Herrn Lie!) Die Spitzen der einen verwandeln sich, wie wir 
wissen, in die stationären Tangenten der anderen Curve und umge- 
kehrt. Da nun die 6 ausgezeichneten Haupttangentencurven Ster 
Ordnung auf der Kummer’schen Fläche 40 stationäre Tangenten und 
keine Spitzen haben, so hat die singuläre Krümmungslinie, längs 
welcher die developpabele Focale der Cyklide berührt, keine statio- 
nären Tangenten, aber 40 Spitzen. (Die 40 Osculationskugeln iu 
diesen Punkten sind Hyperosculationskugeln und schneiden die Cyklide 
längs 2er Geraden und eines Kreises, der durch den Schnitt der 
beiden Geraden geht, die 40 Punkte sind die 40 Nabelpunkte der 
Cyklide 29). 


Die übrigen 5 ausgezeichneten Haupttangentencurven erhalten 
wir firi—= o,i=1, 2,3, 4, 5. Ihnen entsprechen auf der Oyklide 
die5 ausgezeichneten Krümmungslinien 4Ater Ordnung, 
die 5 Focalcurven, die ausgeschnitten werden von dend Funda- 
mentalkugeln. 


In diesem Falle gehört die Linienfläche, deren Erzeugende die 
ängs der betreffenden ausgezeichneten Haupttangentencurve construir- 


18) Siehe p. 65. 
19) Lie, a. a. O., p. 164. 
20) Darboux, a. a. O., p. 309. 
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ten Doppeltangenten an die Kummer’sche Fläche, dem Complex x, = 0 
zugehörend, sind, einer linearen Gongruenz an; infolgedessen 
liegt die entsprechende Curve im Cyklidenraume in der Tat auf einer 
Kugel, und zwar einer der 5 Fundamentalkugeln. 


Die Linienfläche ist vom 4ten Grade undhat das Geschlecht 
1, enthält jede der Directrieen der Congruenz doppelt und hat 
8 singuläre Linien, 4 davon haben ihren zugehörigen singulären 
Punkt in einer der Direktrieen, während ihre Ebenen durch die 
andere gehen; bei den 4 übrigen findet das Umgekehrte statt. 


Infolgedessen hat die Curve auf der Cyklide von der 4ten 
Ordnung ebenfalls das Geschlecht 1, und es tritt achtmal der 
Fall ein, dass eine Tangente der Curve Minimalgerade ist; 
diese Tangenten sind Erzeugende der betreffenden Fundamental- 
kugel, 4 Erzeugende der einen, 4 Erzeugende der andern Art. 


b. Die 10 geraden © Functionen. 


Wir wissen, dass auf der Kummer’schen Fläche den 10 gleich 
Null gesetzten geraden ®Functionen mit den in Rede stehenden 
Argumenten die Schnittlinlen mit den 10 Fundamentalflächen 2ter 
Ordnung entsprechen, also Curven achter Ordnung ?*). 


Dementsprechend erhalten wir auf der Cyklide Curven 16ter 
Ordnung, welche den Berührungsschnitt bilden mit Minimalflächen 
16ter Ordnung, welche den Kugelkreis Sfach enthalten und einen der 
Fundamentalkreise als Leitlinie (Afach zählend) besitzen. Man gelangt 
zu einer dieser Minimallinienflächen, wenn man die Punkte der 
Curve der Kummer’schen Fläche abbildet. Natürlich erhält man die- 
selbe Curve auf der Cyklide, wenn man die Linienfläche 16ten Grades 
construirt, welche von den Doppeltangenten gebildet wird, und diese 
dann der Abbildung unterwirft. 


Wir fassen das Resultat in den Satz zusammen: 


„Den 10 geraden ©®Functionen, gleich Null gesetzt, entsprechen 
‚10 Curven 16ter Ordnung auf der Cyklide. Dieselben können auf- 
„gefasst werden als der Berührungsschnitt mit 10 Minimallinienflächen 
„1l6ter Ordnung, die den Kugelkreis achtfach enthalten und je einen 
„der Fundamentalkreise als Leitlinie (4fach zählend) besitzen.“ 


21) Man vergleiche Rohn: Betrachtungen über die Kummer’sche Fläche und 
ihren Zusammenhang mit den hyperell. Funct. p = 2, Diss., ferner die ge- 
nannte Arbeit desselben Verfassers im 15. B. der Math. Ann. 
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c. Die Curvenschaar I(u—e) = 0 
(e, | e& = einfachen Integralen.) 


®(u—e) —=0O stellt auf der Kummer’schen Fläche die Schaar 
der Haupttangentencurven 16ter Ordnung mit 16 Spitzen und 96 
stationären Tangenten dar. 


Die Haupttangencurven verwandeln sich nach den früheren $$ 
in die Krümmungslinien Ster Ordnung auf der Cyklide, die also 16 
stationäre Tangenten, die zugleich Minimallinien sind, und 96 Spitzen 
haben müssen. Dass damit die Zahl der stationären Tangenten über- 
haupt nicht erschöpft ist, geht daraus hervor, dass sich auch eine 
stationäre Tangente einstellt, — welche in diesem Falle reell sein 
kann, — wenn 3 aufeinanderfolgende Erzeugende der Doppeltangenten- 
fläche einer Erzeugung einer Fläche 2ten Grades angehören, welche 
die Fundamentalgerade des Complexraumes ebenfalls als Erzeugende 
derselben Art enthält. 


„Die Gleichungen $ (vw — e) = 0, wo e, | eg einfachen Integralen 
„congruent sind, stellen bei veränderlicher obrer Grenze dieser ein- 
„tachen Integrale die Schaar der Krümmungslinien auf der Cyklide dar,“ 


d. Die Curvenschaar $(u—e) = O bei beliebigem e, | & 


Wenn für einen Punkt der Kummerschen Fläche $(u—e) =0O 
ist, so muss für denselben Punkt auch 


9(—u—e)= dlute) =0O 


sein; denn ebenso wie der betreffende Punkt durch z,’+u,” | ug + us" 
charakterisirt ist, Können wir ihn auch bestimmen durch die Argu- 
mente mit entgegengesetzten Vorzeichen 


— u —u | — U) — u. 
Ist also $(u—e) = 0, so muss auch 
(u— e).d(u-e) = O sein. 
Nun ist aber nach dem Additionstheorem der #Functionen *2) 


(02 9 (u— e).$(u--e) 
—= 9° (u) 99° (e) + 91? (u) 9? le) + 9a? (u) 99? (e)-+ 93° (u) 93? (e) 


Wo 0, 9, 9, 3 ungerade 9 Functionen sind, deren Charakteristiken 
die Summe O0 ergeben. 


22) ef. z. B. Krazer, Theorie der 2fach unendlichen Y Reihen p. 59. 


mit Doppelkegelschnitt durch hyperelliptische Functionen. 251 


Der letztere Ausdruck, gleich Null gesetzt, stellt aber auf der 
Kummer’schen Fläche eine Curvenschaar 16ter Ordnung dar, wie sich 
bei der Ueberlegung ergiebt, was die $ Quadrate zu bedeuten haben. 
(Man vergl. übrigens die Seminarvorträge des Herrn Klein im W./S. 83 
„Ueber die Kummer’sche Fläche“.) 


„Wir erhalten also auch auf der Cyklide eine co? Schaar von 
„Curven 16ter Ordnung, die den Kugelkreis in 16 getrennten Punk- 
„ten treffen.‘ 


$ 2. Die Borchardt’'sche Darstellung der Kummer’schen Fläche 
und die hierauf sich gründende Uebertragungsweise. 


I. Allgemeine Bemerkungen. 


Die Borchardt’sche Darstellungsweise ergiebt sich aus der im 
vorigen Paragraphen erörterten durch Anwendung einer quadratischen 
Transformation, so dass die transformirten $ Functionen — wir wollen 
sie mit einem Accent bezeichnen, — nur noch dic halben Argumente 
haben und nur 4 für die Transformation charakteristischen Perioden 
ungeändert geblieben sind. Es gehört infolgedessen zu einer jeden 
Classe von quadratischen Transformationen — deren wir 15 haben — 
als charakteristisch eine Gruppe von 4 ®Functionen, die ein 
Vierersystem erster Art, eine Göpel’sche Vier?) bilden. Solche 4 
%Functionen sind durch eine Göpel’sche biquadratische Re- 
lation®) mit einander verbunden, deren wir also auch 15 wesentlich 
verschiedene haben. 


Eine solche Göpel’sche Relation stellt nun die Gleichung der 
Kummer’schen Fläche, bezogen auf eines der 15 Fundamentaltetraeder 
dar (siehe Teil II., Cap. 1., $ 1. p. 227.) Die 3Functionen, welche 
die Relation bilden, geben, ohne Rücksicht auf die Kummer’sche 
Fläche einzeln gleich Null gesetzt, die Gleichungen der 4 Ebenen, 
welche das Fundamentaltetraeder bilden. Mit ihren Vorzeichen- 
änderungen und Vertauschungen bedeuten sie die homogenen Punkte- 
ordinaten von 16 zusammengehörigen Punkten der Kummer’schen 
Fläche bezogen auf eins der 15 Fundamentaltetraeder?°). Die Gruppe 
solcher 16 Punkte zerlegt sich wiederum in 4 Untergruppen; die 4 
Punkte einer Untergruppe unterscheiden sich in den Coordinaten 
durch 2 Vorzeichenwechsel, dagegen gelangt man von einer Unter- 


23) siehe Kräzer, a. a O. p. 20, p. 61. 


24) Göpel: Theoriae transcendentium Abelianarum primi ordinis adum- 
bratio levis, Cr. Journ., Bd. 35, p. 292, Formel 30. 


25) Rohn, Bd. 15 der Annalen p. 344. 
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gruppe zur andern, indem man die Coordinaten in 2 Paare teilt nnd 
die Elemente jedes Paares mit einander vertauscht 2). 


Als Beispiel einer solchen Göpel’schen Relation führen wir die 
von H. Borchardt ?°) zu Grunde gelegte Gleichung an: 


A 25)CO)23)(14) X 
Tlee’((5)2+2(0)>+2'(23):421) 
{(5)2(0)?—(23)?(14)2 {(5)2(23)?—(0)?(14)2} {(9)2(14)?—(0)2(23)% 
xml dd I 
5)E-0)1—(23)9)— (14)? 
.05)200)?—(23)2(14)? 
5)21(23)%—(0)%—(14)2 y ' - 
Ru ne 19,79 23 N 29,4 2 
(5)-+14)4—(0)1— (23) 
(5)2(14)2—(0)223)? 


ee 


19,/29,,720, 2937-0 2). 


(Hierin sind die Vorzeichen noch nicht vollständig bestimmt; bei 
Herrn Krazer findet man dagegen, a. a. O. p. 55., Formel III, eine 
Gleichung, die sämmtliche Göpel’sche Relationen mit Angabe aller 
Vorzeichen umfasst.) 


Die Constanten (5), (0), (23), (14) liefern die homogenen Coor- 
dinaten der 16 Knotenpunkte der Kummer’schen Fläche. 


Im Ganzen haben wir, wie schon gesagt, 15 derartige Darstel- 
lungen, entsprechend den 15 Göpel’schen Relationen und den 15 
Classen von quadratischen Transformationen. Der Umstand, dass 
jede Classe noch eine Gruppe von 24 Transformationen enthält, findet 
darin seine Begründung, dass nach Auswahl des Tetraeders die Ecken 
desselben noch 24 Permutationen gestatten. 


Wie nun eine solche biquadratische Göpel’sche Relation die Kum- 
mer’sche Fläche darstellt, so wird dieselbe nach Ausführung der 
Berührungstransformation auch die Cyklide darstellen und zwar be- 
zogen auf eins der 15 räumlichen Vierseite, welche den 15 Funda- 
mentaltetraedern entsprechen (cf. p. 233.) 


Jedes der 4 9’, welche die Göpel’sche Relation bilden, für sich 
gleich Null gesetzt, stellt die betreffende Minimalgerade dar, welche 


26) Rohn, a. a. OÖ. p. 337. 

27) Borchardt, Crelle’s Journal Bd. 83, p. 238. Die Bezeichnung der 9° 
nach Weierstrass. 

28) Hierbei sind die Argumente der $’ weggelassen und für die Null- 
werte abkürzend die blossen Charakteristiken gesetzt. 
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ein Bestandteil des räumlichen Vierseits ist 22), Die 4 $’Functionen 
stellen mit den Vorzeichenwechseln und Vertauschungen, wie sie sich 
auf p. 252, für die Gruppe der 16 Punkte der Kummer’schen Fläche 
ergaben, die Coordinaten einer Gruppe von 16 die Oyklide in je 
einem Punkte berührenden Minimalgeraden dar, die sich ebenso wie 
die Gruppen der 16 Punkte der Kummer’schen Fläche in 4 Unter- 
gruppen sondert. Die 4 in der Gleichung auftretenden Constanten 
bestimmen mit ihren Vorzeichencombinationen die 16 Minimalgeraden, 
die auf der Cyklide liegen; denn diese entsprechen den 16 Knoten- 
punkten, resp. den singulären Ebenen. | 


Wir erhalten demnach die Sätze: 


„Eine der 15 biquadratischen Göpel’schen Relationen, welche 
„zwischen 4 %, die einem Vierersystem Iter Art angehören, be- 
„stehen, liefert die Gleichung der Cyklide in homogenen Minimal- 
„liniencoordinaten bezogen auf eines der räumlichen Vierseite, welche 
„aus Minimallinien zusammengesetzt sind, und deren Ecken von den 
„Punkten gebildet werden, in denen je 3 der Fundamentalkugeln sich 
„treffen“. 


Die Gruppirung dieser räumlichen Vierseite zeigt uns $ 1. des 
1ten Capitels des 2ten Teils, p. 233. 


„Die ©’ Functionen, welche die Relatiou bilden, liefern die Coor- 
„dinaten von je 16 zusammengehörigen Minimalgeraden, welche die 
„Cyklide berühren. Sie sondern sich wieder in 4 Untergruppen von 
„Je 4 Minimalgeraden. Die Minimalgeraden einer Untergruppe unter- 
„scheiden sich in den Coordinaten durch 2 Vorzeichenwechsel; da- 
„gegen gelangt man von einer Untergruppe zur andern, indem man 
„die Coordinaten in 2 Paare teilt und die Elemente jedes Paares 
„mit einander vertauscht“. 


Il. Curvensysteme. 
a. Die 16 einfachen 9’ Functionen. 


Fragen wir, was auf der Kummer’schen Fläche die 16 einfachen 
%Functionen, wenn wir sie gleich Null setzen. bedeuten, so finden 
wir zunächst eine Teilung derselben in 4 und 12. Die ersten 4, 
welche das Vierersystem erster Art bilden, aus welchem die die Kum- 
mer’sche Fläche darstellende Göpel’sche Relation besteht, liefern natür- 
lich die Schnitte mit den 4 Ebenen des Fundamentaltetraeders, also 
4 ebene Curven 4Ater Ordnung von allgemeinem Cha- 


29) resp. die durch dieselbe bestimmte Congruenz von Minimalgeraden. 
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rakter auf der Kummer’schen Fläche. Die 12 übrigen liefern, wie 
Herr Rohn ?°) zeigt, die Berührungsschnitte 4ter Ordnung 
mit Flächen 2ter Ordnung, welche das betreffende Funda- 
mentaltetraeder zum gemeinsamen Polartetraeder haben. 


Was zunächst die 4 Schnittcurven mit den Tetraederebenen an- 
betrifft, so entsprechen diesen vermöge unserer Transformation Curven 
6ter Ordnung auf der Cyklide, die wie die entsprechenden Curven 
auf der Kummer’schen Fläche keine Doppelpunkte haben werden, 
aber den Kugelkreis in 8 Punkten schneiden. 


Sie kann übrigens auch aufgefasst werden als Berührungsschnitt 
mit einer Minimallinienfläche Ster Ordnung, die den Kugelkreis 4- 
fach enthält. Diese Minimallinienfläche hat als Leitlinie eine Mini- 
mallinie und enthält letztere doppelt zählend, es ist dies die betref- 
fende Minimallinie des Coordinatenvierseits. 


Die 12 übrigen # liefern Curven 4ter Ordnung auf der 
Cyklide, die wir ansehen können als Berührungsschnitte mit 12 Du- 
pin’schen Cykliden; denn in solche verwandeln sich vermöge der 
Transformation die 12 die Kummer’sche Fläche berührenden Flächen 
2ter Ordnung ?!) und zwar sind dieselben auf dasselbe Coordinaten- 
vierseit bezogen. 


Wir fassen die erhaltenen Resultate wiederum in den Satz zu- 
sammen: 


„Setzen wir die 16 einfachen ©' gleich Null, so erhalten wir auf 
„der Cyklide 4 Curven Ster und 12 Curven 4ter Ordnung. Die er- 
„steren entsprechen den 4 ausgezeichneten ©’, die das gewählte 
„Vierersystem bilden, und können angesehen werden als die Berüh- 
„rungsschnitte mit Minimallinienflächen Ster Ordnung, die den Kugel- 
„Kreis vierfach, und die entsprechende Minimallinie des Coordinaten- 
„vierseits als Leitlinie 2fach enthalten. Die 12 übrigen Curven 4ter 
„Ordnung sind die Berührungsschnitte mit 12 Dupin’schen Cykliden“. 


b. Die ©’ Curvenschaar I’(wu—e) =. 
e | e = einfachen Integralen. 


Nach Seite 250 ist mit #(w—e) auch (u-e) = 0, und 
9(u—e).®(u4-e) kann man wiederum in eine Summe von $’Qua- 
draten zerlegen, deren Argumente die u, | w, allein sind. Diese 9'- 


30) Bd. 15. der Math. Annalen p 346. 
31) Lie, Bd. 5. der Annalen, a. a. O. p. 173. 


Pa u — Din DE a nn 
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Quadrate wiederum lassen sich sämmtlich durch die Quadrate der 
ursprünglichen ein Vierersystem erster Art bildenden $ ausdrücken 32). 
Eine derartige Gleichung stellt demnach auf der Kummer’schen 
Fläche den Schnitt mit einer Fläche 2ter Ordnung dar, also Curven 
öter Ordnung. Wir erhalten so auch auf der Cyklide eine »’ 
Schaar von Curven 16ter Ordnung. 


c. Die ©? Curvenschaar 9(u—e) = 0 
bei beliebigem e, | e.. 


Wir erhalten ganz dasselbe Resultat, wie unter b., nur jetzt eine 
©? Schaar von Curven 16ter Ordnung. 


$ 3. Die Cayley- Weber’sche Darstellung der Kummer’schen Fläche 
und ihre Uebertragung. 


I. Die Gleichungsform. 


Während die so eben in Betracht gezogene Darstellung an die 
Gleichungsform der Kummer’schen Fläche bezögen auf eins der 15 
Fundamentaltetraeder anknüpfte, gründet sich die jetzt zu bespre- 
chende Methode auf die von H. Kummer ??) gegebene Gleichungs- 
form, welche voraussetzt, dass die Seiten des Coordinatentetraeders 
Doppelebenen, und die Eckpunkte Knotenpunkte der Fläche sind. 
Auf diese Gestalt der Gleichung wird man aber geführt, wenn man 
die 4 9 jener biquadratischen Relation einer nochmaligen quadra- 
tischen Transformation unterwirft, so dass man die daraus hervor- 
gehenden 9” auch als aus den ursprünglichen $ (ohne Accente) durch 
Zweiteilung entstanden ansehen kann. Wenn man alsdann die 
nunmehrigen Quadrate — wir bezeichnen sie durch 2 Accente, — 
durch die 4 ein Vierersystem 2ter Art bildenden ausdrückt, 
und letztere 9"Quadrate den 4 Coordinaten £, n, &, a eines Punktes 
der Fläche gleichsetzt, so erhält man die gewünschte Gleichungs- 
form 3%) 


Vezten ze (e1sn+614°% yrm &05°@) ER Ve 2egan(— 93 6-+e12°°-+eı 220 


7% V 042033°%(e14% +3’ 2270 — 0. 


32) Siche Krazer, a. a. OÖ. p. 53. 
33) Kummer, Monatsberichte der Berl. Akad. 1864, p. 252. 
— Abh. der Berl. Akad., 1866: Ueber algebraische Strahlensysteme. 


34) Rohn, Bd. 15. der Annalen, p. 347. In rationaler Form findet man 
die Gleichung bei H. Krazer, a. a. O. p. 44., Gleichung 4, 
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Hierin sind die $Nullwerte durch e mit angehängten Index be- 
zeichnet, entsprechend der jedesmaligen Charakteristik; die Bezeich- 
nung ist die von Weierstrass. 


- Die 16 Doppelebenen der Kummer’schen Fläche verwandeln sich 
nun durch die Berührungstransformation zusammen mit den 16 
Knotenpunkten in die 16 Minimalgeraden, die auf der Cyklide liegen. 
Dieselbe ® Relation also, welche die Kummer’sche Fläche bezogen 
auf ein Doppelebenentetraeder darstellt, stellt auch die Cyklide be- 
zogen auf ein Minimallinienquadrupel dar, die sämmtlich der Cyklide 
angehören. Wie es nun 80 Vierersysteme 2ter Art) giebt, so er- 
halten wir auch 80 Doppelebenentetraeder. 


Den 4 Ebenen eines Tetraeders entsprechen nun im Cyklidenraum 
4 Minimalgerade der Cyklide. Je drei der Tetraederebenen schneiden 
sich aber in einem Knotenpunkte; es entstehen so 4 Knotenpunkte, 
und diesen müssen ebenfalls 4 Gerade der Cyklide entsprechen. Es 
können nun, wie eine einfache Ueberlegung zeigt, 2 Fälle eintreten: 
die 4 Knotenpunkte liefern entweder 


1) dasselbe Geradenquadrupel wie die 4 singul. 
Ebenen, oder 


2) ein Geradenquadrupel, welches mit dem ersten eine 
Schläflische Doppelvier bildet, und zwar erhalten wir im 
Ganzen 


40 Quadrupel der ersten Art, 
40 Quadrupel der zweiten Art, oder 20 Doppelvieren ) 


Wir haben demnach den Satz: 


„Die Relation Aten Grades, welche zwischen den @”Quadraten 
„besteht, die einem Vierersystem ‚2ter Art angehören, liefert die 
„Gleichung der Cyklide bezogen auf eins der 80 Quadrupel, welche 
„aus den Geraden der Cyklide, entsprechend den 80 Vierersystemen 
„2ter Art, gebildet werden können; 40 von diesen Quadrupeln haben 
„die besondere Eigenschaft, 20 Schläfli’sche Doppelcurven zu bil- 
„den: 


Indem wir nochmals darauf hinweisen, dass unsere jetzigen Ar- 
gumente nur halb so gross als die ursprünglichen sind, welche die 


35) Krazer, a. a. O., Tabelle IL, am Schluss. 

36) Damit sind aber die Doppelvieren, welche die Geraden der Cyklide 
bilden können, erschöpft, vergl. Clebsch: Ueber Flächen 4ter Ord. etc. Cr. J. 
Bd. 69., p. 157. 
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liniengeometrische Darstellung vermittelten, bemerken wir noch, dass 
die homogenen Coordinaten eines Punktes der Kummer’schen Fläche 
sich jetzt durch die 9’Quadrate ausdrücken, infolgedessen zu einem 
Punkte die Argumente 


tua-+-1U 


gehören, wo IZIein beliebiges, auch ungerades Periodenmultiplum be- 
zeichnen kann. 


Ebenso bestimmen jetzt im Cyklidenraum 
+u+lU 


ein und dieselbe die Cyklide berührende Minimalgerade, also auch 
mittelbar einen Punkt der Cyklide, denjenigen, in welchem die 
Minimalgerade berührt. 


„Die Werte, welche die 4 $’Quadrate annehmen, die einem 
„Vierersystem 2ter Art angehören, liefern die Coordinatenwerte einer 
„der Minimalgeraden, welche die Cyklide berühren; diese Coordinaten 
„bleiben ungeändert, wenn wir die Argumente der 9’Functionen im 
„Vorzeichen ändern oder beliebige Periodenmultipla zufügen“. 


I. Curvensysteme. 
a. Die einfachen #’Functionen. 


Die 16 einfachen 9’Functionen ergeben zunächst, gleich Null 
gesetzt, auf der Kummer’schen Fläche die Gleichungen der 16 Kegel- 
schnitte, in welchen die 16 Doppelebenen die Kummer’sche Fläche 
berühren. Ihnen entsprechen auf der Cyklide natürlich die 16 Ge- 
raden. Insofern jeder Kegelschnitt durch 5 Knotenpunkte geht, die 
nicht zu seiner Ebene gehören, erhalten wir bei der Construction 
der Doppeltangenten ausser der Linienfläche 1ten Grades, welche 
die Ebene des Kegelschnitts ausfüllt, noch 5 Linien ersten Grades. 
Denselben entsprechen die 5 Geraden der Cyklide, welche eine vor- 
gegebene Gerade derselben schneiden. 


Wir erhalten den Satz: 


„Die 16 einfachen ©’Quadrate, gleich Null gesetzt, liefern die 
„16 Minimalgeraden, die auf der Cyklide existiren“. 


b) Die Curvenschaaren 9"(u— e) = 0. 


1) Ha —e)=0°), wo e, | es einfachen Integralen con- 


37) © = einer der 16 Charakteristiken. 


Arch. d. Math. u. Phys. 2. Reihe, Teil II. 17 
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had 


gruent ist, liefert auf der Kummer’schen Fläche eine Tangen- 
tialebene, welche in einem der 16 Knotenpunkte an dieselbe 
gelegt. wird; dieselbe schneidet auf der Kummer’schen Fläche eine 
Curve 4ter Ordnung aus, welche in dem Knotenpunkt eine Spitze hat. 


2) Ist e, | e allgemein, und nehmen wir e, | e, in der Gestalt 


an 
vy +% v+ vg 
En 
so liefert 
2) 8 (u—e) = 0 


eine Tangentialebene der Kummer’schen Fläche, welche 
in dem Punkt berührt, dessen Argumente sich in die Gestalt setzen 


lassen 8) 
vu — vo U —dg 


u | u = 5) 5) 


Diese schneidet auf der Kummer’schen Fläche also eine. Curve 
4ter Ordnung aus, die in dem betreffenden Punkt einen Doppel- 
punkt besitzt. 


Die Curven 4ter Ordnung, welche auf der Kummer’schen Fläche 
durch die Gleichung 1) dargestellt werden, verwandeln sich in Curven 
Ster Ordnung auf der Cyklide, die eine der Minimalgeraden der 
Cyklide zur stationären Tangente besitzen; sie bilden den Berührungs- 
schnitt mit Minimallinienflächen Ster Ordnung, welche den Kugelkreis 
4fach enthalten und diejenige Minimallinie als Leitlinie (2fach zäh- 
lend) besitzen, welche die Cyklide in dem genannten Tangenten- 
inflexionspunkt der Curve berührt. | 


Wir erhalten den Satz: 


„Durch die Gleichungen 


9/7’ (u—e) = (0, wo e | e = einfachen Integralen, 


„werden auf der Cyklide 16 Curvensysteme Ster Ordnung dargestellt, 
„welche je eine der 16 Minimalgeraden der Cyklide zur Wendetan- 
„gente besitzen und angesehen werden können als Berührungsschnitt 
„mit Minimallinienflächen Ster Ordnung, die den Kugelkreis 4fach 
„enthalten und die in dem betreffenden Wendepunkt die Cyklide be- 
„rührende Minimalgerade als Leitlinie besitzen“. 


38) Man vergleiche Seminarvortrag des H. Klein, W. S. 82]83. „Ueber 
die Kummer’sche Fläche“. 


lan 


a le 


mit Doppelkegelschnitt durch hyperelliptische Functionen. 259 


Daran schliesst sich sofort der weitere Satz, die Curven betref- 
fend, die durch 2) dargestellt sind: 


„Durch die Gleichungen 
8 (u—e) —=0 bei beliebigem e, | 


„werden auf der Cyklide ©? Curven Ster Ordnung mit Doppelpunkt 
„dargestellt, die angesehen werden können als Berührungsschnitt mit 
„Minimallinienflächen Ster Ordnung, die den Kugelkreis Afach ent- 
„halten und eine der beiden im Doppelpunkt die Cyklide berühren- 
„den Minimalgeraden als Leitlinie besitzen‘. 


Schlusscapitel. 


Beziehungen zwischen Kummer’schen Flächen und Flächen 2ten Grades. 


Uebertragen wir die Ergebnisse des letzten Capitels im ersten 
Teil auf den Raum des linearen Complexes, so erhalten wir hier an 
Stelle der doppeltberührenden Kreise an 2 Flächen des confocalen 
Systems Hyperboloide, welche 2 Erzeugende derselben Art enthalten, 
die Doppeltangenten der einen Kummer’schen Fläche, und 2 weitere 
Erzeugende derselben Art, die Doppeltangenten der andern Kummer- 
schen Fläche der Schaar ®’) sind, Hyperboloide berühren die Kum- 
mer’schen Flächen also in je 4 Punkten. Die Erzeugenden der an- 
dern Art der Hyperboloide entsprechen zu je zweien den Kugeln des 
durch den Bildkreis bestimmten Büschels; den beiden Punktkugeln 
des Büschels entsprechen (die) 2 x; = 0 angehörigen Erzeugenden. 


Wählen wir 2 Kummer’sche Flächen der Schaar mit den Para- 
metern A, und u, willkürlich heraus und überdies ein Geradenpaar, 
das x; = 0 angehört und conjugirt in Bezug auf einen andern der 
Fundamentalcomplexe ist, so lassen sich durch dieses Geradenpaar 
4 Hyperboloide legen, welche die gewünschte Eigenschaft besitzen, 
mit jeder der Kummer’schen Flächen 2 Doppeltangenten gemein zu 
haben und auf jeder derselben die Kummer’sche Fläche 2mal zu 
berühren. Durch ein Doppeltangentenpaar x, = 0 auf einer der bei- 
den Kummer’schen Flächen selbst, das conjugirt ist in Bezug anf 
einen der andern 5 Complexe, lassen sich noch 2 Hyperboloide der 
verlangten Art legen. 


Wir haben demnach auf einem solchen Hyperboloide 2 Geraden 
der ersten Erzeugung. Die v=0(@=1, 2, 5, 4 0od.5) und 2 Ge- 


39) Die Kummer’schen Flächen der Schaar berühren sich längs der aus- 
gezeichn. Haupttang. 8. Ord. 


17% 


260 Domsch: Die Darstellung der Flächen vierter Ordnung 


rade der 2ten Erzeugung, die x, = 0 angehören. Die übrigen Geraden 
der letzten Erzeugung gruppiren sich zu je zweien zu denselben als 
Doppelelementen einer Involution; entsprechend der Involution des 
Kugelbüschels mit den Punktkugeln als Doppelelementen. Eine Kugel 
des Büschels wird zur Ebene; ihr entsprechen die beiden conjugirten 
Erzeugenden, die die Fundamentalgerade treffen. Die Fundamental- 
gerade wird noch von 2 Erzeugenden der andern Art geschnitten; 
letztere entsprechen den Kreispunkten des Ausgangskreises. 


Wir haben jetzt im Raum des Complexes x; = 0, indem wir 
noch einen der übrigen Fundamentalcomplese = 0(i=1, 2,3, 4 
oder 5) herausgreifen %°), eine Darstellung der Geradenpaare, jeweils 
conjugirt in Bezug auf diesen 2ten Fundamentalcomplex, durch 3 
Parameter A, u, v, wo 


4>V>a, BU>a, A >m. 


Einem Werttripel A, «, v gehören 8 Geradenpaare an, welche 
die 3 Kummer’schen Flächen der Schaar, entsprechend den 3 Para- 
metern A, u, v als gemeinschaftliche Doppeltangenten besitzen (cf. 
p. 235). 


Die ©? Schaar von Hyperboloiden wird alsdann analytisch de- 
finirt durch die simultanen Differentialgleichungen 


dA du dv 


Adk  ndu vdv 
(4 - 
; s Ä dA: da dus 
wo A, M, N die Werte 3) p. 210. besitzen und wrT y sämmt- 
lich dasselbe Vorzeichen besitzen. Um nur mit reellen Grössen zu 
tun zu haben, lassen wir wiederum die Ungleichungen bestehen 


2) a>v>a, WU >a hDADa. 


Der Uebergang von einem Complexgeradenpaar A, u, v zu einem 
benachbarten A-+-di, u--du, v--dv giebt uns alsdann eins der 4 
in Redestehenden Hyperboloide, wenn dabei die Gleichungen 1) er- 
füllt werden. Die 4 Hyperboloide sind von einander unterschieden 
durch die Vorzeichen der Verhältnisse der Wurzelfunctionen 4, 
IE IN, 

Betrachten wir jetzt ein einzelnes der 4 Hyperboloide Wir 
lassen das Erzeugendenpaar (Auv) — wir wollen es (ZZ’) nennen — 


40) Wir wollen x, —=0 auszeichnen. 


ae ME eh nn m ld 9 
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längs des ganzen Hyperboloids hinlaufen; es werden sich dann die 
den successiven Erzeugendenpaaren zugehörigen Wurzelfunctionen A, 
M, N stetig ändern und ihre Vorzeichen nur mit resp. dA, du, dv 
zusammen ändern, d. h. in den Erzeugendenpaaren resp. A = a,, 
lieh; =a, = W; Y!—=A, v—= a; jede Wurzelfunction än- 
dert also ihr Vorzeichen 2mal auf jeder Hälfte des Hyperboloids #). 


Ä Geht man von dem Geradenpaar (ZL’) = (Auv) bis zu dem 
Geradenpaare (ZyZy) = (Ayu’e’), das Doppeltangentenpaar an die 
Kummer’sche Fläche . Mi so ergeben die Differentialgleichungen 1): 


v'N’ Ay, 
kl] Ne Ar—lda 
3) Sar-f ws ZZ 0 a=-12 
1A 
oder 
vN uM 4,A 
ee (lan  frarta 
) NN. M 3a A 
Ag Az A, 


v N 


w'M' 


/ 
vk-ldy ukldu 
-/ — Mm MED 
Gy As 


als Relationen zwischen den Coordinaten (v’'w) der Berüh- 
rungsdoppeltangente (Z,Zy) einer der 4 vom Geradenpaar 
(ZL') an die beiden Flächen A, und u, gehenden Doppelberührungs- 
hyperboloide und den Coordinaten Auv von (ZL!). 


Nun können wir endlich auch Schliessungssätze aufstellen für 
Gebilde — den Polygonen entsprechend — die aus Teilen von Hy- 
perboloiden zusammen gesetzt sind, welche zu der betrachteten &? 
Schaar gehören, Gebilde also, die den Flächen A, und u, umschrieben 
sind, und ausserdem einer Fläche der Schaar einbeschrieben sein 
mögen. 


Man gelangt zu einem solchen aus Hyperboloidteilen bestehenden 
Gebilde, indem man von einem Doppeltangentenpaare, conjugirt in 
Bezug auf x, = 0 der Kummer’schen Fläche A ausgeht und, eins der 
hindurch gehenden 4 Hyperboloide der Schaar beliebig herausgrei- 
fend, auf demselben von Erzeugender zur Erzeugender fortschreitet, 
bis man wiederum zu einem Erzeugendenpaare gelangt, das der Fläche 


41) Das Hyperboloid wird durch die 2 x, = 0 angehörigen Erzeugenden 
in 2 Hälften geteilt, 
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. angehört. Jetzt verlassen wir das Ausgangshyperboloid und gehen 
auf dem in Bezug auf A conjugirten Hyperboloid weiter, für welches 
A das entgegengesetzte Vorzeichen hat. Bleibt diese Festsetzung 
auch für alle späteren Schnitte mit der Fläche A bestehen, so ist 
dadurch unsere Construction eindeutig bestimmt, nachdem Anfangs- 
erzeugendenpaar und Anfangsfläche gegeben sind. 


Neben dem einen Polygon (im übertragenen Sinne) erhalten wir 
ein 2tes conjugirtes, dessen Kanten ebenfalls auf A liegen, aber das 
vom ersten durch die Congruenz 4 = 0 x; = 0 geschieden ist. Auch 
jetzt ist zu bemerken, dass wir im allgemeinsten Falle nicht 2, son- 
dern ein einziges Polygon erhalten würden mit der doppelten Kan- 
tenzahl, welches die Congruenz 2; = 0, x; = 0 durchsetzt. 


Soll die Polygonconstruction sich schliessen, also 
Endkante mit Anfangskante zusammenfallen, und das letzte Hyper- 
boloid mit dem ersten conjugirt in Bezug auf A sein, so muss die 
Bedingung bestehen: 


A 


lg) ur Ru De 
5) De [ B — 4m Es Are een 
1A 0/2 


az 
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XI. 
Ueber einen Satz der Zahlentheorie. 


Von 


Herın F. Gomes-Teixeira, 


Professor an der Universität Coimbra. 


In einer Note, publicirt in den Comptes Rendus de l’Academie 


‚des Sciences de Paris, tome XCII, hat Herr Weill gezeigt, dass 


n! 


a!lß!...2!kal)e(d1)8...(n!)A 


eine ganze Zahl ist, wofern 


n= aatbß-+cy-+...hi 


Er beweist diesen Satz, indem er zeigt, dass obiger Ausdruck 
die Anzahl der Arten darstellt, auf welche man aus n Buchstaben 
eine Zusammenstellung von «a Gruppen zu « Buchstaben, 5 Gruppen 
zu ß Buchstaben, ce Gruppen zu y Buchstaben u. s. w. bilden kann. 


Wir werden sehen, dass man diesen Satz mit Hülfe der Theorie 
der Derivirten beliebiger Ordnung begründen kann, ein Verfahren, 
welches die Bedeutung hat, dass es einen Platz zwischen zwei Doc- 
trinen, der Combinatorik und der Lehre von den höhern Derivirten, 
aufstellt. 


Betrachten wir die 2 Functionen 


u=f(y), y=9(e) 


Die successive Differentiation von « nach & gibt, wie leicht zu 
sehen, das Resultat: 


Aid. > Be N ir a a at 
. n 
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nu fa! n N 
wo 4 eine ganze Zahl ist. 


Um den Satz in aller Allgemeinheit zu beweisen, betrachten wir 
die Functionen 
u—= f(ynY..-Y)5 Yı = Pı(@); Yy2 = 92(@);... yı = PR) 


In unserm Artikel — über die Derivirten beliebiger Ordnung, 
publicirt im XVIIIl. Bande des Giornale di Battaglini, haben wir 
gezeigt, dass die Derivirte „ter Ordnung von « nach x durch die 
Formel gegeben ist: 


n 


omf I „" G r „ r 
ur) = 34 Du ya, (u')* ("JR (u2’) (ug IP... 
wo A eine ganze Zahl und durch die Formel ausgedrückt ist: 


n! 


alß!.. ax a! B.. AK D< (AUPHR + IYrY ee nl)ArA tr 
e+2P+3y+...+nAHa'+2P+3y'+...+md’+...—n 


Der Satz ist hiernach vollständig bewiesen. 


A 


wo 


Aus dem eben Gesagten schliesst man, dass ein Band besteht 
zwischen den Coefficienten im analytischen Ausdruck der Derivirten 
nter Ordnung und der Anzahl der Combinationen von n Buchstaben; 
und so ergibt ein beliebiger Satz aus der einen Doctrin einen ent- 
sprechenden Satz der andern, und die mit der einen verknüpften 
Gegenstände sind es auch mit der andern. 


So sind z. B. die Bernoulli’schen Zahlen, gemäss ihrem Ausdruck 


In 
Bana-ı = el Do 
wo „,@r=D die (2”r —1)te Derivirte der Function 


y= (Alte)! 


für x = 0 darstellt, verknüpft mit den in Rede stehenden Coefficienten 
A mittelst der folgenden Formel: 


(2n) ! = (—1)'#ril‘ 
22 _1 “ 2hHalBı.. MaNaBıy...Mmij 


a2 tYy4+... nV m—1 


Ban— Seen 
wo 
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Um die Bedeutung der Zusammenstellung der Theorie der De- 
rivirten beliebiger Ordnung mit den Combinationen ans 
Licht zu stellen, wollen wir einen Satz der Theorie der Derivirten 
herleiten. 


Zu diesem Zwecke wollen wir zuerst mittelst einer Derivirten 
nter Ordnung den Ausdruck der Summe der Coefficienten A suchen, 
für welche e+ß--...-+-1 einen bestimmten Wert © hat. 


Setzt man «= y' in der Formel 


oru } 
Bar ZAud (y’)l@y)B...(y)A 


so werden alle Terme von der Ordnung x an null, weil man hat: 
hen era 
Macht man nachher „= e*—1 und z=0, so erhält man ge- 


sondert den Term ter Ordnung, weil y=0, y=1, y'=1, etc., 
folglich 


RS RR IRRE IR ea 0) 


Wir haben also 
le Dr) 
s=0 


i! Dar 


wo 2’ die Summe der Werte von A darstellt, welche den Lösungen 
der Gleichungen | 


a2 +3y-+..M-n; a+ß-+yt..+=i 
„a positiven ganzen Zahlen entsprechen. Dafür kann man schreiben: 
i-—-B+2y+...(k—-V)ı=0 
Andrerseits haben wir in Anwendung der Leibnitz’schen Formel: 


On(e — 1)! 


x” 


Zi e-1) RN is 


n!e@=uz (ex — 1)4 
hı!tha!...hi! 


— 
BZ 


wo die h alle ganzen Zahlen von O bis » zu durchlaufen haben, für 
welche 
tet... uv=n (1) 


ist, und wo u die Anzahl der Ah bezeichnet, welche = O sind, und 


folglich 
E (e* = rg n! 
x=0 


Ozr VER RME! 
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wo die % unter der Beschränkung (1) von 1 bis n variiren. Wir 
haben also: | 
n! 1 n! 
BL ET an SE TEEN I EL 3)" Sr 
= IBt., MOB. 0 ee 


Bezeichnet man nun durch p(aa+2ß-Hcy--...) die Anzahl der 
Arten, auf welche man mit der Bedingung 


n—= aa+bß-+cy-+... 
eine Zusammenstellung von a Gruppen zu «, 5 Gruppen zu ß, e Grup- 
pen zu y Buchstaben u. s. w. bilden kann, so haben wir folgenden Satz: 


Sp EB IL. In Wa Som Inte, 


das heisst: 


„Die Summe aller Anzahlen von Arten, auf welche man, nach 
„Zerlegung von n auf alle mögliche Arten in «+ ß+2y-+...(n—1)A, 
„Zusammenstellungen von x Buchstaben, 8 Buchstaben, 2 Gruppen zu 
„y Buchstaben u. s. w. bilden kann, ist gleich der Summe, welche der Zer- 
„legung von n auf alle möglichen Arten in Aa +hg +... +; entspricht.“ 


Zum Schluss dieses Artikels geben wir noch den Ausdruck von 
3A mittelst der Derivirten beliebiger Ordnung. Setzt man zu diesem 
Zwecke u = e# y= e*—1, so hat man: 


ud) — ey, uy®) =1l, „=%(, Yo = 1, % = 1, etc. 


und folglich 


Le) 
ZA napsr dar 2 


Porto, den 6. Januar 1885. 
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XI. 
Zum Molins’schen Problem. 


Von 


R. Hoppe. 


In den Memoires de l’Acad. des sc., inscer. et b. 1. de Toulouse. 
T. V. hat H. Molins die Aufgabe gestellt und gelöst: in voller Allge- 
meinheit diejenige Curve in Coordinaten darzustellen, von welcher 
der Radius der osculirenden Kugel gegebene Function des Krümmungs- 
radius ist. Ohne in den wesentlichen Bestandteilen der Herleitung 
etwas abzuändern, nehme ich die Aufgabe noch einmal auf, um diese 
Bestandteile in einfachern Zusammenhang zu bringen, die teilweise 
Zuziehung geometrischer Betrachtungen, welche dem Einblick keiner- 
weise dienlich ist, durch gleichmässig fortschreitende Rechnung zu 
ersetzen und zu zeigen, dass der Weg der Lösung, welcher in vor- 
liegender Darstellung durchweg als Invention erscheint, aus der Auf- 
gabe und der ergänzenden willkürlichen Bestimmung sichtlich her- 
vorgeht. 


Da zur Bestimmung einer Curve 2 Relationen notwendig sind, 
die Aufgabe aber nur eine liefert, so muss die allgemeine Lösung 
eine willkürliche Function enthalten. Es steht uns frei diese von 
Anfang festzusetzen. Molins hat das Krümmungsverhältniss zar will- 
kürlichen Function des einen Richtungswinkels der Tangente gemacht, 
letzterer tritt dann als unabhängige Variable im Ausdruck der Curve 
auf. Wir behalten diese Wahl bei, führen jedoch die ergänzende 
Relation erst nach erster Integration ein; denn es ist bemerkenswert, 
dass sich eine solche schon unabhängig davon vollziehen lässt, was 
bei der Molins’schen Integrationsweise nicht ans Licht kommt. 
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Die Coordinaten eines Punktes der Curve s seien x, y, 2, die 
Richtungscosinus der Tangente /, g, A, der Hauptnormale /’, g’, %, 
der Binormale Z, m, n, der Contingenzwinkel der Tangente Or, der 
Schmiegungsebene 0%, der Accent bezeichne die Differentiation nach vr 


Der Krümmungsradius ist hiernach = s’. Der Radius der oscu- 
‘ lirenden Kugel, d. h. derjenigen Kugel, welche durch 4 consecutive 
Punkte geht, hat, wie bekannt, den Ausdruck: 


VE) o 


08" 
Veze® “= 


woraus: 
0° — 


Der Aufgabe gemäss soll nun z gegebene Function von s’ sein. 
Gl. (2) zeigt, dass dann auch der Torsionswinkel $ bekannte Function 
von s’ ist. 


Jetzt führen wir 9’ als willkürliche Function von / ein. Aus 
dieser Relation allein geht mit Beachtung, dass 02 = — f’08 ist, hervor: 


I=- SH = —[E% 


Nun ist 
PH+R 1 

folglich 

f= V-P—([#%Y) 
oder Ä 

f 

a a ee 

"Tip joop 3 
oder 

| 09 27 (4) 


Dies identifieirt mit (2) gibt zwischen s’ und / die Relation: 
Pr ER ERE fg BL (5) 
V®—s? vıi-R— (for): 


Was übrig bleibt, ist eine bekannte Aufgabe. Aus ff’, I findet 
man g, h, indem man setzt: 


f=e0sd; g= sinfcosn; h= sindsinn | (6) 
woraus durch Differentiation: | | 
g’= Lcosgcosn— n'sindsinn 
h'— f'cosgsinn+ n'sin&cosn 
und in Verbindung mit (6): 
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’ 


= | Da | = sind = n(1—f?) 
mithin i 
dt arSH of 
n-) Da- - F (7) 


Da nun ausserdem Os = s’ör bekannt ist, so hat man nach (6): 


e=/ffsdr; y=-Ss'ry1—f?cosn & 
2 — / s’OrY1i—f°sinn 

wo s’ durch Gl. (5), dr durch Gl. (3), n durch Gl. (7) als Function 

von / bestimmt ist. 


Nach Einsetzung der Werte (3) von Or und (6) von / erhält man 
die Formeln übereinstimmend mit den Resultaten von Molins. 


Die Vergleichung beider Behandlungsweisen liefert eine neue 
Bestätigung der Regel, welche ich in meiner analytischen Ourven- 
theorie über das Verfahren bei der Lösung und Untersuchung curven- 
theoretischer Probleme aufgestellt habe. Die Curventheorie gestattet 
eine Sonderung aller Linear- und Richtungsgrössen derart, dass die 
Fragen nach den letzteren unabhängig von erstern zur Entscheidung 
gebracht werden können. Die Lösung der so vereinfachten Aufgabe 
liegt öfters unmittelbar zutage, und die restirende Einführung der 
Lineargrösse Os bietet nachher gewöhnlich auch keine Schwierigkeit, 
andernfalls wird man meistens leicht finden, von welcher nicht integra- 
beln Gleichung die Lösung abhängt; während es bei Complication von 
Linear- und Richtungsgrössen als eine Sache glücklicher Speculation 
erscheint, wenn eine Lösung gefunien wird, und bis dies gelungen 
ist, die Lösbarkeit ungewiss bleibt. > 


In der Tat ist bei der von Molins gewählten ergänzenden Re- 
lation das Gelingen dadurch bedingt, dass sie frei von Lineargrössen 
ist. Diese Eigenschaft bleibt aber unbeachtet, wenn man, wie er es 

0% No 0s ‚08 Ri 
tut, statt 7 schreibt EN N also das Linienelement 
in eine Relation einführt, die nichts damit zu tun hat. 


Knüpfen wir jetzt, mit Absehen von der Molins’schen Lösung, 
die orientirenden Gesichtspunkte an die Aufgabe selbst, so ist un- 
mittelbar gegeben eine Differentialgleichung zwischen einer Richtungs- 
grüsse & und einer Lineargrösse s’, welche sofort eine Trennung der 
Variabeln zulässt, so dass sie $ zur bekannten Function von s’ macht. 
Ich bezeichne, um ein kurzes Wort dafür zu haben, mit „Richtungs- 
grössen“ unter den Bestimmungsgrössen einer Ourve diejenigen, welche 
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reine Zahlen sind, zum Unterschied von den „Lincargrössen“, welche 


die Linieneinheit zum Factor haben. 


Es handelt sich nun um die Wahl der zweiten Relation. Bedin- 
gung für dieselbe ist allein, dass sich aus den zwei in Beziehung ge- 
setzten Variabeln die übrigen Bestimmungsstücke, namentlich aber 
4 9 % finden lassen. Der obigen Regel gemäss muss die Frage über 
die Richtungsgrössen entschieden sein, ehe die gegebene Relation in 
Anwendung kommt. Dazu ist die zweite Relation allein nur aus- 
reichend, wenn sie keine Lineargrössen enthält. 


Unter den genannten Richtungsgrössen, nämlich den 9 Richtungs- 
cosinus, z, % und deren Differentialquotienten gibt es zahlreiche 
Combinationen, welche der Bedingung entsprechen. Wir können daher 
noch weitere Zwecke mit der Auswahl verbinden. Zunächst ist es 
gewiss wünschenswert den Uebelstand zu vermeiden, welchen die 
Gl. (5) zeigt, dass sie nämlich auf beiden Seiten allgemeine Functio- 
nen enthält, sich daher nach keiner Seite auflösen lässt, so dass die 
Resultate nicht explieit aufgestellt werden können. Dies geschieht 
: offenbar, indem wir 9% zur einen, und zwar unabhängigen Variabeln 
nehmen. Die zweite Variable kann dann ein Richtungscosinus der 
Hauptnormale oder Binormale sein, während der der Tangente (desgl. 
die Grösse r) unlösbare Differentialgleichungen herbeiführen würde. 
Die Rechnung mit der Binormale ist die einfachere; sei daher Z will- 
kürliche Function von %. Dann hat man: 


S 2 
02 
.._ t)% 
Or, V: FIRE 0) 
we (25) 
2 
Bi 19% 


ERROR er 6, 01\2 
g= c08N + (55) ’ h= sinn "+(55) (12) 


20, .f.fs02;.. 9. ].g8'0r;5: 2e Theer (13) 


Setzt man nun Z= 9(9) und zur Vereinfachung 
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s’ 


sin # 


— 
— 


wo also # gegebene Function von s ist, so wird 


ös'tgx\, cn. Dapn ös'tg.% 
Er): Ef Bari 


a ter (14) 


s' 


und man braucht nur erst in den Gleichungen (9) (10) (11) (12) die 
letzt genannten 4 Werte (14), überdies in (12) den Wert (11) von 
und in (13) die Werte (9) (12) von /, 9, } und den Wert (10) von Or 
einzusetzen, um z, y, z explieit in s’ ausgedrückt zu finden. Gleich- 
zeitig ergibt sich der Bogen: 


st jede 


In Betreff der geometrischen Bedeutung der vorkommenden 
Grössen mag erwähnt werden, dass der Mittelpunkt der osculirenden 
Kugel der Coincidenzpunkt der Krümmungsaxe ist. Demnach wird 
rs durch die Verbindungsgerade der entsprechenden Punkte der Ur- 
curve und der Einhüllenden ihrer Krümmungsaxe dargestellt. In 
dieser Lage ist m die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, 
dessen Katheten in der Hauptnormale und Krümmungsaxe liegen, so 
dass der Krümmungsmittelpunkt den Scheitel des rechten Winkels 
bildet, und x den Winkel zwischen der Verbindungsgeraden und der 
Krümmungsaxe bezeichnet. 


Arch. 4. Math. u. Phys. 2. Reihe, Teil II. 18 
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XII. 


Bewegung eines senkrecht empor geworfenen 
Körpers. 


Von 


R. Hoppe. 


Zu den Versuchen, welche die Axendrehung der Erde beweisen 
können, gehört offenbar auch der folgende. Ein senkrecht empor 
geworfener Körper muss (wenn keine zufälligen Störungen vorhan- 
den sind) relativ zur Erde hinter deren Rotation zurückbleiben, also 
weiter westlich, und weiter nach dem Aequator zu den Erdboden 
wiedererreichen. Es wird erzählt, dass vor längerer Zeit einmal zur 
Beobachtung dieses Erfolges eine Kanone in verticaler Richtung ab- 
geschlossen worden sei, dass man aber das Geschoss nicht wieder- 
gesehen habe. Eine Berechnung des theoretischen Ergebnisses scheint 
nicht stattgefunden zu haben, obwol daraus erst zu ersehen gewesen 
wäre, welche (weit geringere) Schussgeschindigkeit für den Zweck 
am förderlichsten sein würde. 


Im folgenden will ich die Berechnung unter den vereinfachenden 
Annahmen ausführen, dass die Erde eine homogene Kugel sei, und 
kein Luftwiderstand stattfinde. Auf diesen einfachen Fall sind wir 
nämlich beschränkt, wenn wir in geschlossenen Ausdrücken rechnen 
wollen, und können von diesen Ausdrücken als Hauptwerten aus- 
gehen, um dann die Abplattung der Erde und den Luftwiderstand als 
Correction zu berücksichtigen. 


Dar Mittelpunkt der Erde, einer Kugel vom Radius c, sei An- 
fang der im Raume festen xyz, die Rotationsaxe Axe der x, in der 
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zy Ebene liege der Ausgangspunkt P des Wurfes in der Breite ß; die z 
seien positiv nach Osten. Ferner sei g die Anziehung der Erde auf 
die Masseneinheit in ihrer Oberfläche und r der Radiusvector des 
geworfenen Körpers, & die Rotationsgeschwindigkeit. Dann ist dessen 
Bewegung bestimmt durch drei, beliebige der 4 Gleichungen: 


002 Oy2-+ 022. 2oiy 


0:2 a (1) 
yoz—z0y 
ot ER 
2) 
Br — a0 ® 
ot pi 
ady — yon 
ER (3) 


und durch die Anfangswerte, welche durch den Index O ausgedrückt 
seien. 


Im Anfang ist 
n=c6; HS =esinß; „= eccosß; =) 


Die Anfangsgeschwindigkeit setzt sich zusammen aus der verticalen 
Wurfgeschwindigkeitp und der Geschwindigkeit von P in der z Rich- 
tung. Ihre Componenten sind also 


ö h ö ö 
(&) —= psinß; (2), = »c08ß; (2), —= @ccosß 
Demnach wird Gl. (3): 


c0y — yoz = 0 
woraus: 
VERA 
Z, cotß (4) 


Hiermit werden die Gl. (2) identisch und geben: 


Er U, cos?ß (5) 


05? 2e2 
Bee Dr 
das ist im Anfang: 
p?+0?c?cos?ß = 2cg — x? (7) 


18* 


En vr NER ETF 
rg 
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ferner die Quadratsumme der Gl. (2) (3): 


Os? — Ir? 
r2 Fr Bihliu «2 ct cos?P 


und nach Elimination von Os? durch Gl. (6): 


or? 2 ER, 
en #?r?-+-20?gr -- @2c* cos?ß 


Sei nun 
ax 
= —- (08 

IE YSer ne ß 

c?g 

IE | (1-+cosycosy) 
dann werden die Gl. (9) (5): 
() A (Seren 2) 

a 38 % 


yd2--z0y _ c?gsinycosß 
REN % 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


13). 


Nehmen wir im Anfang, wo r mit t wächst, sin positiv, so wird 


nach Gl. (12) (11): 


row ce? 
dt = — ERSTEN 3 (1-4 eosycos w) Oo 
integrirt: 
c?g ß j 
t= —5 |p — YP-+ cosy (sin Yyy — sin %) } 


% 


und zwar ist nach Gl. (11) 
42 
cosycosy, = Sn 


Jetzt wird nach Gl. (7) 


c 


22 2 2 
REN RER a Vi BERN aaa! 
p %#?—+- 2cg „z sin = (2 sr) (» 2) 
= (2 c0osy sin 9)” 
daher 


\ p% 
cosysiny, = = 


(14) 
(15) 


(16) 


(12) 


woraus sich der kleine Winkel %, besser bestimmt als aus Gl. (16). 
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Ferner ist mit Zuziehung von Gl. (4) 


Hiermit Gl. (13) dividirt und mit Gl. (14) multiplicirt gibt: 


darctg- — RR 
Setzt man 


u N 
tp=tg5t, 


so erhält man nach Gl. (11): 
Op oO 2020 


r eg1--cosycosp “ ce?gsiny 


und die Integration von Gl. (19) gibt: 
os ß 


zC 
arctg FR Te = 2(9, —9) 


Verbindet man hiermit die Gl. (18) (4), so findet man leicht: 


y = rcosß cos 2(py — P) 


x —=rsin Pcos2(pg,— 9) | 
2 = rsin2(gy — P) 
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(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


Sobald nun der geworfene Körper die Erdoberfläche wieder er- 
reicht, wird r=c, daher nach Gl. (16), indem w beständig ab- 


nimmt, % = — u,, und nach Gl. (20) @ = — 9,, folglich 


x = csinßcos4p, 
y=ecosßcos4p, | 


2 = csin49p9 


(23) 


Geht alsdann die Breite ß über in ß—Pf’, die Länge null in die 


westliche Länge A, so ist gleichzeitig 
x = esin(ß —’) 
y = cco8 (B— ß’) cos (at — A) | 
2 = cc0s(ß — P’) sin («t — A) 


also 
tg 49, 
cos ß 


sin (ß— ß’) = sin cos 4y, 


tg (at — A) = 


(24) 


(25) 


(26) 
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Nimmt man besonders grosse Werte, nämlich für p die von einer 
Kanone erzeugte Geschwindigkeit 500 Meter, und den Ausgangspunkt 
im Aequator, so werden die Grössen 


Z anne? 
en et — 0,0032283 


(27) 


p® 
v = 2 — 0,0039988 
ge 


in denen sich alle Grössen darstellen, noch immer klein genug zur 
schnellen Annähernng, wenn wir Reihen nach Potenzen derselben 
entwickeln. 


Unmittelbar gibt G]. (7): 


= 24(1-5-5) (28) 
woraus nach Gl. (10): 


rel ee 


Ya /k u—v , 302 — 14uv — v2? 
#4 =V5(ı+ BET ee 
nach Gl. (17) 


Kun 2 
cosysiny, = V2v 1? — re — e 
\ nn u — 23u2 — 26uv — v? 
siny, = V%v (14 = = a + 2) 


2 
eva tn Rtiot:-) 


nel: Ge a .) 


1142 um 
dot cosysiny, = vr (145 — +3 e a 
-dann nach Gl. (15), wo v = — y, zu setzen, mit Berücksichtigung, 
dass 
es (Igo)mi 1 eg Nicde . S 


ist: 
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_ 2Vuv 2 a 
at = Eu tete.) (9) 
und nach Gl. (20): 
tun Vw (Het +...) 


tg49, = ?Vari+u tu + ur-+...) 
woraus nach Gl. (25): 


I3Y uv ( 2  4uv ) 
at — VEHTR 1+p-+ u +uv get 
Dies subtrahirt von (29) gibt: 


“au ame +) 


Aus Gl. (24) findet man: 


BY ARE edasar 
8 = 2 (IH 2a +3 + )teR 
das ist nach Substitution der Werte (27): 


4p?a 


za Kocen “) 
er (+ Fr.) 


= 


Der Hauptwert von ß’ ist in der Breite 45° am grössten. Nehmen 
wir diese durchgängig an, so dass 


loge — 6,80392; logg = 0,99149; loge — 5,86285 — 10 
und reduciren 4 und 9’ durch Multiplication mit 


10000 000 
R 
auf Meter, so kommt: 


% = 0,000 001 0180p3(1-F0,000 000 011 931p?) 
B’— 0,000 353 27 p2 


das ist im obigen Beispiel p = 500: 
= 127,68; B'—= 88,32, Var-ß? — 155,44 
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In dieser Entfernung = 155 Meter hätte das Geschoss noch gesehen 
werden können, doch konnte es auch leicht der Beachtung entgehen, 
wenn die Richtung nicht vorher berechnet war. Aus A und ß’ ergibt 
sich eine Richtung fast 35° von West nach Süd. 


Die umgekehrte Aufgabe, aus der Entfernung 
d= VR-+ß'? 


die Anfangsgeschwindigkeit zu berechnen, lässt sich nicht! direct durch 


Reihenentwickelung lösen; doch kann man, da p Function von d ist, 
14 


eine Tafel darüber aufstellen. Man findet, wenn — . =tef: 


) p | g 
0,001 1,686 900 
0,01 EB 890 12 
0,1 16,815 870,23 

1 52,90 810,33 

10 160,30 650,21 
100 423,36 390,29 
1000 971,17 19,',63 


Es liegt nahe, auch für beliebige Elevation die Abweichung der 
Geschosse vom Zielpunkte infolge der Erdrotation zu berechnen. 
Unter diesem Gesichtspunkt hat Biehringer in Schlömilch’s Zeitschrift 
Bd. XXVIII 8.157. die Frage behandelt. In beiden Fällen ist die 
absolute Bewegung geometrisch bekannt als Ellipse, um den Erdmittel- 
punkt als Brennpunkt beschrieben, also kein Problem zu lösen. 
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XIV. 


Die CGono-Öunei. 


Ein Beitrag zur Lehre von den geradlinigen Flächen. 


Von 
Dr. Carl Pabst. 


I. Abschnitt. 
Einleitung. 


sl. 


In den „Opera mathematica“ von Joh. Wallis findet sich eine 
Abhandlung über einen Körper, welchen der Verfasser Cono-Cuneus 
nennt und den er, wie folgt, definirt: Super plana Basi, quae Cireulı 
Quadrans erat (ut in Quadrantali Cono, vel Cylindro) erecetum in- 
sistebat Solidum; cujus Altitudo (pro arbitrio sumenda) erat dupla 
Radii Quadrantis istius Circularis: Et a singulis Peripheriae Qua- 
drantalis punctis, ductae ad verticem rectae, coibant, non in Puncto 
(ut in Apice Coni,) nec in Quadrante parallelo (ut in Quadrantali 
Cylindro,) sed in-Linea recta, ut in acie Cunei. Quamobrem ei nomen 
feci Cono-Cunei; ut qui in Base Conum repraesentet; in Vertice, 
Cuneum!). Man kann diesen Körper gleichsam als eine Verallge- 
meinerung des Kegels ansehen, und sich denselben so aus diesem 
hervorgehen denken, dass die Spitze des Kegels in eine Gerade aus- 
gezogen wird, bis alle erzeugenden Geraden einer gegebenen Ebene 
parallel sind. 


Dieser Körper hat später die Veranlassung zu einer Gruppe von 
geradlinigen Flächen gegeben, welche die Einen Keilflächen, die 


1) cf. J. Wallis: Opera mathematica. vol. II. pag. 681, 
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Anderen Conoidflächen nennen, und deren Entstehungsweise folgende 
ist: Gegeben ist eine Ebene, die Director-Ebene, eine auf dieser 
Ebene senkrecht stehende Gerade und eine ebene Curve, deren Ebene 
auf der Direetorebene senkrecht steht. Eine gerade Linie bewegt 
sich längs dieser Curve so hin, dass sie stets der Directorebene pa- 
rallel bleibt und durch die gegebene feste Gerade geht. 


Unsere Aufgabe ist es, aus dieser Gruppe diejenigen Flächen zu 
untersuchen, deren Leitlinie ein Kegelschnitt ist, unter der näheren 
Voraussetzung, dass die singuläre Kante, durch welche alle erzeugen- 
den Geraden gehen, einer Axe des Leitkegelschnitts parallel ist. Wir 
wollen die Flächen in Folgendem als COono-Cunei bezeichnen, und 
zwar je nachdem der Leitkegelschnitt eine Ellipse, Parabel oder Hy- 
perbel ist, als elliptischen, parabolischen und hyperboli- 
schen Cono-ÜOuneus. 


Wie man nun gerade und schiefe Kegel unterscheidet, so können 
wir auch einen Unterschied zwischen geraden und schiefen Cono- 
Cuneis machen. Unter den geraden Cono-Cuneis verstehen wir 
dabei diejenigen, bei denen die Ebene, welche durch die singuläre 
Kante und durch die entsprechende Axe des Leitkegelschnittes geht, 
auf der Ebene des Leitkegelschnitts senkrecht steht. Ist dies nicht 
der Fall, sondern bilden diese beiden Ebenen einen schiefen Winkel 
mit einander, so nennen wir diese Flächen schiefe Cono-ÖOunei. 
Von den letzteren wollen: wir diejenigen etwas näher untersuchen, 
bei denen die Projection der singulären Kante auf die Leitkegel- 
schnittebene mit einer Scheiteltangente des Leitkegelschnitts zusammen- 
fällt und diese Flächen wollen wir als Scheitel-Cono-Cunei 
bezeichnen. 


8.2. 


Jeder Kegelschnitt hat im Allgemeinen zwei aufeinander senkrecht 
stehende Axen. Es würden sich demnach 6 verschiedene gerade 
Cono-Cunei ergeben. Von diesen sind indessen, wie sich später 
zeigen wird, zunächst die beiden elliptischen identisch. Anders ver- 
hält es sich, wenn der Leitkegelschnitt eine Hyperbel ist. Wir 
wollen hierbei diejenige Fläche, welche entsteht, wenn die Projection 
der singulären Kante auf die Leithyperbelebene mit der reellen Axe 
der Leithyperbel zusammenfällt, den geteilten, und diejenige, bei 
welcher die Projection der singulären Kante in die imaginäre Axe 
der Leithyperbel fällt, den einfachen hyperbolischen CGono- 
Cuneus nennen. 


Was schliesslich die Parabel betrifft, so hat diese nur eine im 
Endlichen liegende Axe; die andere ist ins Unendliche gerückt. Be- 
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achten wir zunächst, wie sich die Sache im letzteren Falle gestaltet, 
so folgt aus der Definition der geraden Cono-Cunei, dass die singu- 
läre Kante der betreffenden Fläche ebenfalls im Unendlichen liegen 
muss. Um diesen Fall näher zu untersuchen, denken wir uns eine 
im Endlichen liegende, der Leitparabelebene parallele Gerade, deren 
Projecetion auf die Leitparabelebene auf der im Endlichen liegenden 
Axe der Parabel senkrecht steht, als singuläre Kante. Entfernt sich 
diese Gerade vom Scheitel der Parabel parallel der Parabelebene, 
so wird der Unterschied der Winkel, welche die einzelnen Erzeugen- 
den mit der Parabelebene bilden, allmählich kleiner. Bei unendlicher 
Entfernung der singulären Kante von dem Parabelscheitel sind dem- 
nach die Erzeugenden einander parallel. Da nun das Verhältniss 
des Abstandes der singulären Kante von der Leitparabelebene zur 
Entfernung der zweiten Axe der Parabel von ihrem Scheitel gleich 
der trigonometrischen Tangente des Winkels ist, welchen die Er- 
zeugenden mit der Leitparabelebene bilden, so fallen die Erzeugenden 
in die Parabelebene, wenn der Abstand der singulären Kante von 
dieser Ebene eine endliche Grösse ist; denn alsdann ist das betrach- 
tete Verhältniss unendlich klein. In den anderen Fällen erhält man 
einen parabolischen Cylinder, und zwar einen geraden oder einen 
schiefen, je nachdem das in Rede stehende Verhältniss unendlich 
gross oder eine endliche Grösse ist. 


Hieraus folgt, dass sich keine neue Fläche ergiebt, wenn die 
singuläre Kante senkrecht über der im Unendlichen liegenden Axe& 
der Leitparabel liegt. Einen wirklichen parabolischen Cono-Cuneus 
erhalten wir nur, wenn die Projection der singulären Kante auf die 
Leitparabelebene mit der im Endlichen liegenden Axe der Parabel 
zusammenfällt.e Wir können diese Fläche daher kurz als den ge- 
raden parabolischen Cono-Cuneus bezeichnen. 


8 3. 


Analoge Betrachtungen wie die obigen lassen sich über die 
Scheitel-Cono-Cunei anstellen. Wir haben auch hierbei im Allgemei- 
nen 6 Flächen, deren Zahl sich aber ebenso wie bei den geraden 
Cono-Cuneis auf 4 reducirt. Denn erstlich giebt es nur einen ellip- 
tischen Scheitel-Cono-Cuneus. Was dann die hyperbolischen 
betrifft, so wollen wir denjenigen, dessen singuläre Kante der imagi- 
nären Axe der Leithyperbel parallel ist, wobei also die Projeetion 
der singulären Kante auf die Leithyperbelebene mit der Tangente in 
einem reellen Scheitel der Hyperbel zusammenfällt, als den einfachen 
hyperbolischen Scheitel-Cono-CGuneus bezeichnen. Die 
beiden anderen Scheitel der Hyperbel sind imaginär. Wir wollen 
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indessen diejenige Fläche, bei welcher die Projecetion der singulären 
Kante auf die Leithyperbelebene in einem Endpunkte der imaginären 
Axe auf dieser Axe senkrecht steht, den geteilten hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus nennen. 


Für die parabolischen Scheitel-Cono-Cunei ergeben sich ähnliche 
Beziehungen wie für die geraden. Man erhält hierbei nur einen 
eigentlichen Cono-Cuneus, da es nur eine im Endlichen liegende 
Scheiteltangente der Parabel giebt. Wir können diesen mithin kurz 
den parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus nennen. Der 
andere wird ebenso wie der betreffende gerade im Allgemeinen ein 
parabolischer Cylinder, mit dem einzigen Unterschiede, dass hier die 
Projectionen der Erzeugenden auf die Leitparabelebene auf der im 
Endlichen liegenden Axe der Parabel senkrecht stehen, während sie 
bei den anderen dieser Parabelaxe parallel waren. 


Bemerkt sei schliesslich noch, dass die Kegelschnitte in speciellen 
Fällen zu geraden Linien degeneriren können. Alsdann erhält man 
im Allgemeinen die aus der analytischen Geometrie bekannten hyper- 
bolischen Paraboloide. 


Wir haben demnach folgende 8 Flächen zu betrachten: 


1) den geraden elliptischen Cono-Cuneus 
2) den geteilten 
a a nahen geraden hyperbolischen Cono-Cuneus 
4) den geraden parabolischen Cono-Cuneus 

5) den elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus 

6) den einfachen 
7) ‚don geteilten | hyperbolischen Scheitel-Cono-Öuneus 


8) den parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus. 


S 4. 


Bevor wir auf die Betrachtung der definirten Cono-Cunei ein- 
gehen, wollen wir allgemein die Gleichung der Flächen ableiten, deren 
Leitlinie durch die Gleichungen: 


| n=f(6) 


ee 


(1) 


dargestellt wird. Die Erzeugenden sollen der YZ-Ebene parallel sein 
und durch die X-Axe gehen. Dieselben müssen daher den Gleichun- 
gen genügen: 
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hierbei sind « und » beliebige Grössen, welche nur der Bedingung 
unterworfen sind, dass die Erzeugenden die Leitlinie (1) schneiden, 
welche Bedingung darin besteht, dass die Coordinaten x, y, z den 
Gleichungen (1) genügen. Für dieselbe ergiebt sich demnach: 


(3) | c.u = f(v) 


Eliminirt man nun a und v aus den Gleichungen (2) und (3), so er- 
hält man als Gleichung der gesuchten geradlinigen Fläche: 


(4) ey = 2.f («) 


Diese Gleichung lässt erkennen, dass für den Fall, wo die Leitlinie 
der Gleichung: | 


(8) = (0) = Apam4 Ayam-i4...+ Am 


genügt, wobei Ay, Ay... Am Constante bedeuten, die Fläche vom 
(m--n)ten Grade ist. Hat die Leitlinie speciell die Gleichung: 


(6) y=f(e) = Art + Aarl-+...4 An, 
so ist die vorgelegte Fläche vom (m-+-1)ten Grade. 


85. 


An die Gleichung (4) wollen wir einige allgemeine Bemerkungen 
knüpfen. Schneiden wir zu diesem Zwecke die vorgelegte Fläche (4) 
durch die zur XY-Ebene parallele Ebene: 


ge —ıh, 


so ergiebt sich für die Projection der Durchschnittscurve dieser Ebene 
mit der Fläche (4) auf die XY-Ebene: 


M 5/6) 


Aus der Vergleichung von (1) und (7) resultirt: 


Die zur XY-Ebene parallelen Ebenen schneiden aus der vor- 
gelegten Fläche (4) Curven, deren Ordinaten für dasselbe x propor- 
tional ‚dem Abstande der schneidenden Ebene von der XY-Ebene 
wachsen. Für z=h=0 degenerirt die ausgeschnittene Curve zur 
X-Achse, für z= h = besteht dieselbe aus so vielen zur Y-Achse 
parallelen Geraden, in wie viel Punkten die Leitlinie der Fläche (4) 
die XZ-Ebene schneidet. 
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Ferner erhält man für die Projeetion der Durchschnittscurve der 
Ebene ie 
Une 


mit der vorgelegten Fläche auf die XZ-Ebene: 
(8) ck—=2.f(«) 


Daraus geht hervor, dass jede zur XZ-Ebene parallele Ebene die 
vorgelegte Fläche (4) im Allgemeinen in einer Curve schneidet, deren 
Grad gleich dem Grade der Fläche ist. 


Um diese Curve genauer zu untersuchen, bilden. wir: 
de. > Ak] (6) 
de [fe] 
da: Kia 
de2 [/(&)]3 


Hieraus ergeben sich die Relationen: 


Die Tangenten in denjenigen Punkten der Durchschnittscurve (8), 
welche Punkten der Leitlinie der betreffenden Fläche entsprechen, 
in denen die Tangenten an die Leitlinie der XZ-Ebene parallel ist, 
sind der X-Axe parallel. 


Die Durchschnittscurve (8) nähert sich asymptotisch den auf der 
X-Axe senkrecht stehenden Ebenen, welche durch die Durchschnitts- 
punkte der Leitlinie mit der XZ-Ebene gehen. 


Ist * > 0, so ist die Durchschnittscurve convex oder concay nach 
der X-Axe hin, je nachdem: 
Os -LOFSO 
ist. Wendepunkte kann diese Curve nur besitzen, wenn die Gleichung: 
ra). FW) Fr)? = 0 
reelle Werte für x liefert. 


Schliesslich folgt für die Projection der Dnrchschnittscurve der 
Ebene 


a 
mit der Fläche (4) auf die YZ-Ebene: 
(9) ey. —=%.F) 


d. h. die zur Directorebene parallelen Ebenen schneiden aus der vor- 
gelegten Fläche die Erzeugenden derselben aus. 


ae 
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$ 6. 


Gehen wir nun zur Tangentialebene im Punkte xyz der 
Fläche (4) über, so erhalten wir als Gleichung derselben, wenn &, n, & 
die laufenden Coordinaten bedeuten: 


ef (a) E— 2) — en -yY)flK) (&—2) = 0 
oder mit Berücksichtigung der Gleichung (4): 


(10) z2f (8).E— en +f(e).E— xzf'(e) = 0 
Für z=0 geht dieselbe über in: 
en— (a). = 0 


Dasselbe Resultat ergiebt sich für /'(«&) = 0. Daraus fliesst der Satz: 
Die Tangentialebenen in denjenigen Punkten der Fläche (4), welche 
auf der singulären Kante liegen, und in denjenigen, welche Punkten 
der Leitlinie entsprechen, in denen die Tangente an die Leitlinie der 
XZ-Ebene parallel ist, gehen durch die singuläre Kante. 


Ausserdem resultirt hieraus, dass jede durch die singuläre Kante 
gehende Ebene im Allgemeinen eine Tangentialebene der vorgelegten 
Fläche ist. 


Setzt man /(x) = 0, so erhält man aus der Gleichung (10): 


zf (2).E— en — azf'(x) = 0 
Die Tangentialebenen in den Durchschnittspunkten der Fläche (4) 
mit der XZ-Ebene stehen demnach auf der XY-Ebene senkrecht. Ist 
zugleich /'(x) = 0, so resultirt: n—=0. D. h. die XZ-Ebene berührt 
die vorgelegte geradlinige Fläche (4) in allen Punkten derjenigen 
Erzeugenden, welche durch die Durchschnittspunkte der Leitlinie mit 
der XZ-Ebene gehen, in denen die Leitlinie die XZ-Ebene berührt. 


Ist dagegen zugleich (2) =0 und f’(x) =», so geht die 
Gleichung der Tangentialebene über in: 
Ee—-ı=0 
Dasselbe Resultat erhalten wir aus der Gleichung (10) für («) =», 
gleichgültig welchen Wert /(z) annimmt, vorausgesetzt dass es nicht 
selbst unendlich gross wird. Daraus fliesst der Satz: die Tangential- 
ebenen in denjenigen Punkten der Fläche (4), welche Punkten ihrer 
Leitlinie entsprechen, in denen die Tangente an die Leitlinie auf der 
XZ-Ebene senkrecht steht, sind der Directorebene parallel. 


Betrachten wir noch die Durchschnittscurve der Fläche (4) mit 
der Tangentialebene (10), so ergiebt sich für die Projection derselben 
auf die XZ-Ebene: 
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(11) fa) E— 2) — TE) —rK))E = 0 


‚ Angenommen, /(z) genüge der Gleichung (6), dann ist /(&) —/ (x) 
durch ($— x) ohne Rest teilbar. Die Gleichung (11) zerfällt demnach 
in die beiden Gleichungen: 


Ee-2=0 


a re 


(12) 
Daraus folgt, dass die Tangentialebene aus der Fläche (4) (m+-1)ten 
Grades im Allgemeinen die durch ihren Berührungspunkt gehende 
Erzeugende der Fläch: und eine Curve mten Grades ausschneidet. 
Aendert sich z, während x constant bleibt, so ändert sich damit die 
Curve mten Grades; d. h. gleitet der Berührungspunkt der Tangential- 
ebene auf der durch ihn gehenden erzeugenden Geraden der Fläche 
fort, so ändert sich die Tangentialebene. Daraus resultirt, dass die 
Tangentialebene die vorgelegte geradlinige Fläche im Allgemeinen nicht 
längs der ganzen, durch ihren Berührungspunkt gehenden Erzeugenden 
derselben berührt. 


Ausnahmen von diesem Satze finden für f’(2)=0 und für 
f(«) =» statt; d. h. die Tangentialebene in denjenigen Punkten 
der Fläche (4), welche Punkten ihrer Leitlinie entsprechen, in denen 
die Tangente an die Leitlinie der XZ-Ebene parallel ist oder auf ihr 
senkrecht steht, berührt die Fläche längs der ganzen durch ihren 
Berührungspunkt gehenden Erzeugenden derselben. 


Ist /'(z) = 0, so schneidet die Tangentialebene aus der Fläche (4) 
ausser der erzeugenden Geraden noch die X-Axe aus. 


Hat die Leitlinie der vorgelegten Fläche die Gleichung (5), so 
ergiebt sich für die Projection der Durchschnittscurve der Tangential- 
ebene mit der Fläche auf die XZ-Ebene: 


(13) 
g— ee =0 


TEN rar ae 
ur (1) FEIERTEN 


-() era =0 


Auch für diesen Fall gelten mithin die eben abgeleiteten Sätze. 
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SET: 


Analoge Erwägungen wie im vorigen $ lassen sich für die Nor- 
male im Punkte xyz der vorgelegten geradlinigen Fläche (4) durch- 
führen. Die Gleichungen derselben sind, wenn z,, %, 2, die laufenden 
Coordinaten bedeuten: 
| TR MY 21 — 2 
14 ne — 

(14) —z/'(«) c — f(x) 

Eliminiren wir y, und z, aus diesen Gleichungen und der Glei- 
chung: cy, = 21/(x}), so erhalten wir für die Durchschnittspunkte 
der Normalen mit der Fläche (4): 


Os) tele —a) +) Fa] = 0 


Daraus folgt: Wenn /(x) der Gleichung (6) genügt, so durchsticht 
die Normale die Fläche (4) (m+-1)ten Grades im Allgemeinen in 
(m-+-1) Punkten. 


Nach dem analogen Verfahren wir bei der Tangentialebene er- 
geben sich folgende Sätze: 


1) Die Normale in den Durchschnittspunkten der Fläche (4) mit 
der XZ-Ebene ist der XY-Ebene parallel und durchsticht die Fläche 
im Allgemeinen in m Punkten. Ist die Tangentialebene in diesen 
Punkten der Directorebene parallel, so giebt es m Durchschnitts- 
punkte der Normale mit der Fläche, welche den m Durchschnitts- 
punkten der Leitlinie mit der XZ-Ebene entsprechen. 


2) Die Normale in denjenigen Punkten der Fläche (4), welche 
Punkten ihrer Leitlinie entsprechen, in denen die Tangente an die 
Leitlinie der XZ-Ebene parallel ist, ist der Directorebene parallel. 


3) Die Normale in denjenigen Punkten der Fläche (4), welche 
Punkten ihrer Leitlinie entsprechen, in denen die Tangente an die 
Leitlinie auf der XZ-Ebene senkrecht steht, ist der singulären Kante 
parallel und trifft die Fläche im Allgemeinen in m Punkten. 


Die analogen Resultate ergeben sich, wenn die Leitlinie der 
vorgelegten geradlinigen Fläche (4) der Gleichung (5) genügt. 


SS. 


Eine andere Eigenschaft der vorgelegten Fläche (4) ergiebt sich, 
wie folgt. Schneiden wir diese Fläche durch die zur Directorebene 
parallelen Ebenen x = x,, x = x, und durch die zur XY-Ebenc pa- 
rallele Ebene z = z,, so erhalten wir für das Volumen V, welches 
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von diesen Ebenen, der XZ-Ebene und dem zugehörigen Teil der 
Fläche begrenzt wird: 


Zeus; = 
v-f [vaa: 2 EV rten.an f as 
2%, e=0 ET _=0 

—% 


v=i (so. da 


2%, 


Wir wissen aber, dass die zur XY-Ebene parallele Ebene 2 =, 
die vorgelegte geradlinige Fläche in der Curve: cy = 2,/(x) schneidet. 
Projieiren wir diese Curve auf die XY-Ebene, so resultirt für das 
Volumen F’ zwischen den Ebenen = a, =, 2-0, 2 = 
der XZ-Ebene und dem zugehörigen Teil der Cylinderfläche: 


Vi ee 2 (gi. de 


=%ı y ” =%&ı 


Aus den beiden erhaltenen Resultaten folgt: 
(15) v:V’'=1:2 


Die vorgelegte Fläche hat demnach die Eigenschaft, den zugehörigen 
Cylinder zu halbiren. 


Bisher haben wir eine bestimmte Fläche angenommen. Wir 
wollen nun die Flächenschaar in Betracht ziehen, welche durch die 
Gleichung: 

F=cy—2.p(z,e) =0 
dargestellt wird, wenn « ein variabler Parameter ist. Für die ein- 
hüllende Fläche dieser Flächenschaar ergeben sich die Be- 
dingungsgleichungen: | 


ZN 
oF op. Op 
Re Er 


Daraus geht hervor, dass die einhüllende Fläche der vorgelegten 
Flächenschaar eine geradlinige Fläche derselben Art wie die Fläche (4) 
ist; dass nur dann eine wirkliche einhüllende Fläche dieser Schaar 
existirt, wenn die Leitlinien der einzelnen Flächen dieser Schaar eine 
Enveloppe besitzen. Diese Enveloppe ist die Leitlinie der einhüllen- 
den Fläche der vorgelegten Flächenschaar. 


y 2 2.) Ar BE Ne 
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II. Abschnitt. 
Der gerade elliptische Cono-Cuneus. 
Sg. 


Nach diesen allgemeinen Erörterungen gehen wir zu unserer 
eigentlichen Aufgabe über, indem wir zunächst den geraden ellipti- 
schen Cono-Guneus in Betracht ziehen. Hierbei nehmen wir ein 
rechtwinkliges XYZ-Coordinatensystem an, dessen X-Axe die singu- 
läre Kante und dessen YZ-Ebene die Directorebene sein mag. Sind 
nun die Gleichungen der Leitellipse: 


| a? 2 
(16) atyam! 
3=c 


so ergiebt sich als Gleichung des geraden elliptischen Cono-Cuneus: 


b? 
dy! — 2 (a? — a2) 
a?c? 
oder, wenn wir ce® für —3- setzen: 
(17) ey? = 2? (a? — a?) 


Aus dieser Gleichung geht zunächst hervor, dass die vorgelegte 
Fläche vom vierten Grade ist. Ferner folgt daraus, dass der abso- 
lute Wert von x nicht grösser als a sein darf, weil sonst y oder z 
imaginär wird. Die Fläche (17) erstreckt sich demnach von = —.a 
bs 2e=--.a. 


Für die Projection der Durchschnittscurve dieser Fläche mit der 
Ebene z = %h auf die XY-Ebene ergiebt sich: 
Po 77 
Er at 
Diese Durchschnittscurve ist daher im Allgemeinen eine Ellipse mit 
h ; 
den Halbaxen «a und 2 deren Mittelpunkt auf der Z-Axe liegt, und 


deren Axen bezüglich in die Ebenen der x&z und der yz fallen. Für 
h=0 geht die ausgeschnittene Ellipse in die singuläre Kante, für 
h= ec in einen Kreis mit dem Radius «a über. Die Axen in der 
XZ-Ebene sind für alle diese ausgeschnittenen Ellipsen gleich 2a, die 
Axen in der YZ-Ebene dagegen wachsen proportional dem Abstande 
der schneidenden Ebene von der singulären Kante. 


19* 
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Der elliptische Cono-Cuneus kann daher auch so entstanden ge- 
dacht werden, dass sich eine Ellipse, deren eine Axe constaut, deren 
andere variabel ist, parallel mit sich selbst bewegt, während ihr 
Mittelpunkt eine Gerade senkrecht auf der Ellipsenebene beschreibt, 
und die variable Axe proportional dem Abstande der Ellipsenebene 
von einer gegebenen Ebene wächst. 


Zunächst folgt hieraus, dass der Cono-Cuneus von Wallis mit 
einem Kreise als Leitlinie identisch mit unserem geraden elliptischen 
Cono-Cuneus ist, denn auch hierbei wird ein Kreis und durch eine 
dem Kreise parallele Ebene im Allgemeinen eine Ellipse ausgeschnit- 
ten. Ferner ist ersichtlich, dass es gleichgültig ist, welcher von 
beiden Axen der Leitellipse die singuläre Kante parallel geht; denn 


a | 3 . 
ist a >b, syith= cc, wenn h und c die Entfernungen bezüglich 


des Kreisschnittes und der Leitellipse von der singulären Kante be- 
zeichnen; d. h. ist die singuläre Kante der grösseren Axe der Leit- 
ellipse parallel, so liegt der Kreis ausserhalb der Leitellipse und der 


a b 
singulären Kante. Ist dagegen a <{ d, so isst h= z° a A 1 1: 


die singuläre Kante der kleineren Axe der Leitellipse parallel, so liegt 
der Kreis zwischen dieser Kante und der Leitellipse.. Im Wesentlichen 
wird dadurch nichts geändert, womit wir die Behauptung in der Ein- 
leitung bewiesen haben. 


Ferner erhält man für die Projection der Durchschnittscurve der 
Ebene y == k mit dem geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) auf die. 
XZ-Ebene: 


(19) 22(a? — 2) = c?k2 

d. i. im Allgemeinen eine Curve vierten Grades, welche die Z-Axe 
ke 

in den Punkten e=(0, 2=+ = schneidet. Sie ist in allen ihren 


Punkten convex nach der X-Axe hin und besteht aus zwei ins Un- 
endliche sich erstreckenden Geraden, welche symmetrisch zu den 
Axen der x und der z liegen und sich asymptotisch den beiden Ge- 
raden = + a nähern. In ihren Durchschnittspunkten mit der 
Z-Axe sind die Tangenten an die Curve der X-Axe parallel. Für 
k = 0 geht diese Curve über in die X-Axe von —a bis —a und in 
die beiden Geradeu = + a. 


Schneiden wir schliesslich die vorgelegte geradlinige Fläche (17) 
durch die Ebene x = /, so ergiebt sich für die Projection der Durch- 
schnittscurve dieser Ebene mit der Fläche auf die YZ-Ebene: 
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c 
(20) ee se 


Daraus folgt, dass jede zur YZ-Ebene parallele Ebene, deren Abstand 
von der Directorebene absolute kleiner als a ist, den elliptischen 
Cono-Cuneus (17) in zwei Geraden schneidet, welche durch die X- 
Axe gehen und mit der XZ-Ebene gleiche Winkel bilden. Für 
= ta fallen diese beiden Geraden in eine einzige zusammen, 
welche in der XZ-Ebene liegt. Alle diese ausgeschnittenen Geraden 
sind die Erzeugenden des geraden elliptischen Cono-Cuneus. 


$ 10. 


Verweilen wir noch etwas bei den im vorigen $ erhaltenen Re- 
sultaten. Aus der Gleichung (18) geht hervor, dass durch Ebenen 
parallel der XY-Ebene zwischen A/=— ec und -k=-+c aus dem 
geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) Ellipsen ausgeschnitten wer- 
den, deren grosse Axen in der XZ-Ebene, deren kleine Axen in der 
 YZ-Ebene liegen. Diejenigen Ebenen parallel der XY-Ebene dagegen 
zwischen A;= —o bs=— e und wischnk = + cbsh= +», 
schneiden aus der vorgelegten Fläche Ellipsen aus, deren grosse 
Axen in der YZ-Ebene und deren kleine Axen in der XZ-Ebene 
liegen. 


Beachten wir die Brennpunkte dieser Ellipsen, so wissen wir, 
dass diejenigen der ersteren in der XZ-Ebene liegen. Für den Ab- 
stand eines solchen Brennpunktes von der Z-Axe ergiebt sich: 


2,2 
ee Man erhält demnach als Gleichung des geometrischen 
Ortes dieser Brennpunkte: 


2 2 
(21) = & a 
d. h. in Worten: Der geometrische Ort der Brennpunkte aller Ellipsen 
welche durch Ebenen parallel der XY-Ebene zwischen z= — c und 
z2= + e aus dem geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) ausgeschnitten 
werden, ist eine Ellipse in der XZ-Ebene mit den Halbaxen a und 
c, deren Mittelpunkt der Coordinatenanfang ist, und deren Axen be- 
züglich in die Axen der x und der z fallen. 


Ist e <a, so liegt die grosse Axe dieser Ellipse in der X-Axe, 
die kleine in der Z-Axe; ist c=a, so ist der geometrische Ort ein 
Kreis mit dem Radius a, und ist ce > a, so liegt die grosse Axe des 
geometrischen Ortes in der Z-Axe, die kleine in der X-Axe. 
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Durch Vergleichung von (18) und (21) ergiebt sich, wenn man 


ah 


— —'f 
c 
setzt: 
2 
c 
ent 
a 


Daraus folgt: Diejenige zur XY-Ebene parallele Ebene, deren Ab- 
stand von der singulären Kante die vierte Proportionale zu a und ec 
ist, schneidet aus dem geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) eine 
Ellipse aus, welche gleich dem geometrischen Ort der Brennpunkte 
aller Ellipsen ist, die durch Ebenen parallel der XY-Ebene aus der 
vorgelegten Fläche ausgeschnitten werden. 


Ferner folgt aus dem Obigen, dass die Brennpunkte derjenigen 
Ellipsen des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17), deren Abstand 
von der singulären Kante absolute grösser als c ist, in der YZ-Ebene 
liegen. Als Gleichung des geometrischen Ortes dieser Brennpunkte 
erhält man: 
(22) 


ce a? 


Mithin resultirt der Satz: Der geometrische Ort der Brennpunkte 
derjenigen Ellipsen des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17), deren 
Abstand von der singulären Kante absolute gleich oder grösser als c 
ist, ist eine Hyperbel in der YZ-Ebene mit dem Coordinatenanfang 
als Mittelpunkt, deren reelle Axe 2c in der Z-Axe, und deren ima- 
ginäre Axe 2a in der Y-Axe liegt. Ist ce = a, so wird dieser geome- 
trische Ort eine gleichseitige Hyperbel mit dem Parameter 2a. 


Betrachtet man ferner die beiden Ellipsen des geraden elliptischen 
Cono-Cuneus (17) in den Entfernungen Ak, und A, von der singulären 
Kante, so ergiebt sich, wenn A, < e ist, für das Verhältniss der 


Axen der zu h, zugehörigen Ellipse: andererseits erhält man, 


we 
h,’ 
wenn Ah, > c ist, als Axenverhältniss der zu A, zugehörigen Ellipse 


h 
BL Sollen diese beiden Verhältnisse einander gleich sein, so folgt: 


(23) h, . ha = c?. 


Daraus fliesst der Satz: Das Product der Entfernungen der bei- 
den Ellipsen des geraden elliptischen Cono-Cuneus von der singulären 
Kante, welche dasselbe Axenverhältniss haben und auf derselben 
Seite: der singulären Kante liegen, ist gleich dem Quadrat des Ab- 
standes des Kreises dieses Cono-Cuneus von seiner singulären Kante. 
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Oder m. a. W. Die Entfernung derjenigen Ellipse des geraden 
elliptischen Cono-Cuneus von der singulären Kante, deren Axen in 
demselben Verhältniss zu einander stehen wie die einer gegebenen 
Ellipse, und welche mit der gegebenen auf derselben Seite der singu- 
lären Kante liegt, ist die vierte Proportionale zu dem Abstande der 
gegebenen Ellipse und dem Abstande des Kreises des geraden ellipti- 
schen Cono-Cuneus von seiner singulären Kante. 


Bezeichnen Ah’ und }’ die Abstände der zu A}, und A, zugehörigen 
Ellipsen von dem Kreise des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17), 
d. h. ist 


hh=c—#K ud »=c-Ht#, 
so ergiebt sich nach der Formel (23): 


” 


h’ und A’= h’ 


c 

N otn’ f c—h 

Demnach kann man die vorige Relation auch.so deuten: Der 
Abstand derjenigen Ellipse des geraden elliptischen Cuno-Cuneus von 
dem Kreisschnitte desselben, welche dasselbe Axenverhältniss hat wie 
eine gegebene Ellipse derselben Fläche und mit der gegebenen auf 
derselben Seite der singulären Kante liegt, ist gleich der vierten 
Proportionale zum Abstande der gegebenen Ellipse, dem des Kreises 
von der singulären Kante und der Entfernung der gegebenen Ellipse 
vom Kreise. | 


Ferner folgt daraus: A’<{ A’, d. h. in Worten: Liegt die ge- 
gebene Ellipse zwischen der singulären Kante und dem Kreise des 
geraden elliptischen Cono-Cuneus, so ist diejenige Ellipse, welche mit 
ihr dasselbe Axenverhältniss hat und auf derselben Seite der singu- 
lären Kante liegt, weiter von dem Kreise des Cono-Cuneus entfernt 
als die gegebene, und umgekehrt, liegt die gegebene Ellipse jenseits 
des Kreises von der singulären Kante, so ist die gesuchte Ellipse 
näher an dem Kreise als die gegebene. 


s 11. 


Wir wollen noch einige schiefe Schnitte des geraden elliptischen 
Cono-Cuneus (17) analytisch untersuchen, welche sich bei Wallis rein 
geometrisch behandelt finden. 


Zunächst schneiden wir ihn durch die auf der XY-Ebene senk- 
rechte Ebene, welche mit der X-Axe den Winkel p bildet und von 
der Y-Axe das Stück Ö abschneidet. 
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Um die entsprechende Durchschnittscurve zu untersuchen, führen 
wir die Coordinatentransformation ein: 
x = x’c08p — y'sinp 
y = dö4+x'sinp-+y’cosp 


zz 


Setzen wir dann y’ = 0, so ergiebt sich als Gleichung der definirten 
Durchschnittscurve: 


(24) cı(ö--2’sin 9)? = 2’?(a? — x’? cos?p) 


Daraus folgt: 


de.."° er c(dx’cos?p-+ a? sin p) 

dx ° — (a?—x'?cos?p)! 

RES ige cos? 2 dx’? cos?p + 3a?r’sin g+ a2ö} 
de or (a? — x’? cos?p)* 


Bei der näheren Discussion haben wir 3 Fälle zu unterscheiden: 
1) Ödcosecp <” asecg oder d<(atgy. 


Alsdann besteht die Durchschnittscurve vierten Grades aus zwei 
symmetrischen Zweigen, welche sich im Punkte 2’—= — d cosecg, 2’ = 
schneiden. Die beiden Zweige schneiden die 2’-Axe in den Punkten 


co k ; 
N a und erstrecken sich für «= —asecp nach bei- 


den Seiten der Z’-Axe ins Unendliche. Sie nähern sich asymptotisch 
den beiden Geraden x’ = + asecg. Diese Curve besitzt zwei Wende- 
punkte, welche zur Abscisse: 


r 


a 3 — 
«= 40 c08%p [— 3asing@-+-cosp Y9a?tg:p — 862 
gehören. Ein specieller Fall findet für d = O0 statt. 


Alsdann schneiden sich die beiden Zweige im Coordinatenanfang 
und liegen sowohl zur X’-Axe als zur Z’-Axe symmetrisch. 


2) 0 = atgy. 
Dadurch geht die Gleichung (24) über in: 


c(a+x'cosp)tg?p = 2’?(a— x’Ccosp) 


Die Durchschnittscurve ist mithin alsdann vom dritten Grade. 
Sie liegt symmetrisch zur X’-Axe und schneidet dieselbe im Punkte 
x’ = —asecg, = 0. Diese Curve erstreckt sich sowohl auf der 
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positiven als auf der negativen Seite der Z’-Axe für ©’ = asecp 
ins Unendliche und hat die Asymp tote ©’ = asecp. In ihrem Durch- 
schnittspunkte mit der X’-Axe steht die Tangente an die Curve auf 
dieser Axe senkrecht. Ausserdem besitzt diese Curve zwei Wende- 
punkte, welche zur Abscisse x’ = — 3asecp gehören. 


3) d > atgp. 


In diesem Falle besteht die Durchschnittscurve vierten Grades 
aus zwei Zweigen, welche symmetrisch zur X’-Axe liegen, dieselbe 
aber nicht schneiden. Von der Z’-Axe schneiden sie bezüglich die 
Stücke + = ab. Für "= — BR 

a Ö cos?p 
der X’-Axe parallel. Ausserdem besitzt diese Curve die beiden 
Asymptoten «’ = +asecg. 


ist die Tangente an dieselbe 


Auf analoge Weise ergiebt sich als Gleichung der Durchschnitts- 
curve des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) mit der Ebene senk- 
recht auf der xz-Ebene, welche mit der X-Axe den Winkel % bildet 
und von der Z-Axe das Stück e abschneidet: 


(25) ey? = (e+x'sin p)? (a? — x’? cos?) 


d. i. eine Curve vierten Grades, welche symmetrisch zur X’-Axe 
lieg. Auch hierbei haben wir die 3 Fälle zu unterscheiden 


»=atgw. Diese Curve ist in allen Fällen geschlossen und besitzt, 


wenn e <{ atgw ist, einen Doppelpunkt. Für e=0 erhält man eine 
Curve vierten Grades, welche eine/ähnliche Gestalt wie die Lemnis- 
kate hat. 


Schneiden wir schliesslich den geraden elliptischen Cono-Ouneus 
(17) durch eine Ebene senkrecht auf der YZ-Ebene, welche mit der 
Y-Axe den Winkel $ bildet und von der Z-Axe das Stück / ab- 
schneidet, so erhält man auf die oben ausgeführte Weise als Glei- 
chung der betreffenden Durchschnittscurve: 


(26) e2y'2c0s?3 — (f+ y'sin 9)? (a? — x?) 
d. i. im Allgemeinen eine Curve vierten Grades. 
Die verschiedenen Fälle, welche sich hieraus ergeben, je nach- 


dem val.abs.tg% <- ist, entsprechen den Kegelschnitten. Für 


val.abs.tg# < - stellt die Gleichung (26) eine geschlossene Curve 
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entsprechend der Ellipse beim Kegel dar, welche für $ = 0 in eine 


Ellipse übergeht. Für tg% = erstreckt sich die Durchschnitts- 


curve nach der positiven Seite der Y-Axe ins Unendliche. 


Sie schneidet die Y’-Axe im Punkte = 0, „= — Varfes, 


die X’-Axe in den Punkten = +a,y’=0O und liegt zwischen 
den in den letzteren Punkten auf der X’Axe errichteten Senkrechten. 
Diese Curve entspricht dem Parabelschnitt des Kegels. Für 


val.abs.tg $ —- besteht die Durchschnittscurve (26) aus zwei nach g 


beiden Seiten der Y’-Axe ins Unendliche sich erstreckenden Zweigen, | 
von denen der eine Zweig die X’-Axe in den Punkten << =-a, 


ar 4 AB a) 1 ! =— £ Ei _ — Bunt 
Y 0, die Y-Axce im Punkte !=0, y= asindtoc0s® 
schneidet. Der andere Zweig schneidet die Y’-Axe in dem Punkte 
un ol RL BIN 

RER ana reoki Diese Curve entspricht der Hy- 


perbel beim Kegel. 
Für f’ = 0 geht die Gleichung (26) über in: 
x — + Va? — o2ctg2# 


Die Ebenen, welche durch die singuläre Kante gehen, schneiden 
daher aus dem geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) zwei erzeu- 


Be 
gende Geraden desselben aus, wenn val.abs.tg9 Be ist. Für 


€ BR 28 
tg 9 — je fallen diese beiden Geraden in eine einzige zusammen. 


$ 12. 


Wir wollen nun die Untersuchungen ebener Schnitte des geraden 
elliptischen Cono-Cuneus (17) verlassen und zur Betrachtung seiner 
Tangentialebene übergehen. 


Als Gleichung derselben im Punkte zyz der Fläche ergibt sich: 
a?(& — x) — ey —y) — la — 2?) (E— 2) = 0 
oder mit Berücksichtigung der Gleichung (17): 
(27) zz (E — x) — cy.on— 2(a? — x?) = 0 
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Nach den allgemeinen Bemerkungen in der Einleitung berührt 
diese Tangentialebene den geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) im 
Allgemeinen nicht längs der ganzen, durch ihren Berührungspunkt 
gehenden Erzeugenden desselben. Die Ausnahmen hiervon finden 
fürrz=0 und fürz= +a statt. Im ersteren Falle schneidet die 
Tangentialebene aus dem geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) die 
durch ihren Berührungspunkt gehende Erzeugende und die singuläre 
Kante aus, in den beiden anderen Fällen dagegen nur die durch 
ihren Berührungspunkt gehende erzeugende Gerade. 


Die singuläre Kante des geraden elliptischen Cono-Ouneus ist 
noch dadurch ausgezeichnet, dass es in den Punkten derselben je 
zwei Tangentialebenen giebt, welche sich in der X-Ebene schneiden, 
und mit der XZ-Ebene entgegengesetzt gleiche Winkel bilden. Denn 
setzt man in der Gleichung (27) für cy seinen Wert aus der Glei- 
chung (17) und nimmt dann 2 = 0 an, so geht dieselbe über in: 


Es sind dies die am Schlusse des vorigen $ für /=0 betrach- 
teten Ebenen. _ Daraus folgt, dass jede durch die singuläre Kante 
‚gehende Ebene, welche mit der XZ-Ebene einen Winkel bildet, dessen 


trigonometrische Tangente absolute gleich oder kleiner als - ist, eine 
Tangentialebene des geraden elliptischen Cono-Ouneus (17) ist. 


Im Allgemeinen erhält man für die Projection der Durchschnitts- 
curve der Tangentialebene mit der vorgelegten Fläche auf die XZ- 
Ebene, wenn man n aus der Gleichung (27) und der Gleichung: 

en = la? — 2) 
eliminirt: 
$—=0 
(a? — x?) (£ +2) — 2z2(a? — 22) + 2?22(5— x) = 0 


d.h. diese Durchschnittscurve besteht im Allgemeinen aus der durch 
den Berührungspunkt der Tangentialebene mit der Fläche gehenden 
Erzeugenden der letzteren und aus einer Curve dritten Grades. 


(28) | 


Für die Normale im Punkte zyz des geraden elliptischen Cono- 
Cunecus (17) ergeben sich die Gleichungen, wenn x,, %,, 2, die lau- 
fenden Coordinaten bedeuten: 


m mm BEE men 


(29) 
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$ 13. 


Unsere nächste Aufgabe sei, das Volumen V zu bestimmen, wel- 
ches von den Ebenen z=(, z=a, 2=, der XZ-Ebene und 
dem zugehörigen Teile des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) 
begrenzt wird. Für dasselbe ergiebt sich: 


o 


3 
= / [vira - 1 avaa ER 
0 


203 ———— % 
(30) V= SE | 3a, Va?— 292 -+4a? arcsin (@)\ 
oder, wenn man die zu x,, =, gehörige Coordinate y mit y, bezeichnet 
; 20” RU 
(31) = 4% + 4@? — arcsin| ) 


Das Volumen V mit der vorgeschriebenen Begrenzung ist dem- 
nach gleich dem vierten Teil des rechtwinkligen Parallelepipedons 
mit den Kanten x,, 40, 2, vermehrt um ein Prisma, dessen Grund- 
fläche ein Quadrat mit der Seite 4a, und dessen Höhe die mit 


arc sın a multiplicirte vierte Proportionale zu e und 2, ist. 


Setzt man in der Gleichung (30) x, = a, so geht dieselbe über 
in 
ta? 29” 


a, Sc 


d. i. aber der vierte Teil desjenigen Volumens V’, welches von dem 
geraden elliptischen Couo-Cuneus (17) und der Ebene z=z2, be- 
grenzt wird. Daraus folgt: 


22 
(32) v' — 4na! -. 


C 


Das von dem geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) und der 
Ebene z=:, begrenzte Volumen ist also gleich der Hälfte eines 
Cylinders, dessen Grundkreis den Radius’a hat, und dessen Höhe die 
vierte Proportionale zu ce und z, ist. 


Ziehen wir in Betracht, dass die zur XY-Ebene parallele Ebene 
Z = Z, aus der vorgelegten Fläche eine Ellipse mit den Halbaxen 


a und = ausschneidet, so lässt sich die Formel (52) so deuten: 
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Das Volumen V’ ist gleich dem halben Volumen des Cylinders mit 
der durch die Ebene Z=Z, aus der vorgelegten Fläche ausge- 
 schnittenen Ellipse als Grundfläche und der Höhe Z,. 


Allgemein ist diese Beziehung in der Einleitung ($ 8.) nachge- 
wiesen worden; wir wollen daher hier nicht näher darauf eingehen. 
Bemerkt sei nur noch, dass die Formel (32) auch mit Hilfe einer 
Mittentigur deuten lässt. Die Ebene z = 3x, schneidet nämlich aus 
dem geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) eine Ellipse mit den 
Halbaxen a und = aus. Bezeichnet man diese Mittenfigur mit M, 


Ed 


so geht die Gleichung (32) über in: 
(33) 170% —, M. 27) 


Diese Formel gilt auch, wenn man das Volumen zwischen den 
Ebenen z=z, 2= x, und dem geraden elliptischen Cono-OCuneus 
(17) in Betracht zieht. Man hat alsdann nur für z, den Abstand der 
beiden begrenzenden Ebenen zu setzen. Denn aus der Gleichung 
(32) folgt für dieses Volumen, wenn 2, > z, ist: 


2 2 
N ge 4 74 
V—= 4na? es a 
\ ; ; c ; 
wobei A = 2,— 2, ist. Nun ist aber: = „d wenn 2 die zu 2 zu- 
gehörige variabele Halbaxe der Ellipse ist. Mithin erhält man: 


b b 
v— za.) 


b; + bs 


Setzt man ferner: u b;, so ergiebt sich: 


V = T abzh 
Ist 2, das zu d, zugehörige 2, so ist: 
3 = tat %) 


2, 23 = 4a 21) — Eh 


also: 


Demnach resultirt der oben ausgesprochene Satz: 
(34) V=M.h 
Wir hatten erhalten: 


bene 
en, 


NOT TEN 
y . P, , ne { « 
f 
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Diese Formel lässt sich noch anders deuten. Es ergiebt sich näm- 
lich daraus: r 


V=4nab,hh+4n abah+-Inalb, + b,)h 


Viz= : dr ab, + nab) +2nah,\ 


Setzt man nun: 


ab, — G, 
P1 7 abs = Gy 


wobei G, und @, die begrenzenden Ellipsen, M die Mittenfigur des 
Körpers V bedeutet, so ist: 


(35) — 5 140,4) +2} 


d. i. die Formel, welche in der Stereometrie vom Prismatoid be- 
wiesen wird. ’ 


Die beiden Formeln (34) und (35) lassen sich noch verallgemei- 
nern. Wir wollen diese Verallgemeinerung kurz für die erstere 
durchführen. Betrachtet man nämlich das Volumen zwischen den 
Ebenen « = 0, 2 = a, 2= 21, 2= %, der XZ-Ebene und dem zu- 
gehörigen Teil des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17), so erhält 
man für dasselbe: 


ae 


u Vai Sazaresin (* °)} 


Nun ist aber: 


und 


C 


2 nn a 
= (ie Va?—xg2-+ 3a?arcsin (@)\ MER 


wenn M’ den Teil von M bezeichnet, welcher von den zux=(0,. 
— x, zugehörigen Ordinaten der Ellipse, von der X-Axe und dem 
zugehörigen Bogen begrenzt wird. Folglich resultirt: 


V’'=M'.h. 


Auf analoge Weise ergiebt sich der entsprechende Ausdruck für 
die Formel (35). 
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III. Abschnitt. 
Die beiden geraden hyperbolischen Cono-Cunei. 
$ 14. 


Um zunächst den geteilten geraden hyperbolischen 
Cono-Cuneus zu betrachten, nehmen wir als Gleichungen der 
Leithyperbel: 


2 2 
;=1 


(36) a 5b 


3 =C 


Demnach wird die X-Axe singuläre Kante, die YZ-Ebene Director- 
ebene. Also erhält man als Gleichungen des betreffenden Cono-Cuneus, 


a? c? 
. 2 .. 
wenn man wieder e? für yg Setzt: 


(37) ey: = 2?(2?— a?) 


Da diese Gleichung nur die Quadrate von z, y, z enthält, so ist zu- 
nächst klar, dass die vorgelegte Fläche symmetrisch zu den drei 
Coordinatenebenen liegt. Ferner folgt ohne Weiteres, dass es nur 


reelle Werte für y und z giebt, wenn val. abs. 2 a ist. Der in 


Rede stehende Cono-Cuneus besteht daher aus zwei gesonderten Tei- 
len zu beiden Seiten der Directorebene, woher die Bezeichnung „geteilt“ 
entnommen ist. 


Wir wollen nicht näher auf ebene Schnitte des geteilten geraden 
hyperbolischen Cono-Cuneus eingehen, da wir dabei auf ganz ähnliche 
Betrachtungen wie beim geraden elliptischen Cono-Cuneus geführt 
werden. Bemerkt sei hier nur, dass die zur XY-Ebene parallele 
Ebene z= %k aus der vorgelegten Fläche (37) die Hyperbel: 


x? e?y? 
(38) a > 


ausschneidet. Für A=c ergiebt sich demnach eine gleichseitige 
Hyperbel mit dem halben Parameter a. Die Mittelpunkte aller die- 
ser Hyperbeln liegen auf der Z-Axe, ihre reellen Axen in der YZ-Ebene, 
ihre imaginären Axen in der YZ-Ebene. Die reellen Axen der aus- 
geschnittenen Hyperbeln sind einander gleich 2a, die imaginären da- 
gegen wachsen proportional dem Abstande der schneidenden ‚Ebene 
von der singulären Kante. 


Ziehen wir die Brennpunkte dieser ausgeschnittenen Hyperbeln 
in Betracht, so liegen diese, wie sich aus dem Gesagten ergiebt, in 


AR Es u 
- 1073 ER er 
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der XZ-Ebene. Als Gleichung des geometrischen Ortes dieser Brenn- 
punkte erhält man: 


© 22 
(89) 2-51 


d. h. in Worten: Der geometrische Ort der Brennpunkte aller Hy- 
perbeln, welche aus dem geteilten geraden hyperbolischen Cono-Cuneus 
(37) durch Ebenen parallel der XY-Ebene ausgeschnitten werden, ist 
eine Hyperbel in der XZ-Kbene mit dem Coordinatenanfang als Mittel- 
punkt, deren reelle Axe 2a in der X-Axe, deren imaginäre Axe 2c 
in der Z-Axe liegt. Ist ce = a, so ist dieser geometrische Ort eine 
gleichseitige Hyperbel mit dem halben Parameter a. 


Aus der Vergleichung von (38) und (39) folgt, wenn wi a ie 


setzen: 
02 
Men 
a 


Daraus fliesst der Satz: Diejenige zur XY-Ebene parallele Ebene, 
deren Abstand von der singulären Kante die vierte Proportionale zu 
a und e ist, schneidet aus dem geteilten geraden hyperbolischen Cono- 
Cuneus (37) eine Hyperbel aus, welche gleich ist dem geometrischen 
Orte der Brennpunkte aller durch Ebenen parallel der XY-Ebene 
aus der vorgelegten Fläche ausgeschnittenen Hyperbeln. 


Es ist dies ein ganz ähnliches Resultat, wie wir es beim geraden 
elliptischen Cono-Cuneus erhalten haben. 


Vergleichen wir die beiden Resultate (22) und (39), so erhalten 
wir den Satz: 


Sind der gerade elliptische und der geteilte gerade hyperbolische 
Cono-Cuneus, welche dieselbe Directorebene und dieselbe singuläre 
Kante haben, so beschaffen, dass die Ebene in der Entfernung a von 
der singulären Kante aus dem elliptischen einen Kreis mit dem Radius a, 
aus dem hyperbolischen eine gleichseitige Hyperbel mit dem halben 
Parameter a ausschneidet, so ist der geometrische Ort der Brenn- 
punkte der Ellipsen des elliptischen Cono-Cuneus, deren Entfernung 
von der singulären Kante absolute gleich oder grösser als a ist, gleich 
dem geometrischen Orte der Brennpunkte der Hyperbeln des geraden 
geteilten hyperbolischen Cono-Cuneus. 


Die durch die Gleichung (38) dargestellte Hyperbel besitzt zwei 
Asymptoten, welche der Gleichung genügen: 


h 
Bi. 5® 


x A 
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Die Asymptoten aller Hyperbeln, welche aus dem geteilten geraden 
hyperbolischen Cono-Ouneus (37) durch Ebenen parallel der XY-Ebene 
ausgeschnitten werden, liegen demnach auf einer Fläche, welche durch 
die Gleichung dargestellt wird: 


ey= taz 
Diese zerfällt in die beiden Gleichungen: 
(40) | cy— a2 = 0 

cy--xz = 0 


Daraus folgt, dass die Asymptoten der Hyperbeln des geteilten ge- 
raden hyperbolischen Cono-Cuneus auf zwei hyperbolischen Para- 
boloiden liegen. Um die Gleichungen derselben auf die übliche Form 
zu bringen, wenden wir die Coordinatentransformation an: 


z = x2’c0osp — z'sin 
BL. ! 

Di 

z = «’sinp--2’cosp 


_ Dadurelı gehen die Gleichungen (40) über in: 
ey = + [(@?—2'?) sin p cosp -+ x’z’(cos? p — sin? )] 


7 
Für co®®p — sin?p = cos2p = OÖ ergiebt sich = --, wodurch man 


4 
erhält: 
u? — 2? —= 4 2cy' 


Die beiden hyperbolischen Paraboloide genügen also den Gleichungen: 


Baba, 
(41) De 2c 

2'2 a2 

2e  2e 3 


Diese Paraboloide sind demnach der Art, dass Ebenen parallel 
der X’Z-Ebene gleichseitige Hyperbeln aus ihnen ausschneiden. 
I„! 


Ausserdem sind ihre Spuren in den Ebenen der «’y’ und der y'z 
einander gleich. 


$ 10. 


Als Gleichung der Tangentialebene im Punkte xyz des 
geteilten geraden hyperbolischen Cono-Cuneus (37) ergiebt sich, wenn 
&, n, & die laufenden Coordinaten bedeuten: 

228 2) — ey (my) +3 — ad) (2) = 0 
oder: 
(42) | a2? (8 — 2) — cy.en+2(a?— a?d)E = 0 


Arch. d. Math. u. Phys. 2. Reihe, Teil II. 20 
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Schon aus den allgemeinen FErörterungen der Einleitung geht 
hervor, dass diese Tangentialebene den geteilten geraden hyperboli- 
schen Cono-Cuneus (37) im Allgemeinen in der durch ihren Berührungs- 
punkt gehenden Erzeugenden und in einer Curve dritten Grades 
schneidet. Sie berührt aber im Allgemeinen die vorgelegte Fläche 
nicht längs der ganzen, durch ihren Berührungspunkt gehenden Er- 
zeugenden derselben. Eine Ausnahme hiervon findet nur fire = ta 
statt; d. h. nur die Tangentialebenen in den Durchschnittspunkten 
des in Rede stehenden Cono-Cuneus (37) mit der - XZ-Ebene be- 
rühren denselben längs der ganzen, durch ihren Berührungspunkt 
gehenden Erzeugenden. Diese Tangentialebenen sind zugleich der 
Directorebene parallel nnd schneiden aus der vorgelegten Fläche nur 
die betreffende erzeugende Gerade aus. 


Ein anderer specieller Fall ergiebt sich für z—= 0, und zwar 
erhält man dafür aus der Gleichung (42): 


C 
"az" 

In den Punkten der singulären Kante des geraden hyperbolischen 
Cono-Cuneus (37) giebt es demnach im Allgemeinen je zwei Tangential- 
ebenen, welche durch die X-Axe gehen und mit der XZ-Ebene ent- 
gegengesetzt gleiche Winkel bilden. Analog dem Resultate beim 
geraden elliptischen Cono-Cuneus folgt, dass diese Tangentialebenen 
aus der vorgelegten Fläche ausser der singulären Kante zwei auf 
beiden Seiten der Directorebene liegende, von derselben gleich weit 
entfernte erzeugende Geraden ausschneiden. 


Jede durch die singuläre Kante gehende Ebene ist mithin im 
Allgemeinen eine Tangentialebene des geteilten geraden hyperbolischen 
Cono-Cuneus. 


Für die Gleichungen der Normale im Punkte xyz des vor- 
gelegten Cono-Cuneus (37) erhält man, wenn &,, %, 2, die laufenden 
Cordinaten sind: | | 


a Al ae 
Sa x2? —.c?y 2 (0? — a?) 
$ 16. 


Betrachten wir jetzt in der Gleichung: 
(44) Fr 028.22 (02 a2) — 0 


c als variabel, so stellt dieselbe eine Schaar von geteilten geraden 
hyperbolischen Cono-Cuneis dar. Alle Flächen dieser Schaar gehen 
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durch die X-Axe und berühren sich in den beiden Geraden <= +a, 
y=0. Sie besitzen also keine eigentliche einhüllende Fläche. 


Anders verhält es sich, wenn wir in der Gleichung (44) c als 
constant, a dagegen als variabel annehmen. Wenden wir hierauf das 
in $ 8. erhaltene Resultat an, so erhält man als Gleichung der ein- 
hüllenden Fläche der vorgelegten Flächenschaar : 


| y—ız —=0 
cy+ az = 0 


Das sind aber die Gleichungen (40). Die einhüllende Fläche der 
vorgelegten Flächenschaar besteht demnach aus den beiden hyper- 
bolischen Paraboloiden, auf denen die Asymptoten aller Hyperbeln 
des geteilten geraden hyperbolischen Cono-Cuneus (37) liegen. 


Für die erste Schaar von geradlinigen Flächen, welche durch die 
Gleichung (44) dargestellt wird, wollen wir noch die Orthogonal- 
flächen bestimmen. Angenommen, eine dieser Orthogonalflächen 
habe die Gleichung p = 0, dann sind die cosinus der Winkel, welche 
die Normale derselben mit den drei Coordinatenaxen bildet, bezüglich 
proportional: 

op. Op, dp 

02’ dy’ Ndz' 
Ferner sind die cosinus der Winkel, welche die Normale einer Fläche 
der vorgelegten Flächenschaar mit den drei Coordinatenaxen bildet, 
bezüglich proportional: 

öF, OF, OF 

Ge’ m’ De 
Da diese beiden Normalen nach der obigen Bedingung auf einander 
senkrecht stehen, so erhält man: 


OF Op , OF dp OF op 
(45) nt 
Setzen wir hierin für = er 2 ihre Werte und eliminiren dann c? 


zwischen der erhaltenen Gleichung und der Gleichung (44) der ge- 
gebenen Flächenschaar, dann ergiebt sich als partielle Differential- 
gleichung der gesuchten Orthogonalflächen: 


% 


0 {) ö 
(46) Ky2 2 2@!—al) öy + y (02— a?) En U 


Nach der Lagrange’schen Reduction der linearen partiellen 
Ditterentialgleichungen erster Ordnung auf ein System gewöhnlicher 


20% 
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Differentialgleichungen gelangt man zum allgemeinen Integral der 
Gleichung (46) durch Integration von: 


da :dy: de —= zy2: — 2 (0? — a?) :y (x? — a?) 
Daraus folgt 
de:dy = ay: — (2? — a?) 
22-97? — 2a?lgx = c, 
dy:de = —2:y 


u 


Die Orthogonalflächen der vorgelegten Flächenschaar sind demnach 
enthalten in der Gleichung: 


(47) F(&2 +9? — 2a?lgx, y? +22) = 0 


Zu demselben Resultat gelangt man bei der Betrachtung der Ortho- 
gonalflächen der Schaar von geraden elliptischen Cono-Cuneis, welche 
durch die Gleichung: 


(48) F= ey —2?(a—.? = 0 y 

dargestellt werden, wenn ce variabel und a constant ist. Denn setzt 
"7 oM.Orr OR 

man in die Bedingungsgleichung (45) für EN die aus der 


Gleichung (48) folgenden Werte ein und eliminirt dann ec? zwischen 
(48) und der erhaltenen Gleichung, so resultirt als partielle Ditferential- 
gleichung der betreffenden Orthogonalflächen: 


„. 09 RL 
zu +: @— a), ready, —0 
oder: ‚ i 
9 1) 
ME 


d. i. aber die Gleichung. (46). Daraus fliesst der Satz: Ist ce variabel, 
hat dagegen a einen constanten Wert, so schneiden die Orthogonal- 
flächen der durch die Gleichung (44) dargestellten Schaar von ge- 
teilten geraden hyperbolischen Cono-Ouneis die durch die Gleichung 


(48) dargestellte Schaar von geraden elliptischen Cono-Cuneus. recht 


winklig. 


Salt. 


Unsere nächste Aufgabe sei die Cubatur des geteilten geraden 
hyberbolischen Cono-Cuneus (37). Es ergiebt sich: 


Ru [A 
ff: ydaıdz — J aVr—e f va 
0 


a FRET T EIER 
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(49) a F- m var Tee Do 


Beachten wir, dass: e?yg2 = 29° (29 — a?) ist, so geht die Gleichung 
(49) über in: 
a? 2g” lg ek =) 


(50) v=4vw»—-47, R 


Von diesem Volumen gelten analoge Sätze wie von demjenigen 
des geraden elliptischen Cono-Cuneus. Wir wollen diese hier nicht 
erst entwickeln, sondern auf eine andere Betrachtungsweise eingehen. 


Lässt man längs einer durch die Ebene x = x, aus der vor- 
gelegten Fläche (37) ausgeschnittenen Geraden eine gerade Linie 
parallel der XY-Ebene so hingleiten, dass sie stets durch die Z-Axe 
geht, zo erzeugt sie ein hyperbolisches Paraboloid, welches der 
Gleichung: f 

ey = 02 
genügt. Für das Volumen Y’ zwischen den Ebenen = 2, 2= x 
der XZ-Ebene und dem zugehörigen Teil dieser Fläche erhält man: 


BR) 
vV= 2% Yo 20 


ae) ee) 
Le 5 a 


Mithin resultirt: 
(51) V’-V=ı= 


Bezeichnen wir ferner den Hyperbelsector OPA (Fig. 1.) mit s, so 
ist, wenn die Hyperbel der Gleichung (38) genügt, und wenn man 
2%, für A setzt: 

_ dx te) 

2) Auen! lg ( 5 De 


Demnach geht die Gleichung (51) über in: 
(53) v=lJs.n 


d. h. bei constantem z, und variablem x, verhalten sich die Volumina v 
wie die zugehörigen Hyperbelsectoren. 


Wir haben im $ 14. gesehen, dass die Ebene z=c aus dem 
geteilten geraden hyperbolischen Cono-Cuneus (37) eine gleichseitige 
Hyperbel mit dem halben Parameter « ausschneidet. Setzen wir 
2 = e in die Gleichungen (52) und (53) ein, so erhalten wir: 


= .38:.c 


“= | (sta) 
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Hieran wollen wir einige Bemerkungen über Summen und Diffe- 
renzen von v knüpfen, wenn x, verschiedene Werte annimmt. Wie 
sich aus den Gleichungen (54) ergiebt, haben wir dazu nur die ent- 
sprechenden Sectoren s zu betrachten. 


Unter den gemachten Voraussetzungen lässt sich die zweite 
Gleichung in (54) auch so schreiben: 


(65) = }a1g(®?) 


a 


d. h. der Sector einer gleichseitigen Hyperbel ist gleich dem halben 
Quadrat des halben Parameters multiplicirt mit dem natürlichen Lo- 
garithmus von dem Quotienten aus der Summe der zugehörigen End- 
coordinaten dividirt durch den halben Parameter. 


Aus der Gleichung (55) folgt: 
2 
2s = $a?lg (+2) 


Ist nun: 2 = 8’ und sind z’, y' die zum Sector s’ zugehörigen 
Endcoordinaten, so ist demnach: 


2 
(68) + 


Daraus fliesst der Satz: Die Summe der Coordinaten des doppel- 
ten Sectors einer gleichseitigen Hyperbel ist die vierte Proportionale 
zum halben Parameter derselben und der Summe der Coordinaten 
des einfachen Sectors. 


Es ist aber: &?—y’?= a? Mithin erhält man aus der Glei- 
chung (56): 


2 2 
(57) er 


x = 
a 


Den vorigen Satz kann man daher auch so aussprechen: Die 
Abscisse des doppelten Sectors einer gleichseitigen Hyperbel ist die 
vierte Proportionale zum halben Parameter derselben und der Ver- 
bindungslinie des Endpunktes der Ordinate des einfachen Sectors mit 
dem Hyperbelmittelpunkt. 


Um mithin den Sector OP,4A (Fig. 1.) zu verdoppeln, construire 
man die vierte Proportionale zu OA und OP,, trage dieselbe auf 
0A von O aus bis Q, ab, errichte in Q, die Senkrechte P,Q, auf OQ,, 
so ist Sector OP,A = 2 Bect. OP/4. 


a 
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Damit ist zugleich die Aufgabe gelöst, einen gegebenen Sector 
einer gleichseitigen Hyperbel zu halbiren. Denn nach der Gleichung 
(57) ist 
(58) ty —=a.n 
Um daher den Sector OP, A zu halbiren, construire man über 0Q, 


als Durchmesser einen Halbkreis, welcher die Scheiteltangente der 
Hyperbel in R schneidet, mache OP, = OR, so ist 


Sect. OP,A = 39Sect. OP,A. 
Aus der Gleichung (58) folgt noch, wenn man y? = x2— a? setzt: 
(59) = —=dtala-«') 


Beachtet man ferner, dass der Krümmungsradius für die gleich- 
seitige Hyperbel 
("+ y?)i 
Sr ae TE 


ist, so ergiebt sich nach der Gleichung (57): 


09: — OP, .g 


d. h. in Worten: 0Q, ist die mittlere Proportionale zu OP, und 
dem Krümmungsradius in P.. 


Zugleich ist klar, dass für den Scheitel der gleichseitigen Hy- 
perbel der Krümmungsradius gleich dem halben Parameter derselben ist. 


Die Relation (56) lässt sich leicht vrerallgemeinern. Ist nämlich 
sn = n.s und gehört s„ zu den Endcoordinaten x, yn, so erhält man: 


(60) a 


Daraus resultirt der Satz: Die Summe der Coordinaten des n-fachen, 
Sectors einer gleichseitigen Hyperbel ist gleich der nten Potenz der 
Summe der Coordinaten des einfachen Sectors dividirt durch die 
(a—1)te Potenz des halben Parameters derselben. 


Sind ferner die beiden Sectoren s, und s, gegeben, welche be- 
züglich zu den Coordinaten x, , y, und x,, y5 gehören, so ist nach (55): 


s +5 = $a?lg (ale ._) 


Ist nun: ,—+s, = s;, wobei s; zu den Coordinaten r;, y;3 gehört, 
so ergiebt sich die Relation: 
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” RA en Ne en Kan ee 
7 En, . | j 
e q 
ö ; 
» 
3 
F 
1 


d. h. in Worten: Ist die Summe zweier Sectoren s, und s, einer 
gleichseitigen Hyperbel gleich einem dritten Sector s;, so ist die 
Summe der Coordinaten dieses dritten Sectors die vierte Proportionale 
zum halben Parameter und den beiden Summen aus den Coordinaten 
der beiden zu summirenden Sectoren. 


(61) EN Bahnen) 


Setzt man: a = c, so erhält man: 
a?-+.c? 
SER 


Um daher einen Sector s, zu finden (Fig. 2.), welcher gleich der 
Summe der beiden Sectoren OP,A und OP, A ist, construire man die 
vierte Proportionale OS zu 0A, 0Q,-+Q,Pı = OR, und 0% QaPa 
—= OR,, halbire AS in 7, trage AS von S aus auf SO bis Uab, 
ziehe durch U die Parallele UV zu 07, mache 0Q, = SV, errichte 
in Q; die Senkrechte P,Q, auf OQ;, so ist Sect. OP,A der gesuchte 
Sector. 


Damit ist zugleich die Aufgabe gelöst: Es sei ein beliebiger 
Punkt P, auf dem Bogen einer gleichseitigen Hyperbel gegeben, man 
bestimme hierzu einen Punkt P, so, dass der Sector OPR,P, gleich 
einem gegebenen Sector OP, A ist. 


Durch Wiederholung derselben Operation lässt sich die Gleichung 
(61) verallgemeinern. Sind die Hyperbelsectoren s, , sg,...snu gegeben, 


und ist: 
Sn+1l = 1 ts3+...+5, 


so ist, wenn die Sectoren bezüglich zu den Endcoordinaten z,, %4; 
To, Y95 -+-Antl, Yn+1 gehören: 


(62) Xu+1 + ynrı = (Gt) @ try). (en 9m) 


a®r-1 


Aus der Gleichung (61) folgt ferner: 


Ray 
e er 


d.h. in Worten: Ist der Sector s, einer gleichseitigen Hyperbel gleich 
der Differenz ss; —s, zweier Sectoren, so ist die Summe der Coordi- 
naten von s, die vierte Proportionale zu der Summe der Coordinaten 
von ss, der Summe der Coordinaten von s, und dem halben Para- 
meter der Hyperbel. 


Daraus ergiebt sich eine der vorigen ähnliche Construction. 
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$ 18. 


Wir wollen jetzt einige Beziehungen an der gleichseitigen Hy- 
perbel entwickeln, wenn die Punkte ?P, und ?, (Fig. 3.) so auf dem 
Hyperbelbogen liegen, dass O0, A, Q, und Q, vier harmonische Punkte 
sind. Man hat demnach die Proportion: 


Finden ferner die Relationen statt: 
Sect. OP, A —= & Sect. OP, A 
Set: OPLA == # Sect, OPA, 


so folgt zunächst aus (58): 


OP? = 04.00; 
OP2 = 3(04.0Q,-- 0A. 0Q,) 
0P2=3(04:.00Q,- 04.0, %-.0Q.0%— 4Q.:00,) 


Daraus folgt mit Anwendung der Proportion (64): 


OP = 30Q,(04-+00,) 
Nach (59) ist nun: 104(04-0Q,) = 0Q,2, folglich erhält man: 


OP,?.0OA = 0Q,.0Q2 


Wenden wir hierauf noch die Gleichung (58) an, nach welcher 
04A.0Q, = OP;? ist, so resultirt: 


OP2.042 — OP2.00Q4 
also 
0Q,:0P, = 0A:0P; 
Aus der Figur 3. folgt, wenn R der Durchschnittspunkt der Scheitel. 


tangente mit OP, ist: 
0Q,:0P, = 0A:OR 


Aus beiden Proportionen ergiebt sich: 
(65) OR OR 


Daraus fliesst der Satz: Ist der Sector OP,A die Hälfte des 
Sectors OP,A und liegen 7, und P, so auf dem Bogen ‘der gleich- 
seitigen Hyperbel, dass die senkrecht darunter liegenden Punkte Q, 
und Q, mit dem Mittelpunkt O und dem Scheitel A der Hyperbel 
vier harmonische Punkte bilden, so schneidet die Scheiteltangente 
von der Verbindungslinie des Mittelpunktes O mit P, ein Stück OR 
ab, welches die mittlere Proportionale zu OA und 0Q, ist. 
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Zugleich geht hieraus hervor: Wenn O, A, Q, und @, vier har- 
monische Punkte sind, und man halbirt den Sector OP,A, so dass 
Sect.OP3A = %Sect. OP,A ist, so hat man damit auch den Sector 
OP,A halbirt, denn man hat nur OP, = OR zu machen, s0 ist 
Sect. OP, A = %Sect. OP,A. 


Diese Beziehungen lassen sich zu einer Construction von Punkten 
einer gleichseitigen Hyperbel verwenden, wenn der Mittelpunkt O 
und der Scheitel A derselben gegeben sind. Man wählt nämlich vier 
harmonische Punkte O, A, Q, und Q,, construirt über 0Q, und 0Q, 
als Durchmesser Halbkreise, welche die in A auf OA errichtete Senk- 
rechte in R und ZA, schneiden, trägt OR, von O aus auf OR bis 
P, ab, so ist P, ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel. 


Andererseits lässt sich hierauf, wenn die gleichseitige Hyperbel 
gegeben ist, eine Construction des zu A zugeordneten vierten har- 
monischen Punktes zu O, A und Q, gründen, wie auch eine Con- 
struction des zu O conjugirten vierten harmonischen Punktes zu O, 
A und Q.. 


Construirt man ferner in ?, unter Beibehaltung derselben Be- 
dingungen die Tangente P47 an die gleichseitige Hyperbel, so ist: 


a\2 
PT? = (2. ns <) + ya? 
4 


Yale trYar) 
in 


PT? 


Da aber die Bedingung besteht: 
Sect. OP,A = %Sect. OP,A, 


so folgt nach (59): 


EIER 
ze tye > ars, 
also: 


2 BR 
Ya 7 Tu) 


2 Ta 


Mithin erhält man: 


axy(Xg — a) 


2 
PT are: 
BEE NRZ Fe 
Ga 04.08, 


04.00.4Q,+04.00,.Q, 
0A 0Q, 


Fa 
e 
| 
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Mit Anwendung der Proportion (64) ergiebt sich hieraus: 


04.00,.4Q + 0032.40, 
OA 0Q, 


De 


Daraus fliesst der Satz: Sind O, A, Q, und Q, vier harmonische 
Punkte auf der Axe einer gleichseitigen Hyperbel, und bestimmt man 
P, so auf dem Hyperbelbogen, dass: Sect OP,A = % Sect OP3A ist, 
dann ist die Tangente in 7, die mittlere Proportionale zwischen AQ, 
und OQ, oder zwischen OA und Q,Qs 


Wir haben vorhin erhalten: 


2 88 
Ya ig 4 


x a ot a 


Daraus folgt: 
094° 04409 _ 04a +AU) 


er ac 1, 40,.AQs, 
wenn man die Proportion (64) berücksichtigt.. Mithin resultirt: 
OQ : AP = 04: AQı 
Fällt man von Q, die Senkrechte Q,N auf OP,, so ist: 
O0Qg2: QuPa? = ON: NP, 
Aus beiden Proportionen ergiebt sich: 


0A: AQh — ON: NP, 
d.h. 
AN | QıPa 


Hierauf kann man, wenn die gleichseitige Hyperbel gegeben ist, eine 
Construction des zu O conjugirten vierten harmonischen Punktes zu 
O, A und Q, gründen. Man construire über OQ, als Durchmesser 
einen Halbkreis, welcher die Scheiteltangente in Z, schneidet, mache 
OP, = OR,, fälle von P, die Senkrechte P,Q, auf OQ, und von Q 
die Senkrechte Q,N auf OP,; ziehe durch 7, die Parallele zu AN, 
so schneidet diese Parallele die Hyperbelaxe in dem zu O zugeordneten 
vierten harmonischen Punkt Q.. 


S 19. 


Gehen wir nun zur Betrachung des einfachen geradenhy- 
perbolischen Cono-Cuneus über. Nehmen wir hierbei als 
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. ® . D “ . . f 
Leitlinie dieselbe Hyperbel wie beim geteilten geraden hyperbolischen 
Cono-Cuneus: 


RE, \ 
a? DB 
2=cC 


als Directorebene demnach die XZ-Ebene und die Y-Axe als singu- 
läre Kante, so müssen die erzeugenden Geraden den Gleichungen 
genügen: 
yz=v, z=u, 

so dass man als Gleichung des in Rede stehenden Cono-Cuneus er- 
hält: 

i 2 72 y% “ 
(67) mer 1 


o 


Aus dieser Gleichung geht hervor, dass x jeden beliebigen Wert 
annehmen kann. Ferner folgt daraus, dass jede zur XY-Ebene 
parallele Ebene den einfachen geraden hyperbolischen Cono-Cuneus 
(67) in einer Hyperbel schneidet, deren Mittelpunkt auf der Z-Axe 
liegt, und deren Axen bezüglich in die Ebenen der xz und der yz 
fallen. Darin stimmen die beiden geraden hyperbolischen Cono-Cunei 
überein. Während aber beim geteilten alle ausgeschnittenen Hyper- 
beln dieselbe reelle Axe haben, wachsen beim einfachen diese Axen 
proportional dem Abstande der schneidenden Ebene von der singu- 
lären Kante. Die reellen Axen der Hyperbeln des einfachen geraden 


hyperbolischen Cono-Cuneus verhalten sich also genau so wie die 


imaginären der Hyperbeln des geteilten, und umgekehrt sind die 
imaginären Axen der Hyperbeln des einfachen einander gleich wie 
die reellen derjenigen des geteilten. 


Hieraus folgt, dass beim einfachen geraden hyperbolischen Cono- 
Cuneus (67) die Scheitel der ausgeschnittenen Hyperbeln von z=® 
bis z=0 sich einander nähern, bis sie für z= 0 zusammenfallen, 
während die Entfernung der Scheitel der Hyperbeln des geteilten 
constant bleibt. Die beiden Teile des einfachen geraden hyperboli- 
schen Cono-Guneus (67) liegen daher nicht von einander getrennt, 
sondern treffen in der singulären Kante zusammen, womit die Be- 
zeichnung „einfach‘‘ zusammenhängt. 


Die beiden geraden hyperbolischen Cono-Cunei unterscheiden 


sich in Betreff der ausgeschnittenen Hyperbeln noch darin, dass beim 


geteilten die Zweige der Hyperbeln sich von ihrer reellen Axe mit 
wachsendem Abstande von der singulären Kante entfernen, während 
sie umgekehrt beim einfachen sich mit wachsendem Abstande von 
der singulären Kante ihrer reellen Axe nähern. 
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Der einfache gerade hyperbolische Cono-Cuneus stimmt wieder 
darin mit dem geteilten überein, dass auch bei ihm die Brennpunkte 
der ausgeschnittenen Hyperbeln auf einer Hyperbel liegen, deren 


Gleichung ist: 
(68) 


m2 a?2? N 
a? Be 


Der Mittelpunkt dieser Hyperbel ist demnach der Coordinatenanfang, 


ihre reelle Axe 2a liest in der X-Axe, ihre imaginäre 2 a in der 
Z-Axe. 


Berücksichtigen wir hierbei die Gleichung (39), so resultirt der 
Satz: Schneiden sich die beiden geraden hyperbolischen Cono-Cunei, 
deren singuläre Kanten in einer Ebene liegen und auf einander senk- 
recht stehen, in einer gleichseitigen Hyperbel, so liegen die Brenn- 
punkte der durch Ebenen parallel dieser Durchschnittslinie aus ihnen 
 ausgeschnittenen Hyperbeln auf einer und derselben Hyperbel. 


Die Asymptoten einer durch eine Ebene parallel der XY-Ebene 
aus dem einfachen geraden hyperbolischen Cono-Cuneus (67) ausge- 
schnittenen Hyperpel genügen der Gleichung: 


Die Asymptoten aller dieser ausgeschnittenen Hyperbeln liegen dem- 
nach auf den beiden hyperbolischen Paraboloiden: 


| ayz—bex = 0 


sv \ ayat-bex = 0 


Vertauschen wir in diesen Gleichungen y mit x, so gehen dieselben 
über in: 
(70) | ax2 -bey=VO 

axz+-bcey—=O 
Das sind aber die Flächen, auf denen die Asymptoten der Hyperbeln 
des einfachen geraden hyperbolischen Cono-Cuneus (67) liegen, wenn 


man denselben um die Z-Axe um 5 dreht. 
Mit Berücksichtigung der Gleichungen (40) resultirt daher der 
Satz: Schneiden sich die beiden geraden hyperbolischen Cono-Cunei, 


deren singuläre Kanten in einer Ebene liegen und auf einander senk- 
recht stehen, in einer gleichseitigen Hyperbel, und dreht man den 


IC e . 
einen um die Z-Axe um 5, 50 liegen die Asymptoten der aus beiden 
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Flächen durch Ebenen parallel ihrer Durchschnittslinie ausgeschnitte- 
nen Hyperbeln auf denselben beiden hyperbolischen Paraboloiden. 


Da diese Paraboloide, wie beim geteilten geraden hyperbolischen 
CGono-Cuneus nachgewiesen worden ist, zugleich die einhüllende Fläche 
der Schaar von Cono-Cuneis bilden, welche durch ihre Gleichung 
dargestellt wird, wenn der Parameter der aus einer solchen Fläche 
ausgeschnittenen gleichseitigen Hyperbel variabel ist, so kann man 
diesen Satz auch so deuten: 


Schneiden sich die beiden geraden hyperbolischen Cono-Cunei, 
deren singuläre Kanten in einer Ebene liegen und auf einander senk- 
recht stehen, in einer gleichseitigen Hyperbel mit dem halben Para- 
meter «, so bestehen die einhüllenden Flächen der beiden Flächen- 
schaaren, welche durch die Gleichungen der beiden Cono-Cunei dar- 
gestellt werden, wenn «a variabel ist, und der eine um die Z-Axe um 


5 gedreht wird, aus denselben beiden hyperbolischen Paraboloiden. 


$ 20. 
Als Gleichung der Tangentialebene im Punkte xyz des ein- 


fachen geraden hyperbolischen Cono-Cuneus (67) ergiebt sich, wenn 
&, n, $ die laufenden Coordinaten sind: 


2 ee 


Von derselben gelten analoge Beziehungen wie von derjenigen des 


geteilten hyperbolischen Cono-Cuneus. Die Berührungspunkte der- 
jenigen Tangentialbenen, welche die vorgelegte Fläche (67) längs einer 
ganzen Erzeugenden berühren, liegen auf den Durchschnittslinien der 
XZ-Ebene mit der Fläche. In den Punkten der singulären Kante giebt 
es ebenfalls je zwei Tangentialebenen, welche durch die singuläre 
Kante gehen und mit der YZ-Ebene entgegengesetzt gleiche Winkei 
bilden. 


Betrachten wir ‚jetzt das Volumen V zwischen den Ebenen 
y=0, y=y, 2= 2, %= 0 und dem zugehörigen Teile des ein- 
fachen geraden hyperbolischen Cono-Cuneus (67), so erhält man für 
dasselbe: 


(72) VI Se an Vo? -L8°1221g utYwtR) 


Mit Berücksichtigung der Gleichung (67) lässt sich diese Gleichung 
auch so schreiben: 


1 DR 
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ab = 1, (tern 0 -/- be 7) 
ab %y 


(73) Velo nm%Tt 


Ferner folgt aus der Gleichung (50), wenn man darin: VYay? — a? 


durch = ersetzt: 


“0 


a? 29°... (Zoo ey 
a) Van gg (Re) 


Vertauschen wir in (73) x mit 9, d. h. drehen wir den einfachen 
geraden hyperbolischen Cono-Cuneus (67) um die Z-Axe um =, so 
geht diese Gleichung über in: 


abzg“ | (art 
dc > 


abzy 


(73a) Vv—= 4% 0% 


Setzen wir hierin a = 5, so resultirt: 
V+V'= 309% 


Daraus fliesst der Satz: Schneiden sich die beiden geraden hyper- 
bolischen Cono-Cunei, deren singuläre Kanten in einer Ebene liegen 
und auf einander senkrecht stehen, in einer gleichseitigen Hyperbel, 


IT 
und dreht man den einen um die Z-Axe um 5, 50 ist die Summe 


der zu denselben Coordinaten x9, 49, 2% gehörenden Volumina der 
beiden Flächen gleich dem halben Volumen eines rechtwinkligen 
Parallelepipedons mit den Kanten xy, Y9, 2o- 


Te PEN IE 
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4: 
Mehrfach collineare Dreiecke bei Kegelschnitten. 


Für zwei collineare Dreiecke giebt es bekanntlich stets einen 
Kegelschnitt, in Bezug auf welchen die beiden Dreiecke polarreciprok 
sind. Wenn nun die Dreiecke r-fach collinear (r=2, 3, 4, 6) 
sind *), so giebt es r solche Kegelschnitte. Die Beziehungen dieser 
Kegelschnitte unter einander wollen wir erörtern. 


Es seien die Dreiecke abe und 123 in (a, da c,)-Collineation. 
Bei passend gewähltem Coordinatensystem sind dann: 


be: —= 0 3:icH-ytz2=0 
ca:y— 0 31: c-tuytz2—=0 
ab:ız = 0 12: 4+ytw=0 


und der Kegelschnitt, in Bezug auf welchen die Polarreeiprocität 
statt hat: 


kZ= Aa? uy? + v2? 2y2-+ 220 4 2ry = 0 


Nehmen wir nun nach einander die Fälle der mehrfachen Colli- 
neation in Betracht. 


1. Die Dreiecke sind auch in (a, d;c,)-Collineation, wenn u — v 
ist. Der zu dieser Collineation gehörige Kegelschnitt ist: 


= 124 y? + 224 2uyz + 22% 4 20y = D- ET 


*) Mehrfache Collineation von zwei Dreiecken. Gruner’ts Archiv Bd. 70. 
Seite 105. 


= 


a AN 
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also k —k, = (u—1)(y—:)?, woraus folgt, dass die beiden Kegel- 
schnitte sich doppelt berühren, mit «al als Berührungssehne. 

Sehen wir nach, ob diese Beziehung, die sich als notwendig her- 


ausstellte, auch hinreichend ist? RS 


4 
Es seien % und %, in doppelter Berührung. DBei passend ge- 
wähltem Coordinatensystem seien ihre Gleichungen: 


k=#125=0 kMzElft2n=0 
Der Punkt 1 habe die Coordinaten 0, 7, & 
„ 2 „ „ „ &9, N2 62. 
k gehöre zur (a,bacC3)-, k, Zur (a, d3c,)-Collinsation. 
Dann wird 
ac: &Et-&n-tnd=0 (Polare von 2 bis %) 
ab: Wetbn-nd& = 0 (Polare von 2 bei %,) 
Nun ist aber 3 einerseits der Pol von ab bei %k(l£g, Ns, &), 


andererseits der Pol von ac bei k, ” N9, a) also muss 


2?=1 folglich = —1 
sein. (=1 würde %, mit % identisch machen). 
Die Bedingungen sind also: 


a) k und %k, sollen sich doppelt berühren ; 


b) die Summe der beiden Factoren (2), wodurch %-+-/%k, sich in 
lineare Factoren zerlegt, muss = 0 sein. 


Dann kann man den Punkt 2 ganz beliebig, den Punkt 1 auf 
der Berührungssehne annehmen, dann erst bestimmt sich 3 eindeutig 
so, dsss 123 in Bezug auf % und %k, dasselbe Dreieck zum polar- 
reciproken besitzt. 


2. Die Dreiecke sind vierfach collinear, wam A=u=v ist, 


heim? A224 2y2-220-120y—=0 gehört zur (a,bacz)-Collection 
hr ty>+2’+22y>4- 220-4220 „ „ (a1d3C3) | ” F 
had -AyP-e?t2yat 2a 2yel 5 m lab) 
kn’ y?-4-h2-4-2y2+2202I2y=0 „ »  (asdıez) „ 

also - 
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k—k=(l—1)(y—2)? ls—k=ld—1)(y—2)(—22+y-2) 
k—lo=(l—-1)(2—x)? ks—kZ(I—1)(2—x)(e—2y2) 
k—kz(h -)e=y)? k—k=(,— 1)(@—y)(@--y—22) 


woraus man ganz deutlich die gegenseitige’Lage der vier Kegelschnitte 
sieht. Wenn man noch beachtet, dass die Tangente an Q vom 
gemeinschaftlichen Punkte (1, 1, 1) der Berührungssehnen von k und 
k, k und %,, k und. %, sind: 


staeyt+e%=0 stay +@=0 


(« eine complexe dritte a a kann man die Ergebnisse so 
aussprechen: 


Die binäre kubische Form, die = 0 gesetzt die drei Berührungs- 
sehnen „— 2 =0, 2—2=0, z-y=0) darstellt, hat die erzeu- 
genden gemeinschaftlichen Sehnen von %y, kg, kg (at ytz=0, 
z<—2y+z2=0, @&-+y—%=0) zur kubischen Coyariante , und die 
Tangenten zur Hesse’schen Covariante. 


Wenn man aber diese Tangenten und die zugehörige Berührungs- 
sehne zu Coordinatenaxen wählt, werden die Gleichungen einfacher: 


= 24215 =0 oder kz= 421 —=0 
= #&+2n5+m—9 =0 =D 
k, = & 4 2n6-+ (an — 0)? = 0 = — 2 Lo? Laig = 0 
hy = &°4-2n6+ (en — e 9)’ — 0 a ei ed 


die Gleichungen erscheinen in reeller Form, wenn man statt n, & 
resp. mit n+& und — n--& proportionale Grössen einführt. 


Der Punkt 1 kann auf der Geraden n—& = 0 beliebig gewählt 
werden, dadurch aber bestimmt sich 123 eindeutig so, dass die zu- 
gehörigen polarreciproken Dreiecke identisch werden. 


3 Die Dreiecke sind in (ar da C3) arg (a9 b3C,) ” (a; b; 6)-Colli- 
neationen, wenn Auv = 1 ist. 


khe?+uy?+v2?+2y2+220422y=0 gehört zu (a,bac;)-Collineation 
k=a’tuy’+uvz+2uvyet2eet2uy=0 5 5» (abc) m 
kzartuvy’+vet2uvyet2vzrt2ay=0 5 5 (a32165)- „ G 

Diese Kegelschnittte berühren sich im Allgemeinen nicht. Be- 


ziehen wir die beiden ersten auf ihr gemeinschaftliches Poldreieck. 
Ihre Gleichungen seien: 
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Set} 0 
zl® m? ın® =0 


Die Coordinaten von 1. seien &,, 7, &. Dann sind: 


be: Kitnntut=0 (Polare von 1 bei %,) 
ab: KEtmmntngt=0 ‘ (Polare von 1 bei %,) 
Die Coordinaten von 3: Z£,, my, n& (Pol von ad bei k,) 
& 
Die Coordinaten von 2: = 2 - (Pol von be bei %k,) 


Nun aber wird ac einerseits: 
F&ES-t-mnntn?&—=0 (als die Polare von 3 bei %, 
andererseits: 


_& 


: 1 i 
” &-+ Sn n 5 &=0 (als die Polare von 2 bei %,) 


es muss also sein 
= m’=n? (=1, wie wir annehmen) 
Zwei wesentlich verschiedene Fälle sind zu unterscheiden: 


atmet, no, 
dann sind 
kKZE’r+=0 
tn taf— 0 
= ++ = 0 


diese können aber nicht in reelle Form übergeführt werden. 


Dr Dem one, 


K=et+n+ 0 

= 5? on? 0%? = 0 

ten? of = 0 
ı Dieser Fall tritt ein, wenn die kubische Gleichung, deren Wur- 
zeln /, m, n sind, eine reine Gleichung wird. Dies bedingt das 


gleichseitige Verschwinden der beiden wohl bekannten simultanen 
Invarisnten, die bei Salmon mit © und ©' bezeichnet werden. 


dann sind 


Za den obigen drei Kegelschnitten kann ein vierter auf dreierlei 
Art so bestimmt werden, dass das System der vier. Kegelschnitte 
vierfach polarreciproke Dreiecke zulässt. Diese. Kegelschnitte sind: 


2" 
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y=ZE+m-0, kBen+i=0, n=E84=0 


Die sechs Kegelschnitte endlich bilden ein System, in Bezug auf 
welches die Dreiecke 125 und ade: 


23: &tnti=0 be: o&-n+t= 0 

Tee en. 

12: 5400 ab: E+n+e%—0 
sechsfach polorreciprok sind. 


Unter den 6 Kegelschnitten giebt es höchstens vier reelle, die 
beiden Dreiecke sind immer imaginär. 


Klausenburg (Ungarn) 1884 Februar. 
J. Väalyi. 


2% 
Ueber drei geometrische Kreisörter. 


Bei der Construction von Dreiecken aus gegebenen Stücken 
spielt die Lehre von den geometrischen Oertern eine wichtige Rolle. 
Wenn ich im folgenden auf drei solche Oerter die Aufmerksamkeit 
lenke, so bin ich weit entfernt zu behaupten, dass dieselben nicht 
schon anderweitig bekannt seien; indessen habe ich sie in keinem 
der bekannteren Werke über elementare Geometrie angetroffen. Auch 
dürfte die analytische Ableitung derselben, wenigstens meines Wissens, 
mir eigentümlich sein. Ich gehe nun an die Formulirung der Auf- 
gabe: 


„Wenn bei constanter Basis und constantem Radius des um- 
schriebenen Kreises eines Dreieckes der Scheitel des Dreieckes sich 
längs der Peripherie des Kreises bewegt, so ist die Frage nach den 
geometrischen Oertern, welche der Schwerpunkt des Dreieckes, der 
Durchschnittspunkt seiner Höhen und der Mittelpunkt des dem Drei- 
ecke eingeschriebenen Kreises beschreiben.“ 


Das System rechtwinkliger Coordinaten werde für alle drei Fälle 
so gelegt, dass die X-Axe mit der Basis des Dreieckes zusammen- 
fällt, während die Y-Axe den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises 
enthält. Der Punkt A der Basis habe die Coordinaten (—p, 0), der 
Punkt B (+», 0). Der Scheitel des Dreieckes besitze die variablen 
Coordinaten (z,, 4); endlich sei die Gleichung des Kreises: 
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(1) ar 
p und q sind an die Bedingung gebunden: 
Petr 


Nimmt man für die Coordinaten des Schwerpunktes S & und n, 
so ist bekanntlich 


Yı 
5) 


Da nun x, und y, einem Punkte des Kreises angehören, also 
die Gleichung (1) identisch erfüllen müssen, so ergibt sich für den 
geometrischen Ort als Gleichung 


) 


ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Ordinatenaxe in der Entfer- 
nung 5 sich befindet, und dessen Radius gleich dem dritten Teile 


des Radius des umschriebenen Kreises ist. 


Es sei Z der Schnittpunkt der Höhen, seine Coordinaten & und 
n; übrigens sei alles wie zuvor; für $ und n findet sich: 


s=a De 
Aus der Gleichung (1) aber folgt: 


a PP — 2? = yı?— 219 
mithin 
n= 24 


und daher also Gleichung des geometrischen Ortes: 
a a 


d.i. ein Kreis, der mit dem umschriebenen gleichen Radius hat, und 
dessen Mittelpunkt auf der Ordinatenaxe in der Entfernung —gq liegt. 


Etwas schwieriger gestaltet sich der Beweis für den dritten Fall 
den geometrischen Ort des Mittelpunktes des eingeschriebenen Kreises 
betreffend, da das Auftreten von Wurzelgrössen weitläufige Rech- 
nungen notwendig macht. Indessen ist es mir gelungen durch einige 
einfache geometrische Betrachtungen die Auflösung, wie ich glaube, 
möglichst einfach zu gestalten. 
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Aus der bekannten Gleichung für die Grösse des Radius des 
einem Dreiecke eingeschriebenen Kreises folgt für oz = n der Wert 


N NEN 2P EIN 
2p +Yy? + (& —p)’+ Yyı? + (ap 


Schafft man die Wurzelzeichen weg, und drückt mit Hilfe der Glei- 
chung (1) alle x, durch y, aus, so resultirt folgende Bedingungs- 
gleichung: 


1 ee 


PH2e— N 


eo) = r—q 


Andrerseits muss der Punkt » aus leicht einzusehenden Gründen immer 
auf der Geraden CO‘ liegen, deren Gleichung lautet: 


B) 9 = utrZa at Au thg—r 


Eliminirt man mit Hilfe von (1) aus (ß) die Grösse «,, setzt 
ferner <= & und „= n aus der Gleichung («), so wird 


u tpVYr— tete, a 
FRE ITRET SEN ERRTER nd Tan 
v4 Ve? — er 
nach gehöriger Reduction folgt hieraus 
p° &2 
Hr errang 


Ersetzt man hierin den Wert y, durch n gemäss (a), so findet sich 
als Gleichung des geometrischen Ortes: 


HIN ner a 


d. i. ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf dem unteren Durchschnitt des 
umschriebenen Kreises mit der Ordinatenaxe liegt (O’), und dessen 
Radius gleich ist AO. 


Der Beweis für den letzteren Ort lässt sich auch unschwer syn- 
thetisch führen. Bezeichnet man nämlich die Dreieckswinkel in ge- 
wohnter Weise mit «, ß, y, so ist 


LT: 
VAO = 7 

Nennt man einen Basiswinkel des gleichschenkligen Dreieckes 
Ao0' w, so ist wegen 


Wkl. A0C—B 


Miscellen. et 
| Y—=W’— 
und daher 
Wk. AV = y— = — ee = 5 w. 2. bw. 


Es würde mich zu weit führen alle Fälle anzuführen, in denen 
vorstehende Oerter sehr einfache und elegante Dreiecksconstructionen 
erlauben; es genüge nur für den letzten Fall drei Aufgaben dieser 
Art anzuführen: 


Von einem Dreiecke seien die Radien des um- und eingeschrie- 
benen Kreises und die Basis oder ihr Gegenwinkel gegeben; oder: 
von einem Dreiecke sei die Basis, die Summe der Scheitelseiten und 
der Radius des eingeschriebenen Kreises gegeben. In diesen Fällen 
erlaubt der letzte geometrische Ort eine weit einfachere Construction 
als dies mit Hilfe der Rechnung und nachheriger Construction der 
berechneten Formel geschehen kann. 


Karl Zelbr, 
Assistent der k. k. Sternwarte zu Wien. 


3. 


- Ueber die vollkommenen Zahlen, insbesondere über die bis jetzt 
zweifelhaften Fälle 240,(241 — 1), 2*6.(2°° —1) und 252,253 —1). 


In einem Aufsatze von Krafft über die numeri perfecti (Comm. 
Petrop. T. VO. p. 7—14.) giebt dieser im Ganzen zehn solcher Zahlen 
an, als die einzigen bekannten. Die vollkommenen Zahlen (numeri 
perfecti) sind bekanntlich solche. für welche die Teilersumme der 
Zahl gleich dieser Zahl selbst ist. Die einfachste dieser Zahlen ist 


6=1+2-3; die allgemeine Formel ist 2r(2r»+1—1)= N und 


zwar mit der Bedingung, dass der zweite Factor eine Primzahl ist. 
Bildet man nämlich unter dieser Voraussetzung die Divisorensumme 
von 2r.(2r+1—1), so erhält man für diese (2”+1—1).2”+1, mithin 


das Doppelte von N. Zieht man von der Divisorensumme N selbst 


ab, um die Summe’ der aliquoten Teiler zu erhalten, so ist letztere 
demnach gleich X. 


Die von Krafft aufgeführten zehn numeri perfecti sind nun 
2.(22—1), 22 (23—1), 2% (25 — 1), 2° (27 — 1), 21? (213— 1), 216 (217—1), 
918 (919 __1), 230 (931 — 1), 240(24— 1) und 246 (2471). 
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Für die Zahlen 2?—1 bis 21%— 1 ist ihre Eigenschaft als Prim- 
zahlen sofort zu constatiren; 231 —1 = 2147483647 hat L. Euler 
als Primzahl erwiesen, und ich fand dies dadurch bestätigt, dass für 
die vier zusammengehörigen Formenclassen (1, 0, 13398); (22, 0, 609); 
(98, 0, 231); 42, 0, 319) nur eine einzige quadratische Darstellung 
möglich ist, nämlich 22.7001?+609.1325?. Euler selbst hat den 
Nachweis dadurch geliefert, dass er die Zahl durch sämmtliche Prim- 
zahlen von den einzig möglichen Formen 2482-41 und 2482-63 
bis zu der Quadratwurzel hin dividirte, ohne dass irgend einmal der 
Divisor aufging. 


In Betreff der Zahlen 2*!—1 und 2*7°—1 bemerkt Krafft, dass 
Euler in einer gelegentlichen Bemerkung diese für Primzahlen erklärt 
habe. Ich fand mich nun bewogen, nachdem ich schon vorher 
23? —1 — 223.616 318177 und 2°? — 1 = 431.20408568497 gefunden 
hatte!), auch jene beiden einer Prüfung zu unterwerfen. Es sei mir 
gestattet, das hierbei beobachtete Verfahren für eine der beiden, 
etwa 27°—1 kurz anzugeben. 


Durch Ausziehung der Quadratwurzel aus 2°° —1= 140737488 355327 
findet man 27 —1 — 11 863 283? 4817 238.12. 


Da nun jeder Prim-Divisor von 2%—1, wenn r eine Primzahl 
ist, die Form 2nz—+-1 haben muss, also für 2*°—1 die Form 942-1, 
mit anderen Worten, da jeder Divisor = 1(47) ist, so muss auch 
—47 quadratischer Rest jedes Divisors sein. Es kam also darauf 
an, aus obiger quadratischen Darstellung, deren Determinante 
— 4817238 ist, eine andere zu gewinnen, deren Determinante den 
Factor 47 enthielt. Setzt man zu dem Ende (11863 283 — «)? statt 
118632832, so hat man als Ausgleich zu dem zweiten Gliede 
2.11863283&— oe? zu addiren. Für «= 12 wird dann der neue 
Wert des zweiten Gliedes = 0(47) und die weiteren Werte für «, 
unter welchen diese Congruenz fortbesteht, sind durch die Form 
472-2 bestimmt. So findet man unter anderen 


27 —1 = 11863081?-+2.3.43.47 (629°) 


Behält man jetzt für die Determinante die Factoren 3.43.47 bei, so 
muss von da an für « die Form 6063-1643 gebraucht werden, 
damit das zweite Glied =0(3.43.47) bleibt. Es ergiebt sich dann 
ferner als Darstellung 


27 —1 = 11843 249?-+-2.3.43.47 .17.37.73.853. 


1) Zur Zeit war mir unbekannt, dass Krafft in dem eitirten Aufsatze diese 
beiden Zerlegungen schon angiebt. 
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Auf diese beiden Darstellungen soll sich die Untersuchung im 
weiteren Verlaufe gründen. Das zweite Glied oder genauer gesprochen, 
der Coefficient der zweiten Glieder ist unter Hinzunahme des Vor- 
zeichens (—) in beiden Fällen nichts anderes, als die Determinante. 
Erwägt man noch, dass 2°°—1 mit 2 multiplieirt sich schreiben 
lässt (2°)? — 2.1?, dass also —2 für sämmtliche Divisoren Rest sein 
muss, so können diese nur den Formen 82-1 oder 8”--4 angehören. 
Sei also N —= 2*7—1, und F ein Factor von N, so folgt aus der 


2 F 
ersten Dasstellung, dass (3) und 6 zugleich= 41 ode = —1 
ist, da ja (=) stets =—-1 ist. 


Aus der zweiten Darstellung ergiebt sich dann ferner, dass für 


(iz) (on) (m) una (is) 


die Anzahl der Nichtreste eine gerade sein muss. Die Anzahl der 
‘ möglichen Primdivisoren ist somit wesentlich verringert, und man 
findet, wenn man für die zurückbleibende die Division ausführt, 
N = 2351.59862819377. In ähnlicher Weise findet man 


2#1—1 = 2199023 255551 = 13767.164511353. 


Endlich untersuchte ich noch 2° —1 und fand dies gleich 
; 9007199254740 991 = 69431.129 728784761. 


Beiläufig sei erwähnt, dass in allen diesen Zerlegungen der zweite 
Factor, sowol wie der erste Primzahlen sind. 


Als Resultat der Untersuchungen ergiebt sich demnach, dass die 
aufeinanderfolgenden Zahlen 237 — 1, 241 — 1, 243 —1, 27—1, 2° —1 
keine Primzahlen sind und dass also die vollkommenen Zahlen bis 
jetzt auf die bekannten acht beschränkt bleiben müssen, nämlich 


en, #081, 21-12 (U), RN), 
218 (219 __1), 230 (231 — 1), 
Seelhoff. 


4. 
Zur Analyse sehr grosser Zahlen, 
In dem Folgenden möchte ich vorläufig nur kurz eine Methode 
angeben, welche die Schwierigkeiten der Analyse sehr grosser Zahlen 


wenigstens bedeutend vermindert. Ich habe hierbei Zahlen im Auge, 
welche über 1000 Million hinausgehen; denn bis zu dieser Grenze 


! N M EN er En NE REN NE 
4‘ Fin r te - 
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und in manchen Fällen auch noch darüber hinaus verdienen die von 
mir der Mehrzahl nach erst gefundenen cca160 Determinanten, welche 
sämtlich für die entsprechenden Zahlengattungen nur Darstellungen 
in der Form (m, o, n) zulassen, bei weitem der Vorzug. 


Die Methode besteht wesentlich darin, eine Anzahl von einfachst 
möglichen Determinanten auf leichte Weise zu gewinnen, vermöge 
deren sich die in Frage kommenden Primdivisoren je auf die Hälfte 
reducireu lassen, so dass also beispielsweise sich deren Anzahl bei 
10 Determinanten bis auf den 1024ten Teil vermindert. Ich lege 
zu ihrer Auseinandersetzung eine bestimmte Zahl zu Grunde, um mich 
kurz fassen zu können; es sei dies 


N = 2% 1 = 18'446744'073709' 551 617. 
Setzt man | 


N = (4294967 296 — 0)? +(8589934592 — eo) «+1 


und nennt das erste Glied rechts A, die beiden anderen zusammen- 

genommen 3, die beiden Teile 3, und B,, so handelt es sich darum, 

BD als ein Product m.n...d? darzustellen, wobei dann, jenachdem 3 

positiv oder negativ ist, die gesuchte Determinante T mn... wird 

Die Primzahlen m, rn... und ebenso die Functionen von 52 können 
nur solche sein, für welche („). 2) U.x8.3W.. een 
unserem Falle ist dies zunächst 13. Man hat aber 3, =5(13). 
Setzt man daher 5—e)e=—1(13), damit das ganze B durch 13 
teilbar wird, oder auch statt 5 die congruente Zahl — 8, so ist die 
Congruenz a —+8e =1(13) zu lösen. Es sei zu diesem Zwecke 
@e—= —4-+z, so ergiebt sich 2 —4=0(13) und z=-+2, also 
e=—4-+2 oder = 1344-7 oder 11. Ferner hat man Z, = 57 (132). 
Setzt man wieder #7 — a)ae=—1(13?) oder a®+112« = 1 (132) 
und a=—56-+2, so findet man 2 —95=0(13%) und z= 467, 
alsoae= — 56467 = 13%u +11 oder 46. 


Für «= 1344-7 oder 11 oder für «= 13°%--11 oder 46 wird 


also B stets den Factor 13, resp. 15° haben. Bestimmt man den | 


Wert von « in gleicher Weise für die übrigen hierher gehörigen 
Primzahlen bis 100 oder 200, so lassen sich leicht Combinationen 
finden, um gleichzeitig eine Anzahl von bestimmten Factoren resp. 
von deren Quadraten in 3 einzuführen, so dass die neuen, sich noch 
ergebenden Factoren nicht zu gross werden. Diese selbst kann man 
dann, da sich die Wurzeln der betreffenden Congruenz sofort ergeben, 
selbst mit in die Reihe der übrigen aufnehmen. Jenachdem man nun 
den Wert für « positiv oder negativ gewählt hat, wird die Deter- 
minante negativ resp. positiv. 


Re I; in ı 
hit 5 ua 
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Da diejenigen Factoren m» ausgeschlossen “waren, für welche 


N 
Es —=-— 1 ist, so setze man ferner 
N=2 = 2(3037000499 — «)2-4-2 (6074000998 — «) « 


—- 11 857 053 615 
und nenne wieder die Teile rechts A und B, resp. B, und B.. 


Jetzt treten die Primzalılen m ein, für welche N) ——1 ist. 
Die erste ist 3. Man hat 3, =10) und B,=06(3), also ist die 
Congruenz 2(@ +2) = 0(83) oder @ +22 =0(3) zu lösen. Zu 
dem Ende si e=—1--.,, dann ist z= +1, woraus & = 3u +0 
oder 1 folgt. Ferner ZB, =7(3°) und B, = 6 (3°), mithin 2 (a? -- 2«) 
= 6(32) oder @-+2«=3(32). Man erhält «= 3%u--1 oder 6 u. s. w. 


Aehnlich kann man noch für 
N = 3(24797 000 524 — «)?-+-3 (4959 401 048 — «) «47531 927 889 


u. Ss. w. verfahren, wobei jedesmal eine Anzahl der früheren Prim- 
zahlen austritt, um durch andere ersetzt zu werden. Es ist wol kaum 
nötig, zu bemerken, dass die rechte Seite der jedesmaligen Congruenz 
so umzu formen ist, dass sie sich zunächst durch den gewählten 
‚ Factor «a in a. 4A teilen lässt. 


Auf diese Weise erhielt ich für die vorliegende Zahl unter anderen 


folgende Determinanten, deren Vorzeichen weggelassen ist, weil die 
Zahl von der Form 4-1 ist. 


3.11.67.157.673 
3.13.31.599.1069 
13.17.29 .317..421 

R 3.5.13.97.563.757 
13.191 .2777 
41.97.1597 
3.5.397.2113 
3.7.19.421.3041 
1371632193.109 Ku & W, 


. Aus dem Canon arithmeticus von C©.G. J. Jacobi kann man ohne 
Weiteres für die Primzahlen bis 1000 die quadratischen Reste ent- 
nehmen uud benutzt man «die Determinanten mit grösseren Factoren 
erst gegen Ende hin, so machen auch diese keine besonderen 
Schwierigkeiten. 
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Dies ist in kurzen Umrissen die Methode, um die Determinanten 
zu finden; wie dieselbe benutzt wird, um die nicht geeigneten Prim- 
zahlen auszuschliessen, kann als bekannt vorausgesetzt werden. 


Was nun den speciell vorliegenden Fall anderweit betrifft, so 
hatte ich schon früher festgestellt, dass 2-1 keine Primzahl ist 
und ich vermutete ferner auf Grund einiger Untersuchungen, dass 
einer der Factoren nicht allzu hoch sein würde. Meine Prüfung er- 
streckte sich daher mit Hülfe obiger Determinanten auf die Zahlen 
bis 400000, und ich blieb zuletzt bei den Zahlen 211969, 267649 
und 274177 stehen, deren letzte ein Divisor von 26-1 ist. Man 
hat nämlich, wie bereits von M. Landry (Mondes 2. serie LII.) ge- 
funden: 


18446 744 073709551617 = 274177.67 280421310721 


Bis jetzt kennt man von den Zahlen 22” -+-1 vier als zusammen- 
gesetzte: 


22° 11 mit dem Factor 641. (L. Euler. Me&moires de Berlin. 
Annee 1772). 
921? {1 mit dem Factor 114689 Bulletin de I’ Ac. des sciences 


en St. Petersburg 1878 u. 1879. 
2° -+1 mit dem Factor 167772161 J. Peryouchine. 


92V ı 1 mit dem Factor 274197. 
direct analysirt sind die erste und letzte. 


Beiläufig erwähne ich noch die beiden Darstellungen als Summe 
zweier Quadrate. 


2411 — 4294967 296?+1 
4046 803 256° 1438793 759%. 
Bremen, März 1885. P. Seelhoft. 


3 
Bemerkungen über Gleichungsauflösung. 
ii 


Die Methoden, Gleichungen aufzulösen, wie sehr sie auch im 
Einzelnen von einander abweichen mögen, haben doch das Eine ge- 


Blaze 200 
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meinsam: Sie beruhen sämtlich in letzter Instanz auf irgend einem 
unendlichen Process, der zur Grenze führt. [Dass der Process in 
besondern Fällen auch abbrechen kann, ist bekannt.] Dieses gilt für 
die sogenannten exacten Methoden, welche in der ‘Reduction der 
Gleichungen der vier ersten Grade auf Wurzelgrössen bestehen, ganz 
ebenso, wie bei dem Newton’schen Näherungsverfahren oder bei 
Lagrange’s Entwicklung einer Wurzel der Gleichung in einen Ketten- 
bruch. 


Die folgende Bemerkung bezieht sich auf alle derartige Algo- 
rithmen und hat den Zweck, die überaus grosse Mannichfaltigkeit 
denkbarer Methoden der Gleichungsauflösung zu veranschaulichen. 


Seif@=0 die Gleichung, um deren Auflösung es 
sich handelt, so bringe man dieselbe auf irgend eine 
Weise auf die Form 


2 = op(8), 


[was sich auf unendlich viele Arten bewerkstelligen lässt. ] 


Alsdann wähle man einen beliebigen Anfangswert 
x, und bilde dann vermittelst der Function 9 succes- 
sive die Reihe von Werten: 


x = px) 
2 = Y(a,) 
%; = Play) 


In =9 (x) 


Erweist sich sich die gefundene Reihe als eine 
einem bestimmten Grenzwert zustrebende Zahlenfolge, 
so ist der Grenzwert eine Wurzel der gegebenen Glei- 
chung. 


Der Beweis dieser Behauptung folgt unmittelear aus den Prä- 
missen. 


2. 


Die Bestimmung der*Wurzeln einer Gleichung kann entweder 
direct in Angriff genommen, also ein dazu dienlicher unendlicher 
Process aufgestellt werden, oder man reducirt die gegebene Glei- 
chung zunächst auf eine andere, deren Auflösung bereits bekannt 
ist. Dieses letztere Verfahren, die Reduction, ist es nun, welches 
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vorzugsweise gemeint wird, wenn man von der Auflösung der Glei- 
chungen spricht. Man weiss, auf wie mannichfaltige Weise sich die 
Reduction der Gleichungen der vier ersten Grade auf Wurzelgrössen, 
also auf die binomische Gleichung =” = w, bewerkstelligen lässt. 


Das hohe Interesse dieser Reductionen (Auflösungen) für den 
Mathematiker ist wohl vornehmlich in dem Umstande begründet, dass 


NM 
die Function Yw nur von der einzigen Variabeln w abhängt, 
falls man nämlich den Wurzelexponenten » nicht ebenfalls als einen 
Paramater des Problems ansehen will. 


Man kann aber auch, wie seit Jerrard’s Entdeckung betrefis der 
Gleichung fünften Grades bekannt ist, die Gleichungen der fünf er- 
sten Grade auf Functionen von nur einer Variabeln zurückführen, 
nämlich auf die trinomischen Gleichungen # —z = w. 


Allerdings darf nicht übersehen werden, dass die Auffassung der 
Wurzeln der Gleichung =” —z = w als Functionen nur eines Pa- 
rameters als eine künstliche, eigentlich nicht ganz zutreffende ange- 
sehen werden muss; denn » ist im Allgemeinen eine complexe Grösse, 
und eine Funetion /(w—+-iv) einer complexen Veränderlichen u-4-v 
wird, wenn man die Berechnung durchführt, in den meisten Fällen 
(nicht immer) doch schliesslich von Functionen zweier Argumente 
abhängig. 


Die Function Yw dagegen lässt sich, wie man weiss, auf die 


Form bringen: 
i 


(207 —arcetg .) ' 


also das Product zweier Functionen je eines linearen Arguments 
darstellen, und hierin allein beruht meines Erachtens der theoretische 
Vorzug der Reduction einer Gleichung auf Wurzelgrössen vor der 
Reduction auf beliebige andere Functionen nur eines complexen Ar- 
guments, wie beispielsweise auf die Wurzeln der Gleichung #—z=w. 


>. 


Der folgende Algorithmus, welcher zur Berechnung der Wurzeln 
der Gleichung z”—z = w dient, scheint mir aus mehreren Gründen 
bemerkenswert. 


Berechnet man vermittelst der Formel 


N 
1 Vo 
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indem man von einem beliebigen Anfangswerte =, ausgeht und einen 


N 
beliebigen von den n Wurzelwerten y, aber stets denselben, be- 
nutzt, successive die Reihe 2, 21; 29 294 +. 2ky ..,. SO ’convergirt 
dieselbe zu einem bestimmten Grenzwert, und dieser ist eine Wurzel 
der gegebenen Gleichung. 


Da ich im Besitz eines allgemeinen und stringenten Beweises 
dieser Behauptung noch nicht bin, so wäre es nicht undenkbar (wie- 
wol mir unwahrscheinlich), dass dieselbe noch eingeschränkt werden 
müsste. 


Vielleicht genügt Folgendes zur Verification derselben. 


a) Für w=0 ist der Satz richtig. Sei nämlich z, = o9e'?o der 
beliebige Anfangswert, so folgt leicht, wenn ınan jedesmal den 
vten der n Wurzelwerte wählt, 


+ 2. ERS) ee a, 


2‘ n® 


RAYTE 
R i 
also für =o, oo, =z2=en—l 


Das giebt für v =0, 1,2, .. n—1 in der Tat »—1 der n Wurzeln 
der Gleichung # — == 0. Die Wurzel z = 0 folgt freilich hieraus 
nicht und bleibt demnach auf diesem Wege unerreich- 
bar. 


b) Es ist leicht für einen beliebigen positiven reellen Wert w 
die reelle Wurzel der Gleichung auf diesem$Wege numerisch zu be- 
rechnen. 


3 NETT 
##Beispiel. 2—z— 100, also z = Y100-+:. 
Ich setze willkürlich 2, = 1000, so folgt: 


2 = 4,0576 
2 — 2,5320 
rg en 2,9245 
24 — 2,5244. 


Also ist eine reelle Wurzel der Gleichung so genau, als es sich 
vermittelst fünfstelliger Logarithmen ausführen lässt, gefunden. 


Anmerkung. Für complexe Grössen verliert dieser Algo- 
rithmus viel von seiner Einfachheit, weil die jedesmalige Separation 
des Reellen und Imaginären Umstände macht. Man könnte dem- 
selben aber seine Einfachheit erhalten, wenn man im Besitz einer 


De EN u EN ee ur > 9 
ar vr 1 
= 


Tafel wäre, in welcher die Logorithmen complexer Zahlen (für 
die Basis 10) zusammengestellt sind. Die Aufgabe, eine derartige 
Tafel zu construiren ist, wenn man sich auf eine geringe Anzahl von 
Decimalstellen beschränkt, ganz gut durchführbar, und würden sölche 
Tafeln bei der steigenden Wichtigkeit der Theorie der conformen 
Abbildungen für die Physik auch sonst von Nutzen sein. 
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4. 


Der soeben betrachtete Algorithmus kann mit Leichtigkeit auf 
jede beliebige Gleichung ausgedehnt werden, indem man sie auf die 
Form bringt: 


N 
ee Vay-ı 4 472-4 ..+0n; 

derselbe ist aber nur einer unter vielen, welcher freilich durch den 
Umstand, dass er n-deutig ist und daher (falls er convergirt) sämt- 
liche Wurzeln der Gleichung geben kann, einen Vorzug vor andern 
zu haben scheint. | 

Um zu zeigen, dass auch andere Formeln zur Grenze führen 
können, möge das Beispiel 

—»: —5=0 

betrachtet werden. Hieraus folgt unter Andern: 


35 
2 = 2-4 a 
Die Benutzung dieser Formel liefert für den willkürlichen An- 
fangswert u = @: 
99, 23=195, 4=114 47,8, 201,4, ne N 
ee Bj 2:—9, 96,9, 211=6,7, 213=6,9, 2156,93 
Also nähert sich diese Folge von Werten der Wurzel z=[1. 


Benutzt man dagegen die Formel z = ar beispielsweise mit 
x, = 7,1, so divergirt der Algorithmus. | 

Die Frage, wann derartige Algorithmen convergiren und wann 
sie divergiren involvirt meines Erachtens ein höchst interesstantes 
Problem [falls dasselbe noch nicht gelöst sein sollte]. 


Königsberg, Sept. 1884. | Th. Sanio. 
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xXVl. 


Die Cono-Ounei. 


Von 
Carl Pabst. 


Fortsetzung von Nr. XIV. 


IV. Absehnitt. 


Der elliptische und die hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cunei. 


Ss 21. 


Bevor wir in der Betrachtung der geraden Cono-Cunei fort- 
fahren und zum geraden parabolischen Cono-Cuneus übergehen, wollen 
wir uns zu den elliptischen und den hyperbolischen Scheitel-Cono- 
Cunei wenden. 


Was zunächst den elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus 
betrifft, so nehmen wir hierbei als Gleichungen der Leitellipse: 


(x are a)? Yy 
(75) a? u 7 


die XZ-Ebene demnach als Directorebene und als singuläre 
Kante die Y-Axe. Die erzeugenden Geraden müssen mithin den 
Gleichungen genügen: 

zeu2,;, y=o, 


wodurch man als Gleichung des in Rede stehenden Cono-Öuneus er- 
hält: 
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E ee 


Aus dieser Gleichung folgt, dass die vorgelegte Fläche ebenso 
wie der gerade elliptische Cono-Cuneus vom vierten Grade ist. 
Ferner stimmen die beiden elliptischen Cono-Cunei darin überein, 
dass jede zur XY-Ebene parallele Ebene aus ihnen eine Ellipse aus- 
schneidet, deren eine Axe für alle ausgeschnittenen Ellipsen constant 
ist, und deren andere Axe proportional dem Abstande der schneiden- 
den Ebene von der singulären Kante wächst. Ein Kreis wird aus 


b 
dem elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus (76) für z — — ausgeschnitten. 


Diejenigen Ellipsen des vorgelegten Cono-Cuneus (76), deren 
b N 
Entfernung von der singulären Kante absolute kleiner als = ist, ha- 


ben ihre grossen Axen = 25 in einer Ebene, welche durch die sin- 
guläre Kante geht und mit der Ellipsenebene einen Winkel bildet, 


dessen trigonometrische Tangente gleich - ist, ihre kleinen Axen 
a 
— 2 „> In der XZ-Ebene; diejenigen dagegen, deren Abstand 
DER 
von der singulären Kante absolute grösser als z ist, haben ihre 


u RR 3 i ; ? 
grossen Axen = 2 „zn der XZ-Ebene, und ihre kleinen in der 


eben beschriebenen, durch die singuläre Kante gehenden Ebene. 


Daraus geht hervor, dass der gerade elliptische Cono-Cuneus und 
der elliptische Scheitel-Cono-Cuneus sich darin unterscheiden, 
dass bei jenem die Mittelpunkte der ausgeschnittenen Ellipsen auf 
einer Geraden liegen, die auf der Ellipsenebene senkrecht steht, 
während bei diesem der geometrische Ort der Mittelpunkte der 
Ellipsen eine Gerade ist, welche mit der Ellipsenebene einen schiefen 
Winkel bildet. Bei beiden Cono-Cuneis gehen diese Geraden durch 
die singuläre Kante und stehen auf derselben senkrecht. 


Ferner ergiebt sich für die Projection der Durchschnittscurve 
der Ebene <=% mit der vorgelegten Fläche auf die YZ-Ebene: 


a7) | — (2) #22») 


VAL: 
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Ist « >0, so giebt es demnach nur reelle Werte von y, wenn 
2 > 0 ist, und umgekehrt ist % < 0, so giebt es nur reelle Werte 
von y, wenn z<{O ist. D.h. die Durchschnittscurve liegt entweder 
auf der positiven oder auf der negativen Seite der z-Axe, nicht aber 
auf beiden zugleich. Sie schneidet die z=-Axe im Punkte „=0, 
= = Ist en, wenn k >0O ist, so giebt es keine reellen 
Werte für „, Die Curve liegt symmetrisch zur z-Axe und erstreckt 
ck 
2a 
nach der Y-Axe hin; in ihrem Durchschnittspunkte mit der z-Axe 
ist ihre Tangente der Y-Axe parallel. 


sich von 2 = bs z=m. Sie ist in allen ihren Punkten convex 


Daraus geht hervor, dass der elliptische Scheitel-Cono-Cuneus 
(76) nur in 4 ÖOctanten liegt, während der gerade elliptische Cono- 
Cuneus (17) sich in allen 8 Octanten erstreckt. 


Die auf der singulären Kante senkrecht stehende Ebene „= h 
schneidet aus dem elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus (76) die beiden 
Erzeugenden aus, deren Projectionen auf die XZ-Ebene der Glei- 
chung genügen: 


alb + VD? — 12) 
N en ge mg re FREE 
be 


(78) 
$ 22. 


Wir haben im vorigen $ gesehen, dass jede zur XY-Ebene 
parallele Ebene aus dem elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus (76) eine 
Ellipse ausschneidet. Betrachten wir die beiden Ellipsen in den Entfer- 
nungen Ah, und A, von der singulären Kante, so ergiebt sich, wenn 


b 
Bu e ist, für das Axenverhältniss der zu A, zugehörigen Ellipse 


ah 


be \ 
Fe und wenn hy I ist, für das Axenverhältniss der zu h, zu- 


b 
gehörigen Ellipse: Kan Sollen diese beiden Verhältnisse einander 
2 


gleich sein, so erhält man demnach die Relation: 


NS 
hi Ma = (%) 


Den le 
Nun war $ die Entfernung des Kreisschnittes von der singu- 


lären Kante des elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus (76). Mithin re- 
sultirt der Satz: Diejenigen beiden Ellipsen des elliptischen Scheitel- 


220 
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Cono-Cuneus, welche so auf dieser Fläche liegen, dass das Product 
ihrer Abstände von der singulären Kante gleich dem Quadrat der 
Entfernung des Kreisschnittes von derselben Kante ist, haben das- 
selbe Axenverhältniss. 


Es ist dies derselbe Satz, den wir beim geraden elliptischen 
Cono-Cuneus in $ 10 nachgewiesen haben. Hieraus ergeben sich 
auch dieselben Beziehungen in Bezug auf- die Entfernungen der beiden 
Ellipsen von dem Kreisschnitte wie dort. 


Betrachtet man ferner die Brennpunkte der ausgeschnittenen 
Ellipsen, so geht aus dem vorigen $ hervor, dass die Brennpunkte 
derjenigen Ellipsen, deren Abstand von der singulären Kante absolute 


b : 
gleich oder kleiner als = ist, in einer durch die singuläre Kante 
gehenden Ebene liegen, welche mit der Z-Axe einen Winkel bildet, 


dessen trigonometrische Tangente gleich 2 ist. Der Abstand eines 


| aeg Zi > 
solchen Brennpunktes von der XZ-Ebene ist Y b2 — (7) ; 


Für den geometrischen Ort dieser Brennpunkte ergiebt sich dem- 
nach die Ellipse: 
2 2,2 
Y a2 
(79) arwam 


Vergleichen wir hiermit das Resultat (21) in $ 10., so folgt der 
Satz: Sind der gerade elliptische Cono-Cuneus und der elliptische 
Scheitel-Cono-Cuneus, deren singuläre Kanten in einer Ebene liegen 
und auf einander senkrecht stehen, so beschaffen, dass eine und die- 
selbe Ebene aus jedem einen Kreis mit dem Radius « ausschneidet, 
- so ist der geometrische Ort der Brennpunkte der Ellipsen des ge- 
raden Cono-Cuneus, deren Abstand von der singulären Kante absolute 
gleich oder kleiner als der des Kreises derselben Fläche ist, gleich 
dem geometrischen Ort der Brennpunkte der entsprechenden Ellipsen 
des elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus. 


Auf analoge Weise erhält man .für den geometrischen Ort der 
Brennpunkte derjenigen Ellipsen des elliptischen Scheitel-Cono-Cu- 
neus (76), deren Abstand von der singulären Kante absolute gleich 


\ be , 
oder grösser als 5 ist: 


axz 


(80) 22 +2 —0 


d. h. die in Rede stehenden Brennpunkte liegen in der XZ-Ebene 
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auf einer Hyperbel, deren Mittelpunkt der Coordinatenanfang, deren 


2 
reelle Axe = 25 Voss und deren imaginäre Axe 


C 
&—c 


$ 23. 


Gehen wir jetzt zur Betrachtung der Tangentialebene im 
Punkte xyz des elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus (76) über, so er- 
halten wir als deren Gleichung, wenn &, n, & die laufenden Coor- 
dinaten bedeuten: 


(.-=)&-2+(&) va-n- |2(e-°) 
a 0 


oder mit Berücksichtigung der Gleichung (76): 


(81) (.— =) +(#) um) = 12(@-%) 


a?2 


— at =0 


Für <=0 erhält man hieraus: &=0, d. h. der vorgelegte 
Cono-Cuneus berührt die YZ-Ebene. Ferner ergiebt sich für 2=0: 


_ alb+Y2— 2) 
8. ENTER N 


d. h. In den Punkten der singulären Kante giebt es je zwei Tan- 
gentialebenen an den elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus, welche sich 
in der singulären Kante schneiden. Diese Tangentialebenen schneiden 
im Allgemeinen, ebenso wie beim geraden elliptischen Cono-Cuneus, 
je zwei erzeugende Geraden aus der Fläche aus. 


Diejenigen Tangentialebenen, welche die vorgelegte Fläche längs 
der ganzen, durch ihren Berührungspunkt gehenden Erzeugenden be- 
rühren, haben ihre Berührungspunkte auf den Geraden, welche den 
Coordinaten genügen: einerseits y= +5, andererseits x = O0 und 


= 2-2. Es giebt demnach, ebenso wie beim geraden elliptischen 


Cono-Cuneus, auch hier 4 Erzeugende, in welchen die Tangential- 
ebenen den elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus längs der ganzen Er- 
zeugenden berühren. Die ersteren dieser Tangentialebenen haben, 
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wie sich nach kurzer Ueberlegung zeigt, die Eigenschaft, dass sie 
aus dem vorgelegten Cono-Cuneus nur die betreffenden Erzeugenden 
schneiden, während die Durchschnittscurve der anderen mit der Fläche 
(76) aus der Erzeugenden und der singulären Kante besteht. 


Schliesslich erhält man für das Volumen V zwischen den Ebe- 
nen y=0, y=y, 2 =, und dem zugehörigen Teil des elliptischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (76): - 


Yo Zu 
Vi if Y (24 — X) dy da 
Re ee 


Aus der Gleichung (76) ergiebt sich: 


a2 Ad2 _)— 
ae, VR—y? 
folglich: 
A 
40% 2 25 vb? — y? 
Demnach resultirt: 


w 
Y) 


Yo A 
V- 2) dy va—y’ f 2a: 
be 
0 0 


BEN = | 3y, VB2— yo? +%b?aresin @)\ 


Von diesen Volumen gelten dieselben Sätze wie von demjenigen 
des geraden elliptischen Cono-Cuneus. ° 


$ 24. 


Um jetzt die Gleichung des einfachen hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus abzuleiten, nehmen wir als Gleichungen 
der Leithyperbel: 


(2 —.a)? y? En 
(85) | 1” De 
2 —=cC 


Nach der Definition des $ 3. muss dann die Y-Axe singuläre 
Kante, die XZ-Ebene Directorebene werden, so dass man als Glei- 
chung des betreffenden Cono-Cuneus erhält: 


a 2 
(.—%:) y2 
, 
nS 
c 


(84) 
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Aus dieser Gleichung geht zunächst hervor, dass die Fläche 
vierten Grades nur symmetrisch zur XZ-Ebene liegt. Ausserdem 
ist ersichtlich, dass x, y und » alle beliebigen Werte annehmen können. 


Jede zur XY-Ebene parallele Ebene schneidet ferner aus dem 
einfachen hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus (84) im Allgemeinen 


eine Hyperbel mit den Halbaxen 2 und 5 aus. Die reellen Axen 


dieser Hyperbeln liegen in der XZ-Ebene und wachsen proportional 
dem Abstande der schneidenden Ebene von der singulären Kante; 
die imaginären Axen dagegen sind für alle ausgeschnittenen Hyper- 
beln = 22 und liegen in einer durch die singuläre Kante gehenden 
Ebene, welche mit der Z-Axe einen Winkel bildet, dessen trigono- 


metrische Tangente gleich 5 ist. 


Daraus folgt, dass die Mittelpunkte der Hyperbeln des einfachen 
hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus (84) in der XZ-Ebene liegen 
und zwar auf einer Geraden, welche durch den Coordinatenanfang 
geht und mit der Hyperbelebene einen Winkel bildet, dessen trigono- 


metrische Tangente gleich E ist. 


Während also bei den geraden hyperbolischen Cono-Cuneis der 
geometrische Ort der Mittelpunkte ihrer Hyperbeln eine Gerade ist, 
welche durch die singuläre Kante geht und auf der Hyperbelebene senk- 
recht steht, schneidet die Gerade, auf welcher die Mittelpunkte der 
Hyperbeln des einfachen hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus liegen, 
zwar die singuläre Kante dieser Fläche rechtwinklig, bildet aber mit 
der Hyperbelebene einen schiefen Winkel. 


Ferner folgt aus diesen Erörterungen, dass die Scheitel der aus 
der vorgelegten Fläche ausgeschnittenen Hyperbeln sich von z=& 
bis z= 0 einander nähern, bis sie für z2= 0 zusammenfallen. Diese 
Eigenschaft hat der vorgelegte Cono-Cuneus mit dem geraden ein- 
fachen hyperbolischen Cono-UCuneus gemein. Während aber bei diesem 
die Scheitel auf zwei Geraden liegen, welche durch die singuläre 
Kante gehen und mit der Hyperbelebene gleiche, schiefe Winkel bilden, 
liegen bei dem einfachen hyperbolischen Scheitel-Cono-Ouneus die 
Scheitel auf zwei Geraden, welche sich zwar in der singulären Kante 
schneiden und auf derselben senkrecht stehen, von denen aber die 
‘eine einen rechten, die andere einen schiefen Winkel mit der Hyper- 
belebene bildet. 


Aus der Gleichung (84) ergiebt sich ausserdem, dass die zur 
_XY-Ebene parallele Ebene, deren Abstand von der singulären Kante 
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be. ; h Y 2 
absolute gleich = ist, eine gleichseitige Hyperbel mit dem halben 
Parameter 5 aus dem einfachen hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus 
(84) ausschneidet. 


Ziehen wir nun die Brennpunkte der ausgeschnittenen Hyperbeln 
in Betracht, so resultirt aus dem Gesagten, dass sie sämmtlich in der 
XZ-Ebene liegen. Die Entfernung eines solchen Brennpunktes von 


VEREENE 
der Z-Axe ist: 2,.+VE -) + 22 Für den geometrischen Ort 


derselben erhält man demnach: 
(85) «22 a2 — 0 


d. h. in Worten: Der geometriche Ort der Brennpunkte aller Hyper- 
beln, welche durch Ebenen parallel der XY-Ebene aus dem einfachen 
hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus (84) ausgeschnitten werden, ist 
eine Hyperbel in der XZ-Ebene, deren N der Coproinaten. 
anfang ist. 


Was schliesslich die Asymptoten einer solchen ausgeschnittenen 
Hyperbel betrifft, so genügen dieselben der Gleichung: 


Sie liegen mithin auf den beiden hyperbolischen Paraboloiden: 


ayz—b(ex—az) = 0 
(86) | 


ayz + b(ex—az) = 0 


$. 25. 


Gehen wir jetzt zur Betrachtung der Tangentialebene im 
Punkte xyz des einfachen hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus (84). 
Als Gleichung derselben resultirt: 


N 


Jen (S)rn-n- je) 


a?z 
+ + = 0 


oder: 


IR Tr PER \n Per IT et Ve TE Te re 
ah Dal BÜRO AZ WR RE 
; r w ? FE 
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a? 
+ at) 6-0 


Für 2=0 ergiebt sich hieraus mit Berücksichtigung der Glei- 

chung (84): 
ab + Vy? +03) 
- TI, 

d. h, In jedem Punkte der singulären Kante giebt es je zwei Tan- 
gentialebenen an die vorgelegte Fläche, "welche durch die singuläre 
Kante gehen. Es gilt demnach auch von dem einfachen hyperboli- 
schen Scheitel-Cono-Cuneus der Satz, dass jede durch die singuläre 
Kante gehende Ebene im Allgemeinen eine Tangentialebene ist. 


Diejenigen Punkte, in denen die Tangentialebene den einfachen 
hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus (84) längs der ganzen, durch 
ihren Berührungspunkt gehenden Erzeugenden berührt, gehören zu 
y=0, d.h. sie liegen auf den Durchschnittslinien der Fläche mit 
der XZ-Ebene. Dafür ergiebt sich nun: 


SU 
el u 
[6 
Es folgt daraus, dass die YZ-Ebene hier ebenso wie beim elliptischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (76) eine Tangentialebene ist. 


Schneidet man schliesslich den einfachen hyperbolischen Scheitel- 
Cono-Cuneus (84) durch die Ebenen y = yy, 2= 2, So ergiebt sich 


für das Volumen zwischen den Ebenen y = 0, y = y, 2= 2, und 


dem zugehörigen Teil der Fläche einerseits: 


Yo &0 
V, -/ JS: dy dz 
t 
0 0 
Yo £v 
V, Er f „e x, dydz, 
0 0 


wobei, wie aus der Gleichung (84) folgt: 


andererseits: 


= Ev FR +3) 


SR LESEN 
- EVFFR-) 
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Mithin erhält man: 


Yo 20 
Den RN 
 V=1, +n= er ayvare | 2dz 
0 


0 


Ay? —— 2 b2 
88) V= Se 3y Yyo? + 2? +1221g De | \ 


$ 26. 


Zur Untersuchung des geteilten hyperbolischen Schei- 
tel-Cono-Cuneus nehmen wir an, die Leithyperbel werde durch 
die Gleichungen dargestellt: 


(89) 


Alsdann muss gemäss den Erörterungen des $ 3. die YZ-Ebene 
Directorebene und die X-Axe singuläre Kante werden, so dass man 
als Gleichung des betreffenden Cono-Cuneus erhält: 


b 2 
x? (v-:=) 


(90) at He —:1, 

le 

c 
Aus dieser Gleichung folgt, dass der geteilte hyperbolische Scheitel- 
Cono-Cuneus (90) vom vierten Grade ist und symmetrisch zur YZ- 
Ebene liest. Für val.abs.x < a giebt es keine reellen Werte für 
und =. Die vorgelegte Fläche besteht demnach aus zwei, auf beideu 
Seiten der YZ-Ebene liegenden, von einander getrennten Teilen, wo- 
her die Bezeichnung „geteilt“ entnommen ist. 


Ferner geht aus der Gleichung (90) hervor, dass jede zur XY-Ebene 
parallele Ebene die vorgelegte Fläche in einer Hyperbel schneidet, deren 


reelle Axe ==2a, deren imaginäre Axe =? 2? ist. Eine gleichseitige Hy- 


perbel wird demnach aus dem geteilten hyperbolischen Scheitel-Cono- 
Cuneus (90) durch eine Ebene parallel der XY-Ebene ausgeschnitten, 


deren Abstand von der singulären Kante absolute gleich . ist. 
Die imaginären Axen der ausgeschnittenen Hyperbeln liegen in 


der YZ-Ebene und wachsen proportional dem Abstande der schnei- 
denden Ebene von der singulären Kante; die reellen dagegen sind 
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für alle ausgeschnittenen Hyperbeln gleich 2a und liegen in einer 
Ebene, welche durch die singuläre Kante geht, und welche mit der 
Hyperbelebene einen Winkel bildet, dessen trigonometrische Tangente 


b 
gleich j ist. 


Auch hierbei ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der aus- 
geschnittenen Hyperbeln, wie sich aus dem Gesagten ergibt, eine ge- 
rade Linie, welche durch die singuläre Kante geht, auf derselben 
senkrecht steht, mit der Hyperbelebene aber einen Winkel bildet, 


h KR h R 
dessen trigonometriche Tangente gleich 7 ist. Es ist dies eine ana- 


loge Beziehung, wie wir sie bei dem einfachen hyperbolischen Schei- 
tel-Cono-Cuneus nachgewiesen haben. Da dieselbe Relation auch von 
dem elliptischen Scheitel-Cono-Cuxeus gilt, so bezeichnet dieselbe 
ein durchgreifendes Unterscheidungsmerkmal zwischen den geraden 
und den Scheitel-Cono-Cuneis, vorausgesetzt, dass der Leitkegelschnitt 
einen Mittelpunkt hat. 


Weil die reellen Axen der aus dem geteilten hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (90) ausgeschnittenen Hyperbeln in einer durch 
die singuläre Kante gehenden Ebene liegen, welche mit der Z-Axe 


{ I BÄRE 
einen Winkel bildet, dessen trigonometrische Tangente gleich R ist, 


so liegen auch die Brennpunkte der Hyperbeln in dieser Ebene. Für 
die Entfernung eines solchen Brennpunkts von der YZ-Ebene erhält 


a 
man aus der Gleichung (90): Ve. u. (: +) . Die Brennpunkte lie- 
gen demnach in der beschriebenen Ebene auf der Curve: 


5 m2 b2 22 
( ) . a2 a?2c? Er 


d. h. Der geometrische Ort der Brennpunkte der durch Ebenen 
parallel der XY-Ebene aus dem geteilten hyperbolischen Scheitel- 
Cono-Cuneus (90) ausgeschnittenen Hyperbeln ist eine Hyperbel mit 
dem Coordinatenanfang als Mittelpunkt, deren reelle Axe = 2a und 


R Po: ac;,, 
deren imaginäre Axe = 27 ist. 


Aus der Vergleichnng von (90) und (91) folgt, wenn man 
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h END: 2 : ? 
Bezeichnen wir z mit c', wobei c’, wie aus dem Obigen hervor- 


geht, die Entfernung der gleichseitigen Hyperbel des geteilten hyper- 
bolischen Scheitel-Cono-Cuneus (90) von seiner singulären Kante 
bedeutet, so geht die Gleichung (92) über in: 
c'? 
N el 
a 
Daraus fliesst der Satz: Diejenige zur XY-Ebene parallele Ebene, 
deren Abstand von der singulären Kante die vierte Proportionale zu 
dem halben Parameter und dem Abstande der gleichseitigen Hyperbel 
des geteilten hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus von dessen singu- 
lärer Kante ist, schneidet aus dieser Fläche eine Hyperbel aus, 
welche gleich ist dem geometrischen Orte der Brennpunkte aller 
durch Ebenen parallel der XY-Ebene aus dieser Fläche ausgeschnit- 
tenen Hyperbeln. 


Diese Eigenschaft hat der vorgelegte Cono-Cuneus mit dem ge- 
teilten hyperbolischen Cono-Cuneus gemeinsam. 


Die Asymptoten einer Hyperbel des geteilten hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (90) genügen der Gleichung: 


Die Asymptoten aller Hyperbeln der vorgelegten Fläche liegen 
demnach auf den beiden hyperbolischen Paraboloiden: 


bx2— aley—bz) = 0 
(93) 
bx2z-4-alcey— bz) = 0 


It 
Dreht man den vorgelegten Cono-Cuneus um die Z-Axe um 5, 50 


dass die positive X-Axe in die negative Y-Axe fällt, dann hat man 
nur y mit x zu vertauschen; alles Uebrige bleibt ungeändert. Führen 
wir diese Vertauschung in den Gleichungen (93) aus, so gehen die-. 
selben über in: 

byz— alca— be) = O0 

byz + alex —bz) =0 


Beachten wir hierbei die Gleichungen (86) im $ 24., so resultirt 
der Satz: Haben der einfache und der geteilte hyperbolische Scheitel- 
Cono-Cuneus dieselbe singuläre Kante und dieselbe Directorebene und 
sind sie so beschaffen, dass eine und dieselbe Ebene aus den beiden 
Flächen je eine gleichseitige Hyperbel mit dem halben Parameter a 
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ausschneidet, so liegen die Asymptoten der aus beiden Flächen aus- 
geschnittenen Hyperbeln auf denselben beiden hyperbolischen Para- 
boloiden. 


Es ist dies ein analoger Satz, wie wir ihn von den beiden ge- 
raden hyperbolischen Cono-Cuneis im $ 19. nachgewiesen haben. 


Zugleich ergiebt sich hieraus, dass die geraden hyperbolischen 
Cono-Cunei und die hyperbolischen Scheitel-Cono-Cunei das mit ein- 
ander gemeinsam haben, dass die Asymptoten der aus ihnen ausge- 
schnittenen Hyperbeln auf je zwei hyperbolischen Paraboloiden liegen. 


8 27. 


Als Gleichung der Tangentialebene im Punkte xyz des ge- 
teilten hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus erhält man: 


(=) 26-9 (v-}.) -9+ [5 a la at) 


oder: 


(94) (=): x($ — x) — (v —- er) n-+ Br (2? — a?) 


a ı St 


Für z=0 geht diese Gleichung über, wenn man für y — 


seinen Wert aus (90) setzt, in 
Avelat Var — a?) 
IN ac 5 


d. h. in den Punkten der singulären Kante giebt es je zwei Tangen- 
tialebenen an die vorgelegte Fläche. 


Diese Eigenschaft haben mithin die geraden elliptischen und 
hyperbolischen Cono-Ounei mit den elliptischen und den hyperboli- 
schen Scheitel-Cono-Cuneis gemeinsam. 


Ferner ergiebt sich, dass die beiden Ebenen &= -+a den 
geteilten hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus (90) längs einer ganzen 
Erzeugenden berühren. 


Aus der Gleichung (90) folgt: 


Yıa 7 Ak + Ver— ) 
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Demnach erhält man für das Volumen V zwischen den Ebenen 
z=%, ?=z, und dem zugehörigen Teil des vorgelegten Cono- 


Cuneus: 
To &0 
2b ed 
JENE, wie RR Mi 
14 RZ Ef 2a: 
N) 0 


b ER RS, 
(95,7 = u le Val — a? — Ja2lg ee, 


Nun ist aber, wie sich aus (90) ergiebt; 
m ac b 
Yo? —a! — ie rag ) 


Demnach geht die Gleichung (95) über in: 


big” 1 CXy b 
(96) Nies 3 ee nm) 


Ferner folgt aus der Gleichung (88) des $ 25., wenn man darin für 


NR URDRS b 
Yyo? + 2? den aus (84) sich ergebenden Wert: — ( I “n) 


a2g 
setzt: 
‚ _ @20 1.090 ER 
(97) V == > os (% " “) 
a 
Keuir 2 — 20 )\ 
Be 


Vertauscht man in der letzteren Gleichung x mit y und setzt in 
(96) und (97) «= b, so resultirt: 


b 
Hr = am EN; ») 


Eine analoge Beziehung hat sich für die beiden geraden en 
schen Cono-Cunei im $ 20. ergeben. 
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V. Abschnitt. 
Die beiden parabolischen Cono-Cunei. 
$ 28. 


In diesem Abschnitte wollen wir den geraden parabolischen (ono- 
Cuneus und den parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus betrachten. Da 
diese beiden Flächen von Hochheim ausführlich behandelt worden 
sind (Grunerts Archiv T. 53. pag. 350—363 und T. 55. pag. 35 
—48), so wollen wir hier nur die hauptsächlichsten Eigenschaften 
derselben kurz ableiten. Was zunächst den geraden paraboli- 
schen Cono-ÖCuneus betrifft, so nehmen wir als Gleichungen der 
Leitparabel: 

(y? = 2px 
(98) 


2 —c 


Alsdann ist, wie sich aus den Erläuterungen der Einleitung ergiebt, 
die X-Axe singuläre Kante, die YZ-Ebene Directorebene, so dass 
man als Gleichung des betreffenden Cono-Cuneus erhält: 


(99) | ey? —= 2px2? 


Hieraus geht zunächst hervor, dass dieser Cono-Cuneus im Gegen- 
satz zu den bisher behandelten vom dritten Grade ist. Ferner folgt 
aus der Gleichung (99), dass jede zur XY-Ebene parallele Ebene 
die vorgelegte Fläche in einer Parabel schneidet, deren Parameter 

2 
gleich 3 ist, d. h. die Parameter der ausgeschnittenen Parabeln 
wachsen proportional dem Quadrate des Abstandes der schneidenden 
Ebene von der singulären Kante. 


Ziehen wir die Brennpunkte der ausgeschnittenen Parabeln in 
Betracht, so ergiebt sich zunächst, dass dieselben in der XZ-Ebene 
liegen. Die Entfernung eines solchen Brennpunktes von der Z-Axe 


2 
ist ae Für den geometrischen Ort aller dieser Brennpunkte er- 
hält man demnach: 

0, ee 
100 ai 
(100) % 


d. h. in Worten: Der geometrische Ort der Brennpunkte aller Para- 
beln, welche durch Ebenen parallel der XY-Ebene aus dem geraden 
parabolischen Cono-Cuneus (99) ausgeschnitten werden, ist eine Pa- 
rabel in der XZ-Ebene, deren Scheitel der Coordinatenanfang ist, 
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und deren Axe in die singuläre Kante des Cono-Cuneus fällt. Der 
halbe Parameter dieser Parabel ist die vierte Proportionale zu p 
und e. A 


Aus der ‚Vergleichung von (99) und (100) folgt, wenn man 


2 2 
C 2 
—— Se setzt: 
c 


Daraus fliesst der Satz: Diejenige zur XY-Ebene parallele Ebene, 
deren Abstand von der singulären Kante die vierte Proportionale 
zu p und ce ist, schneidet aus dem geraden parabolischen Cono-Cuneus 
(99) eine Parabel aus, welche gleich ist der Parabel, auf welcher 
die Brennpunkte aller durch Kbenen parallel der XY-Ebene aus diesem 
Cono-Cuneus ausgeschnittenen Parabeln liegen. 


2 
Beachtet man hierbei, dass An der Parameter der betreffenden 


Parabel ist, so kann man diese Relationen auch so deuten: Diejenige 
zur XY-Ebene parallele Ebene, deren Abstand von der singulären 
Kante die vierte Proportionale zu » und e ist, schneidet aus dem 
geraden parabolischen Cono-Cuneus (99) eine Parabel aus, deren 
Parameter gleich dem doppelten Abstande der Parabel von der sin- 
gulären Kante ist. 


Als Projection der Durchschnittscurve der Ebene & = mit der 
vorgelegten Fläche auf die YZ-Ebene ergiebt sich: 


c N 
= + ——y, 
| V2ph . 


Daraus folgt, dass jede der Directorebene parallele Ebene im 
Allgemeinen aus dem geraden parabolischen Cono-Cuneus zwei Er- 
zeugende ausschneidet, welche durch die singuläre Kante gehen und 
mit der XZ-Ebene entgegengesetzt gleiche Winkel bilden. Für A=0 
fallen diese beiden Geraden in eine eine einzige zusammen. 


(101) 2 


Erwähnt sei hier noch, dass jede durch die singuläre Kante 
gehende Ebene den vorgelegteu Cono-Cuneus in einer Geraden schnei- 
det, denn man erhält für 


Yu dz: 
(102) c?a? — 2p% 


Hierin unterscheidet sich der gerade parabolische Cono-Cuneus 
von den bisher betrachteten Flächen und, wie sich später zeigen 
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wird, auch von dem parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus, denn aus 
diesen schneidet jede durch die singuläre Kante gehende Ebene im 
Allgemeinen zwei gerade Linien. 


Um schliesslich die Durchschnittscurve des vorgelegten Cono- 
Cuneus mit einer durch die Z-Axe gehenden Ebene, welche mit der 
X-Axe den Winkel p bildet, zu untersuchen, wenden wir die Coor- 
dinatentransformation an: 


x = © 008 — y'sinp 
(103) y= «sinp+y’cosp 
ig 
Setzen wir dann y’= 0, so ergiebt sich als Gleichung der de- 
finirten . Durchschnittscurve: 
ec? sin?p # 
2p Cosp 


r 


(104) PR 


Jede durch die Z-Axe gehende Ebene schneidet demnach den 
geraden parabolischen Cono-Cuneus (99) in einer Parabel, deren 
Scheitel der Coordinatenanfang ist, und deren Axe in der XY-Ebene 
c? sin?p en 
ect. Min 
8P COSp 
erhält man für. den geometrischen Ort der Brennpunkte dieser Pa- 
rabeln in Polarcoordinaten: 


liegt. Die Brennweite einer solchen Parabel ist: 


c? sin?p 
/ 
89 COS 


oder in Bezug auf rechtwinklige Coordinaten: 


Va Spa? 
c? — 8px 
Diese Gleichung stellt eine Cissoide dar, welche die X-Axe im Coor- 


dinatenanpfang berührt und welche sich auf der positiven und auf der 


> 
2 e® 
negativen Seite der Y-Axe der Geraden = — 


&n asymptotisch nähert. 


$ 29. 


Als Gleichung der Tangentialebene im Punkte xyz des ge- 
raden parabolischen Cono-Cuneus (99) erhält man, wenn &, n, & die 
laufenden Coordinaten bedeuten: | 


pa(E — 2)— ey — y)+ 2paz($— 2) = 
oder: 


(105) prHE— 2) — c?yn + 2pazE — 0 
Arch. d. Math. u. Phys. 2, Reihe, Teil II. 23 
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Daraus folgt für e=0:8=0; d. h. die Directorebene berührt 
den geraden parabolischen Cono-Cuneus (99). 


Ferner erhält man für z = 0: 


d.h. In den Punkten der singulären Kante giebt es je zwei Tan- 
gentialebenen an den vorgelegten Cono-Cuneus, welche sich in der 
singulären Kante schneiden und mit der XZ-Ebene entgegengesetzt 
gleiche Winkel bilden. Es sind dies die in (102) des vorigen $ be- 
trachteten Ebenen. Diese Tangentialebenen schneiden mithin aus 
dem geraden parabolischen Cono-Cuneus (99) die singuläre Kante 
und eine Erzeugende desselben. 


Im Allgemeinen besteht die Durchschnittscurve der Tangential- 
ebene mit dem vorgelegten Cono-Cuneus aus der durch ihren Be- 
rührungspunkt gehenden Erzeugenden desselben und aus einer Pa- 
rabel, deren Projecetion auf die XZ-Ebene als Parameter die vierte 
Proportionale zu 4x und z hat, wenn x, y, z die Coordinaten des 
Berührungspunktes sind. 


Schneiden wir nun den geraden parabolischen Cono-Cuneus (99) 
durch die Ebenen x = &,, 2 = 2,, so erhält man für das Volumen 
V zwischen diesen Ebenen, der XZ-Ebene und dem zugehörigen Teile 


desselben 
Co En HN Io Zo 
% 24 » 
Bl; Syaeas =7| Va.da | 2a: 
00 0 0 
0202 V 2px 
(106) v- 200° V 2p20 = 30 y0% 


dc 


Das Volumen zwischen den Ebenen x = x, 4 = 0, z =, und dem 
zugehörigen Teile des geraden parabolischen Cono-Cuneus (99) ist 
demnach gleich dem dritten Teil eines rechtwinkligen Parallelepipe- 
dons mit den Kanten 9, Yo, 20- 


Nun ist: 2%,.y0 = F, wenn F den zugehörigen Teil der begren- 
zenden Parabel bedeutet; also: 


(107) V=Ä4F.2, 


welchen Satz wir schon in der Einleitung bewiesen haben. 
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$ 30. 


Wir kommen jetzt zur Betrachtung des letzten in der Einleitung 
definirten Cono-Cuneus, des parabolischen Scheitel-Cono- 
Cuneus. Nehmen wir hierbei als Leitparabel dieselbe wie beim 
geraden parabolischen Cono-Cuneus, nämlich: 


y? = 2px 


2=c 


als Directorebene demnach die XZ-Ebene, als singuläre Kante die 
Y-Axe, so erhält man als Gleichung der vorgelegten Fläche: 


(108) y22 = 2cpe 


Der parabolische Scheitel-Cono-Cuneus ist mithin ebenso wie 
- der gerade parabolische Cono-Cuneus eine Fläche dritten Grades. 


Ferner fogt aus der Gleichung (108), dass jede zur XY-Ebene 
parallele Ebene den vorgelegten Cono-Cuneus in einer Parabel 
schneidet, deren Axe in der XZ-Ebene und deren Scheitel auf der 
Z-Axe liegt. Der Parameter einer solchen Parabel ist gleich 


2 d.h. er ist umgekehrt proportional dem Abstande der schnei- 


denden Ebene von der singulären Kante. Hierin unterscheidet sich 
der parabolische Scheitel-Cono-Cuneus von dem geraden paraboli- 
schen Cono-Cuneus. 


Für den geometrischen Ort der Brennpunkte der aus der vor- 
gelegten Fläche ausgeschnittenen Parabeln erhält man demnach: 


(109) = 5 


d. h. der geometrische Ort der Brennpunkte aller Parabeln, welche 
durch Ebenen parallel der XY-Ebene aus dem parabolischen Scheitel- 
Cono-Cuneus (108) ausgeschnitten werden, ist eine gleichseitige Hy 
perbel in der XZ-Ebene, deren Asymptoten die Axen der x und der 
z sind, und deren Excentricität die mittlere Proportionale zu 2» und 
e ist. 


Ferner wird durch die Ebene y= Ah aus dem parabolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (108) eine Curve ausgeschnitten, als deren 
Projection auf die XZ-Ebene man erhält: 


2pc 
(110) =, 


23* 
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Daraus folgt, dass jede zur Directorebene parallele Ebene aus dem 
parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus eine erzeugende Gerade aus- 
schneidet. Hierin unterscheidet sich dieser Cono-Cuneus von allen 
bisher betrachteten, aus denen jede der Directorebene parallele Ebene 
im Allgemeinen zwei Erzeugenden der betreffenden Fläche aus- 
schneidet. 


Der vorgelegte Cono-Cuneus unterscheidet sich von dem geraden 
parabolischen Cono-Cuneus auch dadurch, dass jede durch die sin- 
guläre Kante gehende Ebene im Allgemeinen zwei erzeugende Ge- 
raden desselben ausschneidet. Denn es ergiebt sich als Projection 
der Durchschnrittscurve der Ebene z = ax mit der Fläche (108) auf 
die YZ-Ebene: 


17000 
(111) er 


Diese Eigenschaft hat der parabolische Scheitel-Cono-Cuneus, wie 
schon im $ 28. angedeutet worden ist, mit den elliptischen und den 
hyperbolischen Cono-Cuneis gemeinsam. 


Ein Hauptunterschied zwischen dem geraden parabolischen Cono- 
Cuneus und dem parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus besteht darin, 
dass durch gewisse Ebenen aus dem letzteren Hyperbeln ausge- 
schnitten werden, was bei dem ersteren nicht der Fall ist. Zu diesen 
gehören die durch die Z-Axe gehenden Ebenen. Um die betreffenden 
Durchschnittscurven näher zu untersuchen, wenden wir die Üoor- 
dinatentransformation (103) an und setzen „= 0. Alsdann erhält 
man als Gleichung einer Durchschnittscurve: 


2PCCoSsp 


(112) ER AR 


Diese Durchschnittscurve ist demnach eine gleichseitige Hyper. 
bel, deren Asymptoten die Axen der x’ und der =’ sind, und deren 


. ı SPCeCOSp . 
Quadrat der Excentrieität gleich : Ken ist. 


8 31. 


Gehen wir nun zur Tangentialebene im Punkte xyz des 
parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus (108) über, so erhalten wir als 
Gleichung derselben: 


2pel& —x) — 2ye(m — y) —y°& —2) = 0 
oder: 


(113). 2pe.&E— 2yaln —y)—-yE =. 


Bene 
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Daraus folgt für y=0: &=0; d. h. der parabolische Scheitel- 
Cono-Cuneus (108) berührt die YZ-Ebene. 


Ferner ergiebt sich für z— 0 aus der Gleichung (113): 


pc 
Die Tangentialebene in einem Punkte der singulären Kante geht 
demnach durch diese Kante. Es giebt aber, wie man hieraus er- 
sieht, in einem Punkte der singulären Kante nur eine Tangential- 
ebene an den parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus und auch hierdurch 
unterscheidet sich derselbe von den übrigen betrachteten Cono-Ou- 
neis. 


Diese Tangentialebenen sind die unter (111) des vorigen S be- 
trachteten Ebenen. Sie schneiden also aus dem parabolischen Schei- 
tel-Cono-Cuneus die singuläre Kante und zwei erzeugende Geraden 
desselben aus. 


Allgemein erhält man für die Projection der Durchschnittscurve 
der Tangentialebene mit der vorgelegten Fläche auf die YZ-Ebene, 
wenn man & aus der Gleichung (113) und der Gleichung n?$ = 2pe& 
eliminirt: 


N y—V$ 
(114) 


a  ) 


Daraus geht hervor, dass die Tangentialebene aus dem parabo- 
lischen Scheitel-Cono-Cuneus im Allgemeinen die durch ihren Be- 
rührungspunkt gehende Erzeugende desselben und eine gleichseitige 
Hyperbel ausschneidet, deren Projection auf die YZ-Ebene die Ex- 


centricität Y2y.z hat. Auch die Tangentialebenen gehören daher zU 
den oben erwähnten Ebenen, welche aus dem parabolischen Scheitel- 
- Cono-Cuneus Hyperbeln ausschneiden. 


Zugleich ist ersichtlich, dass die Tangentialebene die Fläche im 
Allgemeinen nicht längs der ganzen, durch ihren Berührungspunkt 
gehenden Erzeugenden derselben berührt. Eine Ausnahme findet 
nur für y=O statt; d. h. die YZ-Ebene berührt den parabolischen 
Scheitel-Cono-Ouneus (108) längs der ganzen in ihr liegenden Er- 
zeugenden desselben. 


Schliesslich erhalten wir für das Volumen V zwischen den 
Ebenen y = %, 2 = %, 2 = 0 und dem zugehörigen Teile der vor- 
gelegten Fläche: 
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Yu 20 1 Yo 20 
== 1 = — 2d 
V JS J wa Inc J; yf za 
0 0 0 0 


(115) ee P 
277 12 pe ie 0Y0?0 


d. h. Das Volumen mit der vorgeschriebenen Begrenzung ist gleich 
dem sechsten Teile eines rechtwinkligen Parallepipedons mit den 
Kanten x), Y0 20- 


Wir haben beim geraden parabolischen Cono-Cuneus erhalten: 
V' = Zu yo%0 
‚+ V'=3Y% 


d. h. in Worten: Die Summe der Volumina, welche von den beiden 
parabolischen Cono-Cuneis begrenzt werden, und zu den Coordinaten 
20 Yo, 2% gehören, ist gleich der Hälfte des rechtwinkligen Parallel- 
epipedons mit den Kanten 9, Y9 20- 


Daraus folgt: 


VI. Abschnitt. 


Die Fusspunktenflächen der betrachteten Cono-Cunei 
für den Coordinatenanfang als Pol. 


$ 32. 


Wenn man von einem gegebenen Punkte die Senkrechten auf 
die Tangentialebenen einer gegebenen Fläche fällt, so bilden die 
Fusspunkte dieser Senkrechten eine neue Fläche, welche die Fuss- 
punktenfläche der gegebenen Fläche für den gegebenen Punkt als 
Pol genannt wird. Wir wollen nun in diesem Abschnitte die Fuss- 
punktenflächen der behandelten Cono-Cunei für den Coordinatenanfang 
als Pol einer kurzen Betrachtung unterwerfen. 


Was zunächst den geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) 
c2y2 — 22(a? — 22) 
betrifft, so hatten wir als Gleichung der Tangentialebene desselben 
erhalten [$ 12. Gl. 27]: 
22 (E— x) + cy.en— z(a? — a?)E = 0 


Demnach ergiebt sich für die Gleichungen der Geraden, welche durch 
den Coordinatenanfang geht und auf dieser Tangentialebene senk- 
recht steht, wenn &, n, & die laufenden Coordinaten bedeuten: 
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2° 
ale, x(a? — x?) S 
(116) 

c?y 
re ge jan 1969 

Die Coordinaten der Fusspunkte dieser Senkrechten müssen den 
Gleichungen (116) und der Gleichung der betreffenden Tangential- 
ebene genügen. Demnach folgt für dieselben: 


x3 z* 
ade Kar 2) 
c? #2 y22 
ME + ey? 2a? — 22)? 
#2 2°(a? — «2) 
tt ey? 22a? — 02)? 
Durch Elimination von x, y, z aus diesen drei Gleichungen mit Hilfe 


der Gleichung (17) ‚resultirt die Gleichung der gesuchten Fuss- 
punktenfläche: 


5 


= — 


(a n?— 0°) 
reg 
Die Fusspunktenfläche des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) 


für den Coordinatenanfang als Pol ist demnach eine Fläche 6ten 
"Grades. 


11) &@+7+2:- 


Ein ähnliches Resultat ergiebt sich für den geteilten geraden 
hyperbolischen Cono-Cuneus (37): 


ey? — 2?(0?—.a?), 
als dessen Fusspunktenfläche für den Coordinatenanfang als Pol man 
erhält: 
1) @+m+2%- en Be 
Die beiden Gleichungen (117) und (118) gehen für & = 0 über in: 
(119) + ’=ra 


Daraus folgt der Satz: Die beiden Fusspunktenflächen (117) und 
(118) und der Cylinder (119) schneiden sich in einer und derselben 
Curve, und zwar in einer ebenen Curve. 


Diese Relation kann man auch so deuten: Sind der gerade 
elliptische und der gerade geteilte hyperbolische Cono-Cuneus, welche 
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dieselbe singuläre Kante haben, so beschaffen, dass eine und die- 
selbe Ebene aus dem elliptischen einen Kreis, aus dem hyperboli- 
schen eine gleichseitige Hyperbel ausschneidet, deren "halber Para- 
meter gleich dem Radius des Kreises des elliptischen Cono-Cuneus 
ist, so schneiden sich die beiden zugehörigen Fusspunktenflächen für 
den Coordinatenanfang als Pol in einer ebenen Curve, und zwar in 
zwei Kreisen in der XY-Ebene mit dem Radius da, welche sich im 
Coordinatenanfang berühren und deren Mittelpunkte auf der singu- 
lären Kante der beiden zugehörigen Cono-Cunei liegen: 


Ferner ist die Gleichung der Tangentialebene des geraden ein- 
fachen hyperbolischen Cono-Cuneus: 


day 
a?z? a? 


a5 yadlın y) — ey? +ad)E — 0 
Demnach erhält man als Gleichungen der vom Coordinatenanfang 
auf diese Ebene gefällten Senkrechten: 
2% 


IT Tiiten® 


I Ben 
7 (ya) 


Für die Coordinaten des Fusspunktes dieser Senkrechten resul- 


tirt mithin: 


b ce? xy22? 

PURE ct? „224 1.22(y2 a2) 

Lara a ET re | 
Yen ee t2AÄt2g ta). 


= ri en 
Gene At yp2At ya) 


Eliminirt man x, y, z aus diesen drei Gleichungen mit Hilfe der 
Gleichung des zugehörigen Cono-Cuneus, so erhält man als Gleichung 
der betreffenden Fusspunktenfläche des geraden einfachen hyperboli- 
schen Cono-Cuneus: 


n4(e2& — a?:2) 


(120) +-N+9°? = FEAT zT 


Auch diese Fläche ist wie die beiden vorhergehenden vom 6ten 
Grade. 
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Untersuchen wir nun die Durchschnittscurven der drei abgelei- 
teten Fusspunktenflächen mit Ebenen, welche durch die singuläre 
Kante des zugehörigen Cono-Cuncus gehen. Zu dem Zwecke setzen 
wir in den beiden Gleichungen (117) und (118): 


= man, 


denn diese Gleichung stellt eine Ebene dar, welche durch die X- 
Axe, also durch die singuläre Kante des geraden elliptischen Cono- 
Cuneus (17) und des geraden geteilten hyperbolischen Cono-Cuneus 
(37) geht. Dadurch gehen die betreffenden beiden Gleichungen über 
in: 


(121) re -n Sir Eyl- m 


2 2 2 B 
(122) e., M=H+ a yitm: 


Diese beiden Gleichungen stellen im Allgemeinen je zwei Ellipsen 
dar, welche sich im Coordinatenanfang berühren, und deren Mittel- 
punkte auf der X-Axe liegen. In der Gleichung (121) ist diese Mög- 
lichkeit an die Bedingung geknüpft, dass m? <1 ist, während der 
Satz für die andere Gleichung für jeden Wert von m gilt. 


Eine analoge Beziehung ergiebt sich für die Fusspunktenfläche 
(120) des geraden einfachen hyperbolischen Cono-Cuneus. Da dieser 
Cono-Cuneus die Y-Axe zur singulären Kaus hat, so stellt die 
Gleichung 


et = ma$ 


eine Ebene dar, welche durch diese singuläre Kante geht. Dafür 
erhält man aus der Gleichung (120): 


2 
(123) 2 ee 292 — +anYm?—1 


Diese Gleichung stellt, wenn m? >1 ist, zwei Ellipsen dar, 


welche sich im Coordinatenanfang berühren, und deren Mittelpunkte 


auf der Y-Axe liegen. 
Aus diesen Erörterungen folgt der Satz: 


Jede durch die singuläre Kante eines geraden elliptischen oder 
hyperbolischen Cono-Cuneus gehende Ebene schneidet im Allgemeinen 
aus der Fusspunktenfläche des betreffenden Cono-Cuneus für den 
Coordinatenanfang als Pol zwei unter sich gleiche Ellipsen aus, 
welche sich im Pol der Fläche berühren, | 
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$ 39. 


Was ferner die Fusspunktenfläche des elliptischen Scheitel- 
Cono-Cuneus (76) 


für den Coordinatenanfang als Pol betrifft, so hatten wir als Glei- 


chung der Tangentialebene im Punkte xyz desselben erhalten [$ 23. 
Gl. 81]: 


ADS NUR az\? a a az 
(e-2:):+45) un-n- (Ele!) - Ba le-o 
Die Gleichungen der vom Coordinatenanfang auf diese Ebene 


gefällten Senkrechten sind demnach: 


da 
Abe: 
c 


In (0-2) + 2 


Daraus folgen für die Coordinaten des Fusspunktes dieser Senk- 
rechten die Gleichungen: 


a | 
EN ta) 


ee) + 2er] 
Be Be LOL 


are; 


nf Deu 
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Durch Elimination von x, y, z mit Hilfe der Gleichung (76) folgt 
hieraus die Gleichung der gesuchten Fusspunktenfläche: 


v2 72 
a) Hr ale —(d+ a? 


Zunächst geht hieraus hervor, dass die Fusspunktenfläche ebenso 
wie die im vorigen $ betrachteten vom 6ten Grade ist. Ferner er- 
giebt sich aus der Gleichung (124) für: 


ettas =0: 


nn "Teptp— + 


Daraus folgt der Satz: Die durch die singuläre Kante des ellip- 
tischen Scheitel-Cono-Cuneus (76) gehende Ebene c&+a: = 0 schneidet 
aus der zugehörigen Fusspunktenfläche (124) zwei Ellipsen aus, welche 
sich im Coordinatenanfang berühren, u deren Projectionen auf die 


XY-Ebene die Halbaxen 


und > > haben. 


be 
2Ya?-+c2 


Auf analoge Weise erhält man für die Fusspunktenfläche des 
einfachen hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus (84): 


für den Coordinatenanfang als Pol die Gleichung: 
I b2 n° 
15) PH) ale — a] 


Ferner war die Tangentialebene des geteilten hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (84): 


(E) 26-0 (u 22) + ae@- + (#-2:)]e-0 


Daraus folgen die Gleichungen der durch den Coordinatenanfang 
gehenden, auf dieser Ebene senkrecht stehenden Geraden: 


5% 


Du DNS 
ea) (u; ) 
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Mithin genügen die Coordinaten des Fusspunktes dieser Senkrechten 
den Gleichungen: 
(a) 


"Orc Hee 


ee nee: 


een) 


() +6 2:)+ Gert} („—2)] 


Hieraus folgt die Gleichung der Fusspunktenfläche des geteilten hy- 
perbolischen Scheitel-Cono-Cuneus (90) für den Coordinatenanfang 
als Pol: | 


222 
16) 2-79 — en L(e&-+2n)?+ ?7?]. 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich für {= 0: 
EP = tav2 


d. h. in Worten: Die Fusspnuktenfläche (126) schneidet die XY- 
Ebene in zwei Kreisen mit den Radien Jay 2, welche sich im Coor- 
dinatenanfang berühren, und deren Mittelpunkte auf der X-Axe liegen. 


Dreht man die Fläche (126) um die Z-Axe um ” so dass die 


positive X-Axe in die negative Y-Axe fällt, dann geht die Gleichung 
derselben über in: 


++? - lle+ 8° +22] 


Berücksichtigt man hierbei die Gleichung (124) der Fusspunkten- 
fläche des elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus (76) und beachtet, dass, 
wenn man a = 5 setzt, die beiden Gleichungen für c&-- a5 = 0 über- 
gehen in 


TREE 
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Fetten 


so resultirt der Satz: Sind der elliptische und der geteilte hyper- 
bolische Scheitel-Cono-Cuneus, deren singuläre Kanten auf einander 
senkrecht stehen und in einer Ebene liegen, so beschaften, dass die 
Ebene in der Entfernung ce von den singulären Kanten aus dem ellip- 
tischen den Kreis mit dem Radius a, aus dem hyperbolischen die 
gleichseitige Hyperbel mit dem halben Parameter a ausschneidet, so 
besteht die Durchschnittscurve der Fusspuuktenfläche des elliptischen 
Scheitel-Cono-Cuneus für den Coordinatenanfang als Pol mit der um 
> um die Z-Axe gedrehten betrefienden Fusspunktenfläche des ge- 
teilten hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus aus zwei Ellipsen, welche 
sich im Coordinatenanfang berühren, und deren Projectionen auf die 


XY-Ebene die Halbaxen — —— und x haben. 
2ya-tı n2 
Wir wollen nun noch ähnlich wie im vorigen $ die Durch- 
schnittscurven der drei abgeleiteten Fusspunktenflächen mit. Ebenen, 
welche durch die singuläre Kante des zugehörigen Cono-Cuneus gehen, 
untersuchen. Da der elliptische und der einfache hyperbolische 
Scheitel-Cono-Cuneus die Y-Axe zur singulären Kante haben, so ist 


ct=ma} 


eine Ebene, welche durch diese singuläre Kante geht. Setzen wir 
diesen Wert von & in die Gleichungen (124) und (125) ein, so gehen 
dieselben über in: 


mE De 


(127) 2m —- tim Y1- (m+1)% 


m?a? 5 


(128) — +72? — r bon V(m— 1)? —1 


Diese beiden Gleichungen stellen im Allgemeinen je zwei Ellipsen 
dar, welche sich im Coordinatenanfang berühren, und deren Mittel- 
punkte auf der Y-Axe liegen. Ein ähnliches Resultat ergiebt sich 
für die Fusspunktenfläche (126) des geteilten hyperbolischen Scheitel- 
Cono-Cuneus. Dieser Cono-Cuneus hat die X-Axe zur singulären 
Kante. Folglich stellt die Gleichung 


c&=mbn 


eine Ebene dar, welche durch diese singuläre Kante geht. Dadurch 
erhält man aus der Gleichung (126): 
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2521.02 
(129) nn, rum Der 

Zugleich ist hieraus ersichtlich, dass aus der Fusspunktenfläche 
(126) jede durch die singuläre Kante des zugehörigen geteilten hy- 
perbolischen Scheitel-Cono-Cuneus gehende Ebene zwei Ellipsen aus- 
schneidet , während bei den beiden vorhergehenden die Ebenen noch 
gewissen Beschränkungen unterworfen sind. 


Diese Resultate können wir in den Satz zusammenfassen: Jede 
durch die singuläre Kante eines elliptischen oder eines hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus gehende Ebene schneidet im Allgemeinen aus 
der Fusspunktenfläche des betreffenden Cono-Cuneus für den Coor- 
natenanfang als Pol zwei sich gleiche Ellipsen aus, welche sich im 
Pol der Fläche berühren. 


s 34. 


Um schliesslich die betreffenden Fusspunktenflächen der beiden 
betrachteten parabolischen Cono-Cunei zu untersuchen, so haben wir 
im $ 29. als Gleichung der Tangentialebene im Punkte xyz des ge- 
raden parabolischen Cono-Cuneus erhalten: 


pz(E— x) — e?yn+ 2pxzd = 0 


Demnach sind die Gleichungen der vom Coordinatenanfang auf diese 
Ebene gefällten Senkrechten: 


so dass man für den Fusspunkt dieser Senkrechten erhält: 


ELDER 

Fume pr c*y pe ey? + Ap:a?z2 ET 
eipzyz? 

ee pr + cty? + 4p?atz? 
2p?x?23 

en pet ey? + 4p?x22? 


Daraus folgt als Gleichung der Fusspunktenfläche des geraden para- 
bolischen Cono-Cuneus (99) für den Coordinatenanfang als Pol: 


or een = 
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Diese Fusspunktenfläche ist demnach vom vierten Grade, während 
die bisher betrachteten vom 6ten Grade sind. 


Ferner ergiebt sich aus der Gleichung des geraden parabolischen 
Cono-Cuneus: 
| een 2pE6: 


RR 5 


m 1, 2p 
Setzt man diesen Wert in die Gleichung (130) ein, so geht die- 
selbe über in 


4 
(131) N 


Daraus folgt der Satz: Der gerade parabolische Cono-Cuneus 
(99), die zugehörige Fusspunktenfläche (150) und die Kugel (131) 
schneiden sich in einer und derselben Curve. 


Oder m. a.. W. Die Durchschnittscurve des geraden paraboli- 
schen Cono-Cuneus (99) mit der zugehörigen Fusspunktenfläche für 
den Coordinatenanfaug als Pol liegt auf einer Kugel mit dem Coor- 
dinatenanfang als Mittelpunkt, deren Radius die vierte Proportionale 
zu 2p und e ist. 


Ein ähnliches Resultat erhält man für den parabolischen Schei- 
tel-Cono-Cuneus (108). Die Gleichung der Tangentialebene im Punkte 
«yz desselben ist [$ 31. Gl. 113]. 


2pes — 2yln — y)—y% = 0 


Die vom Coordinatenanfang auf diese Ebene gefällte Senkrechte hat 
demnach die Gleichungen: 


2pe 


er 
2yz 
N. 2.9 


Y 


wodurch man für den Fusspunkt dieser Senkrechten erhält: 


. Apey?z 

Apr + Ay 
492? 

ha Ap2e? + Ay222 y! 
2ytz 

ein 


Ap#e? + Ay’ try" 
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Daraus folgt als Gleichung der gesuchten Fusspunktenfläche: 
a2) tete 

Das ist eine Gleichung fünften Grades. 


Dreht man nun den parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus (108) 
um die Z-Axe um z, so ist die Gleichung desselben: 


7% = — 2pel. 
Daraus folgt: 
7° 
1% nr Mn 2pe 


Setzt man diesen Wert in die Gleichung (132) ein, so geht dieselbe 
über in 


(133) ®+-27?+8%° = 2pe 


d. h. in Worten: Der um x um die Z-Axe gedrehte parabolische 
Scheitel-Cono-Cuneus (108), die zugehörige Fusspunktenfläche (132) 
und die Kugel (133) schneiden sich in einer und derselben Curve. 


Oder: Die Durchschnittscurve des um x um die Z-Axe ge- 
drehten parabolischen Scheitel-Cono-Ouneus (108) mit der zugehö- 
rigen Fusspunktenfläche (132) liegt auf einer Kugel um den Coor- 
anfang als Mittelpunkt, deren Radius die mittlere Proportionale zu 
2p und e ist. 


Setzt man ferner 
so folgt: 


Daraus folgt der Satz: Schneiden sich die beiden parabolischen Cono- 
Öunei, deren singuläre Kanten auf einander senkrecht stehen und in 
einer Ebene liegen, in einer Parabel, deren Parameter gleich ihrem 
Abstande von den singulären Kanten ist, so liegt die Durchschnitts- 
curve des geraden parabolischen Cono-Öuneus mit der zugehörigen 
Fusspunktenfläche und die Durchschnittscurve der Fusspunktenfläche 
des parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus mit dem um :: um die Z- 
Axe gedrehten parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus auf einer und 
derselben Kugel um den Coordinatenanfang als Mittelpunkt, deren 
Radius gleich dem Parameter der Durchschnittsparabel der beiden 
Cono-Cunei ist, | 
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Schliesslich wollen wir noch die Durchschnittscurven der beiden 
Fusspunktenflächen (130) und (132) mit Ebenen, welche durch die 
singuläre Kante des betreffenden Cono-Cuneus gehen, untersuchen. 


Schneiden wir zu dem Ende die Fläche (130) durch die Ebene: 
= un, 


welche durch die X-Axe, also durch die singuläre Kante des geraden 
parabolischen Cono-Cuneus (99) geht, so erhält man für die Pro- 
jection der betreffenden Durchschnittscurve auf die X Y-Ebene: 


22 
(134) et +7? - ven, 


Hieraus folgt, dass jede durch die singuläre Kante des geraden 
parabolischen Cono-Cuneus gehende Ebene die zugehörige Fusspunkten- 
fläche in einer Ellipse schneidet, welche durch den Pol der Fuss- 
punktenfläche geht. Hierin unterscheidet sich also die Fusspunkten- 
fläche des geraden parabolischen Cono-Cuneus von den bisher 
betrachteten und, wie wir sogleich sehen werden, auch von derjenigen 
des parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus, aus denen jede durch die 
singuläre Kante des betreffenden Cono-Cuneus gehende Ebene im 
Allgemeinen je zwei Ellipsen ausschneidet. 


Um dies für die Fläche (132) nachzuweisen, betrachten wir die 
Durchschnittscurve derselben mit der Ebene: 


$=— uw 


da die Y-Axe singuläre Kante des parabolischen Scheitel-Cono- Cuneus 
(108) ist. Für die Projection der in Rede stehenden Durchschnitts- 
curve auf die XY-Ebene ergiebt sich alsdann: 


(135) A+&)E+n? = + nV 2upe 


womit die obige Behauptung bewiesen ist. 


Wir haben also gefunden, dass die Fusspunktenflächen des ge- 
raden elliptischen, der beiden geraden hyperbolischen Cono-Cunei 
und diejenigen des elliptischen und der beiden hyperbolischen Scheitel- 
Cono-Cunei vom 6ten Grade sind, während die Fusspunktenfläche 
des geraden parabolischen Cono-Cuneus eine Fläche vierten Grades, 
diejenige des parabolischen Scheitel-Cono-Ouneus eine Fläche fünften 
Grades ist. 


Ferner stimmen die Fusspunktenflächen des geraden elliptischen 
Cono-Cuneus und der geraden hyperbolischen Cono-Cunei mit denjeni- 
- gen der betrachteten Scheitel-Cono-Cunei darin überein, dass jede durch 
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die singuläre Kante des betreffenden Cono-Cuneus gehende Ebene im 
Allgemeinen aus ihnen je zwei Ellipsen ausschneidet, welche sich im 
Pol der Fläche berühren. Die Durchschnittscurve der Fusspunkten- 
fläche des geraden parabolischen Cono-Cuneus mit einer durch die 
singuläre Kante dieses Cono-Cuneus gehenden Ebene dagegen besteht 
nur aus einer Ellipse, welche durch den Pol der Fusspunktenfläche geht. 


VII. Abschnitt. 
Die Meridiancurven der Cono-Cunei. 
$-89. 


Wir schliessen hier eine kurze Behandlung einer Art von-Curven 
auf den Cono-Cuneis an. Auf den Rotationsflächen unterscheidet 
man Meridiane und Curven gleicher Polhöhe. Diese Terminologie hat 
Alfred Enneper auf krumme Oberflächen übertragen und diese Curven 
folgendermassen definirt!). Im Punkte xyz einer Fläche bilde die Nor- 
male den Winkel « mit der Z-Axe, durch » werde der Winkel be- 
zeichnet, welchen die Projection der Normale auf die XY-Ebene mit 
der Axe der x einschliesst. Einem bestimmten Werte von u ent- 
‚spricht auf der Fläche eine bestimmte Curve, für‘ welche » allein 
variabel ist. Dieselbe heisst auf den Rotationsflächen eine Curve 
gleicher Polhöhe. Variirt « allein, hat also » einen bestimmten 
Wert, so entspricht demselben eine Curve, welche bei den Rotations- 
flächen den Namen Meridian führt. 


Wir wollen in Folgendem die Meridiancurven der Cono-Cunei 
betrachten. Wird » als Function von x und y angesehen, dann be- 
steht die Gleichung 


Mittelst der Gleichung (17) des geraden elliptischen Cono-Cuneus 
ergiebt sich: 
az 
2y 


(136) a — a? — aytgv = 0 


gv = 


1) cf. Alfred Enneper: „Ueber Flächen mit besonderen Meridianeurven“ 
im XXIX. Bde. der Abhandlungen der Königl. Gesellschaft der Wissenschaf- 
ten zu Göttingen. 
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Diese Gleichung lässt erkennen, dass die Projection der Meridian- 
eurve des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) auf die XY-Ebene 
eine Hyperbel mit dem Coordinatenanfang als Mittelpunkt ist, deren 
eine Axe mit der Axe der x den en $v bildet, und deren Axen 


Sn sin 55 Veoso sind. 


bezüglich gleich: er „Veos® und 


Zu demselben Resultate gelangt man beim geraden geteilten 
hyperbolischen Cono-Cuneus (37). Man erhält nämlich: 


2% 


ige = — 


Daraus fliesst der Satz: die Meridiancurven des geraden ellipti- 
schen und die des geraden geteilten hyperbolischen Cono-Guneus liegen 
auf denselben hyperbolischen Cylinderflächen. 


Diese Meridiancurven sind Curven doppelter Krümmung. Denn 
wäre dies nicht der Fall, so müsste, wie in der Theorie der Curven 
nachgewiesen wird, wenn man x als unabhängige Veränderliche an- 
nimmt: 


I deyı 00y 
dx? dx? 
—=( 
d’z d’z 
dee da 


sein. Man erhält aber für die Meridiancurven des geraden ellipti- 
schen Cono-Cuneus (17) als Wert dieser Determinante: 


Gate 


a3 (a? — 22): tg?v 
und für diejenigen des geraden geteilten hyperbolischen Gono-Cuneus (37) 
ERBE ER 
a3 (02 — a?) E tg?v 
Setzt man den Wert von a?—x? aus der Gleichung (136) in die 
Gleichung (17), so ergiebt sich: 
(137) ey = x2’tgv 


Die Meridiancurven des geraden elliptischen Cono-Cuneus (17) 
liegen demnach auch auf Flächen, welche durch die Gleichung (137) 
dargestellt werden. Es sind dies parabolische Scheitel-Cono-Ounei, 
deren Leitlinien den Gleichungen: 


2? = cyctgv 
= c 


24* 
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genügen, welche also die XY-Ebene zur Directorebene und die Z-Axe 
zur singulären Kante haben. 


Ein ähnliches Resultat ergiebt sich für den geraden geteilten 
hyperbolischen Cono-Cuneus (37), dessen Meridiancurven auf den 
Flächen: 

Ay — m?tgv, 
(138) ey = zz?tg (nm —v,) 


liegen. Daraus geht hervor, dass die parabolischen Scheitel-Cono- 
Cunei der eben beschriebenen Art sowol den geraden elliptischen 
Cono-Cuneus (17) als auch den geraden geteilten hyperbolischen 
Cono-OCuneus (37) in Meridiancurven schneiden. 


Ferner erhält man für den geraden einfachen hyperbolischen 
Cono-Cuneus (67): 


PIDERD NL. 
BY, y?-22 
(139) ytgot-ay+b?tge = 0 


Die Meridiancurven des geraden einfachen hyperbolischen Cono- 
Cuneus (67) liegen mithin ebenso wie diejenigen des geraden ellip- 
tischen und des geraden geteilten hyperbolischen Cono-Cuneus auf 
hyperbolischen Cylinderflächen, deren Axe die Z-Axe ist. Die Spuren 
dieser Cylinderflächen in der XY-Ebene sind Hyperbeln mit dem 
Coordinatenanfang als Mittelpunkt, deren eine Axe mit der Axe der 
x den Winkel $» bildet und deren Axen bezüglich 


Yu Fa VAELIIIEER 
1-+sino IN 1—sinv ud. 


Durch Substitution des Wertes von y2-+-5? aus (139) in (67) 
ergiebt sich: 


bEetatgv = — a?yz? 
7 
(140) bez — atytg(, + e) 


Durch Vertauschung von & mit y geht die Gleichung über in: 


(141) b2e?y = atzz?tg ( + e) 


Vergleichen wir die Resultate (137), (138) und (141), so resultirt 
der Satz: 


Die Meridiancurven des geraden elliptischen, des geraden ge- 
teilten und des geraden einfachen hyperbolischen Cono-Ouneus, welche 
die singuläre Kante und die Directorebene gemeinsam haben, und 
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welche so beschaffen sind, dass eine und dieselbe Ebene aus dem 
elliptischen einen Kreis, aus den beiden hyperbolischen je eine 
gleichseitige Hyperbel mit einem Parameter gleich dem doppelten 
Radius des Kreises des elliptischen Cono-Cuneus ausschneidet, liegen 
auf denselben parabolischen Scheitel-Cono-Cuneis. 


$ 36. 


| Um nun die Meridiancurven des elliptischen Scheitel-Cono-Cuneus 
(76) zu untersuchen, so folgt aus der Gleichung (76): 


ldex 


=; "Tat Ve 


Mithin erhält man: 
OR N ER bexy 
Ge alt VE—y) % al VR—yyrya—ye 
so dass sich ergiebt: 
EL N DERAL REN 7 DEREN 
(+ VB!—y2)y2’— y? 
Diese Gleichung stellt eine Cylinderfläche 6ten Grades dar; denn 


man erhält daraus: 


aA yactgto + (6? — y?)?y? — 2u?ctg?v (b? — y?) (20° — y?) 


(143) tg v 


Während daher die Projectionen der Meridiancurven des geraden 
elliptischen Cono-Cuneus (17) auf die XY-Ebene Hyperbeln, d.h. 
Curven zweiten Grades sind, liegen die Meridiancurven des elliptischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (76) auf Cylinderflächen 6ten Grades. 


Setzt man für die irrationalen Ausdrücke: d--V32—y? und 


yVb?—y? die aus der Gleichung (142) folgenden rationalen, so geht 
die Gleichung (143) über in 


| t Ryan 
(144) rem b? c(cx — az) 


Ein ähnliches Resultat ergiebt sich für den einfachen hyperbo- 
lischen Scheitel-Cono-Cuneus (84): 


Man erhält nämlich: 
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BATToryor Ver 
(145) A 
(+ Vy?+0%) Vy?+23 


Die Meridiancurven des einfachen hyperbolischen Scheitel-Cono- 
Cuneus (84) liegen demnach ebenso wie diejenigon des elliptischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (75) auf Cylinderflächen 6ten Grades. Ferner 
folgt aus der Gleichung (145): 


a2 yz2 
b? c(cx — az) 


(146) te (ro) = 


a 


de hu ma ar A a FEN a 


Aus der Vergleichung von (144) und (146) resultirt der Satz: 
Die Meridiancurven des elliptischen und des einfachen hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus, welche dieselbe singuläre Kante und dieselbe 
Directorebene haben, liegen auf denselben Flächen dritten Grades. 


Schliesslich erhält man für den geteilten nyperbolischen Scheitel- 
Cono-Cuneus aus der Gleichung (108): i 


acy 
A NE TEE re re are eaenr::e 
b(a+ Va?— a?) 


Demnach ergiebt sich: 


sul 3 0 Sal Ei ae Hal nn 1 ash BET = Aa en 


02 os ac® y OB ar, | 
02" lat YVar—a Via % dat YVar—ar) 
also: 
‚_ _ @HVe Ze Vz 
tg! = Sl a ee 
y 
oder: 
TC xy | 
147 t ( ) HT RT PET Re nt > on 
( ) 5 2 4» (ee 


Die Meridiancurven des elliptischen und der beiden hyperboli- 
schen Scheitel-Cono-Cunei stimmen also darin überein, dass sie auf 
Cylinderflächen 6ten Grades liegen. 


Ferner folgt aus (147): 
Br aa a 
N) 18 (5+e )) a?e(ey—bz) 
Dreht man den geteilten hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus 3 
(108) um die Z-Axe um 5: so dass die positive X-Axe in die nega- 
tive Y-Axe fällt, so haben wir nur x mit y zu vertauschen, alles 
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Uebrige bleibt unverändert. Führen wir diese Vertauschung in der 
Gleichung (148) aus, so geht dieselbe über in 


7C ; b?y22 
(149) tg (3 Aa ) — ate(cx — bz) 


Aus der Vergleichung von (144), (146) und (149) resultirt der Satz: 


Die Meridiancurven des elliptischen, des einfachen und des ge- 
teilten hyperbolischen Scheitel-Cono-Cuneus, welche dieselbe singuläre 
Kante und dieselbe Directorebene haben, und welche so beschaffen 
sind, dass eine und dieselbe Ebene aus dem elliptischen einen Kreis, 
aus den beiden hyperbolischen je eine gleichseitige Hyperbel mit 
einem Parameter gleich dem doppelten Radius des Kreises des ellip- 
Scheitel-Cono-Cuneus ausschneidet, liegen auf denselben Flächen 
dritten Grades. 


Es ist dies eine ganz ähnliche Beziehung, wie wir sie am Ende 
des vorigen $ für die drei entsprechenden geraden Cono-Cunei ab- 
geleitet haben. 


$ 37. 


Verfolgen wir nun dieselbe Untersuchung für die beiden para- 
bolischen Cono-Cunei. Aus der Gleichung (99) des geraden para- 
bolischen Cono-Cuneus geht hervor: 


ERBE 
De 
also: 
Eau UN a ep nu Er 
gm 2ypa 0y  Vapz 
Mithin erhält man: 
t 9x 
v=——— 
S %Y 
(150) 22 + ytgv = 0 


Die Meridiancurven des geraden parabolischen Cono-Cuneus (99) 
liegen demnach in Ebenen, welche durch die Z-Axe gehen. Es sind 
mithin zum Unterschiede von den bisher betrachteten ebene Uurven, 
und zwar Parabeln, welche der Gleichung genügen: 


2e? ctg?v ; 
ren Syn um ge mern ee eur era gl Eu 
pY1--4ctg?v 


Ein ähnliches Resultat ergiebt sich für den parabolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus (108): 


a’? 
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2pcx 


2 
y3 


Es folgt nämlich hieraus: 


2x 

ge = — — 
gv y 

22 4-ytgv = 0 


d. i. aber die Gleichung (150). Mithin resultirt der Satz: Die durch 
die Z-Axe gehenden Ebenen schneiden sowol den geraden parabo- 
lischen Cono-Cuneus (99) als auch den parabolischen Scheitel-Cono- 
Cuneus (108) in Meridiancurven. 


Die Meridiancurven des parabolischen Scheitel-Cono-Cuneus (108) 
sind aber, wie sich aus den Erörterungen des $ 30. Gl. (112) ergiebt, 
zum Unterschiede von denen des geraden parabolischen Cono-Cuneus 
(99) gleichseitige Hyperbeln; sie liegen also auf hyperbolischen Cy- 
linderflächen, und hierin stimmen sie mit den Meridiancurven des 


geraden elliptischen und der beiden geraden hyperbolischen Cono- 
Cunei überein. 


Ziehen wir schliesslich allgemein die durch die Gleichung (4): 


cy = 2f(«) 


dargestellten Flächen in Betracht, so ergiebt sich für dieselben: 


6) 
uf («) 


tv = 


also: 
yf ()tgv+/(e) = 0 
Die Projectionen der Meridiancurven der durch die Gleichung 
(4) dargestellten Flächen auf die XY-Ebene sind demnach im All- 


gemeinen Curven mten Grades, wenn m den Grad von f(x) bedeutet, 
vorausgesetzt dass /(x) eine ganze rationale Function von x bezeichnet. 


Dieser Satz gilt auch, wenn die Leitlinie der Fläche der Glei- 
chung: y* = f(x) genügt, so dass der Grad der auf die XY-Ebene 
projicirten Meridiancurven der Fläche (4) von » unabhängig ist. 


Denn es ergiebt sich für diesen Fall: 


yf (@)tgotnf(e) = 0 


2 pc 
ee 
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VIII. Abschnitt. 
Verallgemeinerungen der Cono-Cunei. 
$ 38. 


Zum Schluss wollen wir an bisher gefundene Resultate einige 
Bemerkungen anknüpfen, indem wir die betrachteten Flächen etwas 
verallgemeinern. 


Wir ändern zunächst die Bedingung, dass die singuläre Kante 
einer Axe des Leitkegelschnitts parallel ist, dahin ab, dass eine Axe 
des Leitkegelschnitts mit der singulären Kante den Winkel « bildet, 
während diese Kante der Ebene des Leitkegelschnitts parallel ist und 
durch die im Mittelpunkte desselben auf seiner Ebene senkrecht 
stehende Gerade geht. 


Sind die Gleichungen des Leitkegelschnitts: 
As®-+-2Bxey+0y = D 


a 497 


(151) 


dann ergiebt sich als Gleichung der gesuchten Fläche, wenn die Ebene 
der yz die Directorebene ist: 


(152) Az?z22-+2Bexyz + Cc?y? = Dz2 


Daraus folgt, dass jede zur XY-Ebene parallele Ebene die Fläche 
(152) in einem Kegelschnitte schneidet, und zwar da das charakteri- 
stische Binom desselben gleich (B?— A.C)c?z? ist, in einer Ellipse 
oder Hyperbel, je nachdem der Leitkegelschnitt eine Ellipse oder 
eine Hyperbel ist. 


Um diesen Kegelschnitt näher zu untersuchen, betrachten wir die 
allgemeine Mittelpunktsgleichung eines solchen: 


Ars?+2Bay+Cy =D 
Wenden wir hierauf die Coordinatentransformation an: 
x = x’cose—+-y'sina 
= — v’sina+-,’cosa, 
so geht diese Gleichung über in 
{ A’? 2B'e'y'C'y'? ENT) 
wobei: 
A'’= 4Ac0s?«—2Bsinacos« + Csin?a 
B'’= 3 Asin2@« + B cos 2« — } Csin 2a 
C'= Asin?«+2Bsin«cosa4- C cos?a 
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2B 
B'=0 liefert die Bedingung: tg2a — VERENE . Dadurch ergiebt sich: 
(A— 0)?—4B% 
2V(C— A)?4B2 
(4A— C)?—4B? 
= 3(A+C)— A 
2y(C— A)2-4B? 


Diese Resultate auf die Gleichung (152) angewandt, liefert: 


malArUıR 


{9 2 Bez 
ST Gr — Ar? 

NIE Eee. 

2__ NAAR 422 

C'—= Autom) 0 

2V (Ce? — Ad)? + AB? 


(153) 4'—= 3(42?+ Ce)+ 


Daraus geht hervor, dass die Fläche (152) dadurch entstanden 
gedacht werden kann, dass sich eine Ellipse oder Hyperbel mit 
variablen Axen parallel mit siclı selbst bewegt, während ihr Mittel- 
punkt eine auf der Ebene des Kegelschnitts senkrechte Gerade be- 
schreibt und ihre Axen sich um den Mittelpunkt drehen. Diese Art 
von Flächen unterscheidet sich dadurch von den Cono-Cuneis, dass 
hier beide Axen des beweglichen Kegelschnitts variabel sind, während 
bei jenen nur eine Axe sich ändert. Sie haben das mit den ellipti- 
schen Cono-Cuneis gemein, dass auch hierbei unter den ausgeschnit- 
tenen Ellipsen ein Kreis vorkommt, und zwar erhält man denselben für 


(Az? — Cc?)?—4B? 22? — 0 

(154) = Z(B+VB’FA.6) C) 
Wenn der Leitkegelschnitt hierbei eine Parabel ist, so ist, weil 
der Mittelpunkt derselben im Unendlichen liegt, die singuläre Kante 
der Parabelaxe parallel, ihre Projection auf die Parabelebene braucht 


aber nicht mit der Parabelaxe zusammenzufallen, sondern kann von 
ihr um irgend eine Strecke ö entfernt sein. 


Um diesen Fall zu untersuchen, nehmen wir als Gleichungen 
der Leitparabel: 


(155) 


wodurch wir als Gleichungen der betreffenden Fläche erhalten: 


a a 


Be 0 


x 
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2 2 
(156) (3 E= 2.) = 32 


Diese Gleichung lässt erkennen, dass jede zur XY-Ebene parallele 
Ebene die betreffende Fläche in einer Parabel schneidet, deren Para- 
meter proportional dem Quadrate der Entfernung der schneidenden 
Ebene von der singulären Kante wächst. Die Axen dieser aus- 
geschnittenen Parabeln sind -der singulären Kante parallel und ent- 
fernen sich von der XZ-Ebene proportional dem Abstande der 
schneidenden Ebene von der XY-Ebene. Diese Fläche ist also ein 
schiefer parabolischer Cono-Ouneus. 


s 39. 


Eine andere Verallgemeinerung ist die, dass die Ebene des Leit- 
kegelschnitts nicht der singulären Kante parallel ist, sondern mit ihr 
den Winkel «@ bildet. Wir wollen hierbei zunächst den speciellen 
Fall untersuchen, wo 

21 y2 — r2 
(157) 
»—= (a+x)tge 


die Gleichungen der Leitlinie sind. Die Gleichung der betreffenden 
Fläche ist demnach: 


(158) y2(a+x)’tg?a = (r?— x?) 2? 


Betrachten wir die Durchschnittscurve dieser Fläche vierten 
Grades mit einer Ebene senkrecht auf der XZ-Ebene, welche mit 
der X-Axe den Winkel w bildet und von derselben das Stück e ab- 
abschneidet, so ergiebt sich, wenn man die Coordinatentransformation 


anwendet: 
© —= x’cosb — z'sinWb 
(159) | y-y 
= ctgw—4-a’sin w--2’cos 


und 2’ = 0 setzt, als Gleichung der definirten Durchschnittscurve: 
y:(a-+-x'cos w)? ta? — (r? — x’? cos? Y)(c+x’cos w)?tg?y 
Für e = «a geht diese Gleichung über in 
\ a+x’cosy = 0 
(160) 
yrtg?a = (r? — x’? cos? y) tg? 


Daraus folgt: Alle Ebenen senkrecht auf der XZ-Ebene, welche 
durch die in der XY-Ebene liegende Gerade x = — a gehen, schnei- 
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den die Fläche (158) in Ellipsen, deren Mittelpunkte auf der Z-Axe 
liegen, und deren Axen bezüglich in die Ebenen der «= und der yz 
fallen. 


Zugleich ist ersichtlich: Wenn a >r ist, so besteht die be- 
trachtete Durchschnittscurve nur aus der beschriebenen Ellipse; ist 


dagegen «a m r, so erhält man ausser dieser Ellipse noch eine Gerade. 


Unter den ausgeschnittenen Ellipsen findet sich ein Kreis, und 
zwar für sup = tge. Ein Kreis kann demnach nur aus der Fläche 
U 


(158) ausgeschnitten werden, wenn « _ 4 ist. 
Hätten wir als Gleichungen des Leitkegelschnitts allgemein an- 
genommen: 
Ax?-+2Bry+ Cy? —-2Dz +2Ey+F=0 
(161) 


2 = (a+-z)tge 


so hätten wir als Gleichung der Fläche erhalten: 


2.9, +2(a+%).Pa+(a+2)?.9 — 0 
(163) 9 = A®+2De+F 
9 — 2(Bx+E)ytga 
' 9; — Cy?tg’e 


Für die Durchschnittscurve der oben definirten Ebene mit dieser 
Fläche ergiebt sich für e = a: 


a+x'cosy = 0 
(163) 


9.182 +9, .tgy +95’ = 0 


Der ausgeschnittene Kegelschnitt ist also eine Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel, je nachdem: 


(B?— A. O)tg?a.sin?w — 0 
5 


ist, d. h. je nachdem die Leitlinie eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
ist. Das charakteristische Binom verschwindet allerdings auch für 
v»—=0. In diesem Falle ergiebt sich aber die singuläre Kante als 
Durchschnittscurve. Man kann demnach die betrachteten Flächen 
so entstanden denken, dass sich ein variabler Kegelschnitt um eine 
in seiner Ebene liegende Gerade dreht, während die Punkte seiner 
Peripherie gerade Linien beschreiben, welche einer durch die Drehungs- 
axe gehenden Ebene parallel sind und durch eine auf dieser Director- 
ebene senkrecht stehende Gerade gehen, welche die Drehungsaxe 
schneidet. 
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Die Cono-Cunei gehen dadurch hieraus hervor, dass die Drehungs- 
axe ins Unendliche rückt. 


Aus der, Gleichung (158) ergeben sich folgende zwei specielle 
Fälle. 


Für a — 0 geht dieselbe über in 


(164) 2 ytg?a = (r?—e?) 2? 
Für a=r ergiebt sich aus (158): 
(165) y(r+x)tg?a = (r—a)2? 


Diese letztere Gleichung stellt eine Fläche dritten Grades dar, 
welche die Eigenschaft hat, wie sich leicht nachweisen lässt, dass die 
Tangentialebene aus ihr im Allgemeinen die dureh ihren Berührungs- 
punkt gehende Erzeugende der Fläche und eine Ellipse ausschneidet. 


$ 40. 

Schliesslich wollen wir noch eine dritte Voraussetzung, welche 
wir bei der Definition der Cono-Cunei gemacht haben, fallen lassen. 
Wir haben dort nämlich angenommen, dass die singuläre Kante auf 
der Directorebene senkrecht steht, oder, was dasselbe bedeutet , dass 
die erzeugenden Geraden die singuläre Kante rechtwinklig schneiden. 
Betrachten wir nun den allgemeineren Fall, dass die Projectionen der 
Erzeugenden auf die XZ-Ebene mit der singulären Kante den Winkel 
ß bilden.! 


Diese Erzeugenden müssen demnach den Gleichungen genügen, 
wenn wir die singuläre Kante wieder zur X-Axe eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems nehmen: 


y= Ur 
(166) 
z = v-zctgß 
Hat der Leitkegelschnitt allgemein die Gleichungen: 


Ax?-+2Bxey-+ Cy? +2De+2Ey+- F=0 
z = (a+x)tge 


so erhält man als Gleichung der betreffenden Fläche, wenn man 


(167) 


1—tga.cgd = m; tgae.cgß = n 


22.91 +2(a+2).9+(a+x)?.9; — 0 
9 = Alna+x— zctg BP — 2Bny[(1+n)a-+ 22 — zctg ß] 
(168) 4 Cu? y? +2 Dm[na + & — 2ctg ß] — 2Em .ny + F. m? 
95 = 2[B(na-+ x) — Cny—+ Em]ytge 
9 = Qy?.tg?e 


setzt; 
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Wir wollen nun nachweisen, dass auch diese Flächen durch 
Drehung eines veränderlichen Kegelschnitts entstehen können. Zu 
dem Zwecke betrachten wir die Durchschnittscurve der Fläche (168) 
mit einer auf der XZ-Ebene senkrecht stehenden Ebene, welche mit 
der X-Axe den Winkel Y bildet und von derselben das Stück c ab- 
schneidet. Mit Hülfe der Transformationsgleichungen (159) des vori- 
gen $ ergiebt sich als Gleichung der definirten Durchschnittscurve: 


(169) — (c+2’c0s Y) (a+x’c0s vw). 9 .tg y 
+ (a+ 2'008W)2. 9,’ — 0 


Wird e=.a, so geht diese Gleichung über in 


| (e+x’cos w)?.p,'.tg?y 


a-+x’cosy = 
(170) 


9.187 +92 tg +9, — 0 
Aus den Gleichungen (168) geht hervor, dass 97’, 99’, 93 Func- 


tionen zweiten Grades in =’, y’ sind. Mithin resultirt der Satz: 


Diejenigen auf der XZ-Ebene senkrechten Ebenen, welche durch 
die in der XY-Ebene liegende Gerade x = — a gehen, schneiden 
aus der Fläche (168) im Allgemeinen Kegelschnitte aus. 


Das charakteristische Binom der Gleichung der Kegelschnitte ist: 
(B?— 4.0) (ctg w — ctg P)*. sin? vw .tg* w.tg?a. 


Das Vorzeichen desselben hängt mithin von dem Vorzeichen von 
B?—A.C ab, d. h. der ausgeschnittene Kegelschnitt ist eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel, je nachdem der Leitkegelschnitt der Fläche 
(168) eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist. 


Allerdings verschwindet das charakteristische Binom auch für 
v=0O und für v = ß. Im ersteren Falle erhält man aber als 
Durchschnittscurve die singuläre Kante, im zweiten eine erzeugende 
Gerade der Fläche oder kein geometrisches Gebilde. 


Damit ist die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen. 


le 
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XV. 
Das Sehnen-Tangentenviereck. 


Von 


Herrn Dr. J. Schumacher. 


In der „Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaft- 
lichen Unterricht“, herausgegeben von J. C. V. Hoffmann, ist im 8. 
Jahrgang pag. 502. Aufgabe Nummer 48. von Herrn Geheimrat Dr. 
Schlömilch die nachfolgende Aufgabe gestellt: 


„Die Vierecke, welche einem Kreise eingeschrieben und zugleich 
„einem andern Kreise umgeschrieben sind, bieten mancherlei Auf- 
„gaben dar, von denen bisher nur wenige (z. B. die Ermittelung des 
„Abstandes der beiden Kreiscentren) Beachtung gefunden haben. 
„Als Beispiel eines hierher gehörenden Problems sei folgendes er- 
„wähnt: Aus drei gegebenen Eckpunkten A, B, C eines solchen Vier- 
„ecks den vierten Eckpunkt D zu suchen.“ 


„Vierecke der genannten Art sind durch drei gegebene Stücke 
„bestimmt; die Bearbeitung der einzelnen Fälle gäbe eine kleine 
„Theorie, die sich vielleicht rein geometrisch behandeln lassen wird.“ 


Ich habe mich an die Untersuchungen dieser besonderen Art von 
Vierecken gemacht, bin jedoch nicht dem Rate des sehr geehrten 
Herrn Aufgabenstellers, die sämtlichen einzelnen Fälle,’ durch die ein 
Sehnentangentenviereck bestimmt sein kann, zu behandeln, gefolgt, 
sondern suchte nur die Eigenschaften dieser speciellen Gattung von 
Vierecken herauszufinden, durch welche ich leichter in den Stand 
gesetzt zu sein glaubte, die einzelnen Fälle eleganter lösen zu können. 
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Die Vermutung Schlömilch’s, dass die Bearbeitung derselben sich 
vielleicht rein geometrisch behandeln lassen wird, habe ich bestätigt 
gefunden. 


Die in denselben Zeitschriften über das bicentrische Viereck an- 
gestellten Untersuchungen des Herrn R. O0. Consentius aus Carlsruhe 
und jene des Herrn Dr. Eheler aus Zülichau habe ich nicht gekannt 
und wurde erst, nachdem meine Arbeit schon ziemlich vorgeschritten 
war, von Herrn Rector Dietsch auf dieselben aufmerksam gemacht. 
Wo die Resultate, namentlich des ersten Herrn, mit den meinigen 
die gleichen sind, wird der verschiedenartige Weg, auf welchem wir 
zu gleichen Schlüssen kamen, die obige Behauptung bestätigen. 


Indem ich die interessanten Schlussfolgerungen des Herrn Con- 
sentius vollkommen anerkenne, kann ich mir nicht das Urteil ver- 
sagen, dass genannter Herr auf seinem Wege nicht die Reichhaltigkeit 
der Eigenschaften erschöpft hätte, wie sie nur bei directer Unter- 
suchung des Sehnen-Tangentenvierecks möglich ist; denn die 'sich 
ergebenden Schlussfolgerungen sind in der Tat so vielseitig, dass ich 
nicht leugne, manche in dieser Abhandlung unerwähnt gelassen zu 
haben. die von Interesse sind, weil ich sie im Gange meiner Betrach- 
tung für selbstverständlich gehalten habe. | 


Die Schuld an der geringeren Zahl der Aufgaben, die von Herrn 
Consentius in dieser Zeitschrift gestellt sind, trägt wohl die allge- 
meinere also auch desto schwierigere Behandlnng. 


Meinen Betrachtungen legte ich die Kenntniss der zwei Funda- 
mentalsätze des Sehnen- und Tangentenvierecks zu Grunde: 


1) In jedem Sehnenviereck ist die Summe der BOBSRUUEE Ren. 
den Winkel = 180°. 


2) In jedem Tangentenviereck sind die Summen der gegenüber- 
liegenden Seiten einander gleich. 


Zum Beweise meiner Lehrsätze werde ich mich des rechnerischen 
und des rein geometrischen Verfahrens bedienen und demgemäss 
diese Arbeit in zwei Teile zu teilen haben, von denen der eine das 
geometrische, der andere das rechnerische Resüme enthält. Manche 
Lehrsätze werden sich in beiden Teilen bestätigt finden. : 


Es sei das Sehnen-Tangentenviereck A, B, C, D gegeben durch 
den Radius des eingeschriebenen Kreises = e und zwei einer Seite 
anliegende Winkel (A und 3). Verbinden wir den Mittelpunkt des- 
selben (M) mit den vier Ecken A, B, C, D, und fällen wir ausser- 
dem noch von M aus die Lote auf die Seiten (Ma,, Mb,, Me,, Md,), 
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so erhalten wir die 4 Sehnenvierecke MAa,d,, MBa,b,, MCb, cı, 
MDe,d,: Fassen wir nun zwei, welche gegenüberliegende Ecken 
enthalten, ins Auge, etwa die Vierecke 


MBa,b, und MDd,c,, 


so ist 
Wkl. Ba, Mb, = 2R 
Wkl. D+d, Me, = 2R 
folglich 
Wkl. B+-D-a, Mb, +d, Mb, +d, Me, =4R 
— Wkl. B+D = 2R 
folglich 
Wkl. Mb, +d, Me, —_9R 
folglich 
a Mb, =D 
und 
d,Mc, =B. 


Hieraus ergiebt sich folgende Construction des Sehnen-Tangenten- 
vierecks aus oe und zwei Winkeln. 


| Halbire den Winkel A und lasse dessen Schenkel den Kreis vom 
Radius oe berühren. Hierauf ziehe M,a, und Mad, und trage an Md, 
den Winkel 3 an. Die Schenkel dieses Winkels schneiden auf dem 
Kreise um M den Berührungspunkt ec, aus. An Me, trage wieder 
den Winkel A an, von welchem der Schenkel Mö, den vierten Be- 
rührungspunkt auf dem Kreise um M ausschneidet. 


Die Punkte a,, d,, c,, d, sind die Berührungspunkte der Seiten 
des gesuchten Vierecks und die Tangenten in ihnen an den Kreis 
um M schneiden sich in den Ecken A, 2, C, D, die wiederum auf 
einem Kreise liegen. 


Aus der nachgewiesenen Eigenschaft des Sehnen-Tangenten- 
vierecks folgern sich noch mehrere andere Constructionen, die wir 
übergehen, weil es uns nur um die Wirklichkeit eines solchen Vier- 
ecks vorerst zu tun ist. 


In jedem Sehnen-Tangentenviereck ergänzen sich die Bögen des 
eingeschriebenen Kreises, die zwischen gegenüberliegenden Winkeln 
des Vierecks ABCD liegen, zu einem Halbkreise, 


Da Wkl. a, Mb, +d, Mc, = 180° beträgt, müssen auch die Bögen 


ab +-c1d, —= 180° 
und analog RE SE 
betragen. 
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Die Verbindungslinien der Berührungspunkte a,, 2}, c,, dy liefern 
ein neues Sehnenviereck, welches nicht zugleich Tangentenviereck 
ist, und dessen Diagonalen auf einander senkrecht stehen. Dass a,, 
dj, 1, d, ein Sehnenviereck, ist sofort aus der Figur einzusehen. 


Ist e der Radius des Kreises um M, dann erhalten wir: 


B A 
ad; = 20608 5 a,d, = 20 c085 
B A 
cd, = 2osin 5 bic, = 20 sin 3 


folglich 


B B A A 
ajd4 + cıdı = 20 (cos 5 -H sin >): a,dı + dic, = 20 (cos 5 —+- sin 5 


Die Summen der gegenüberliegenden Seiten sind somit nur 
gleich, wenn Wkl. A = B, was hier bei Betrachtung des allgemeinen 
Falles nicht vorausgesetzt ist. 


Ferner ist 
WKkl. a,dıb) = 3a, Mt, = W’—4B 


folglich 
Wwkl. das + adıbı = WM 


d. h. die Diagonalen des Berührungsehnenvierecks stehen auf ein- 
ander senkrecht. 


Hieraus folgt weiter: Beschreibt man über den Seiten des: Be- 
rührungsehnenvierecks eines Sehnen-Tangentenvierecks Kreise, ‘so 
schneiden sich dieselben in dem Durchschnittspunkte der Diagonalen 
des Sehnen-Tangentenvierecks. Die Diagonalen des ersteren zerlegen 
die Winkel in ihre Bestandteile. 


Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig: 


Errichtet man in einem Kreise von beliebigem Radius zwei auf 
einander senkrecht stehende Sehnen, so schneiden dieselben auf dem 
Kreise 4 Punkte aus, welche die Berührungspunkte der Seiten eines 
Sehnen-Tangentenvierecks sind, von welchem der Schnittpunkt der 
Sehnen zugleich Durchschnittspunkt der Diagonalen ist. 


Seien a,c, und d,d, diese Sehnen, und verbinden wir a,, d4, Cı, 
d, mit dem Kreismittelpunkte M, construiren wir ferner die Tan- 
genten in denselben Punkten, so schneiden sich letztere in den Ecken 
des fraglichen Vierecks A, B, C, D. 


ir, A 
\ 7 I 
m « x 
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| Nun ist 
Wkl. ,a,cı = %5,Me, 
folglich a,bıd, = $a,Md, 
folglich b,a1Cı + adıdı = R 


35, Me, +3a,Md, =R 
b,Me, + a,Md, = 2R. 


Nach der Construction ist aber 


b,Me, = A 
und 
a,Md, = C; 
somit 
A-LC=—=3R. 


Die Pole der Diagonalen a,c, und d,d, sind offenbar die Schnitt- 
punkte der gegenüberliegenden Seiten des Sehnen-Tangentenvierecks. 
Lassen wir daher diese beiden auf einander senkrecht stehenden 
Sehnen sich um denselben Punkt drehen, so bewegen sich ihre Pole 
auf je einer Geraden fort, den Polaren des Punktes x. Diese Ge- 
raden müssen aber notwendig zusammenfallen. Sie ist die dritte 
Diagonale des Vierecks ABCD. 


Diese Gerade bleibt nun immer dieselbe für alle Sehnen-Tan- 
gentenvierecke, so lange wir den Punkt x und den Kreis um M 
festhalten. 


Es müssen daher die Verbindungslinien der Schnittpunkte zweier 
gegenüberliegender Seiten irgend eines Sehnen - Tangentenvierecks 
alle mit der Polaren von x zusammenfallen. 


Indem wir nun die beiden auf einander senkrecht stehenden 
Sehnen a,c, und d,d, in immer andere Lagen übergehen lassen, er- 
halten wir lauter neue Sehnen-Tangentenvierecke, welche sämtlich die 
äussere Diagonale, die Polare des Punktes x, gemeinschaftlich haben. 
Eine besondere Lage irgend eines Sehnenpaares wird auch jene sein, 
wenn eine dieser Sehnen ein Durchmesser des Kreises um M wird. 


Construiren wir in den Schnittpunkten dieses Durchmessers mit 
dem Kreise M die Tangenten, so werden dieselben zu einander und 
mithin auch zu der äusseren Diagonale parallel. Da aber dieser 
durch x gezogene Durchmesser auf den Tangenten senkrecht steht, so 
ist damit auch die Lage dieser äusseren Diagonale fixirt. Wir er- 
halten daher den merkwürdigen Satz: 


„In jedem Sehnen-Tangentenviereck steht die Diagonale, die 
„man durch Verbindung der Schnittpunkte der verlängerten Vier- 


25* 
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„eckseiten erhält, auf jenem Durchmesser des dem Viereck einbe- 
„schriebenen Kreises senkrecht,’ welcher durch den Diagonalschnitt- 
„punkt geht.“ 


Das Sehnen-Tangentenviereck selbst, durch welches wir auf RINREn 
Satz gelangten, ist aber ein Ars erllelacranne 


Einige Eigenschaften desselben hat Herr Dr. Ehrler in der Hoff- 
mann’schen Zeitschrift, Jahrgang V., pag. 432. bereits veröffentlicht, 
auf die ich hier nur verweisen will, ohne die betreffenden Sätze noch 
einmal zu recapituliren. 


Ein weiteres besonderes Sehnen-Tangentenviereck erhalten wir 
durch Annahme jenes Falles, wonach eine seiner Diagonalen durch 
den Mittelpunkt des ihm umschriebenen Kreises geht. 


In einem solchen Viereck müssen zwei Winkel je 90% betragen 
und die Durchmesserdiagonale die anderen Diagonalen halbiren; folg- 
lich sind auch je zwei in demselben Endpunkte der Durchmesser- 
diagonale zusammenstossende Seiten einander gleich. Die Construc- 
tion Jieses Vierecks ist demnach die folgende: 


Wir construiren .ein circulares Sehnenpaar im Punkte x in der 
Weise, dass die Linie Mx den Winkel dieses, Sehnenpaares halbirt. 


Wir haben bisher den Mittelpunkt des irgend einem Sehnen- 
Tangentenvierecke einbeschriebenen Kreises, sowie den Schnittpunkt 
(x) der Diagonalen fixirt und erfahren, dass jedes durch x gehende 
eirculare Sehnenpaar Anlass zu einem bicentrischen Vierecke gibt. 


Wir treten nun der Frage nach dem Orte der Mittelpunkte der 
allen Sehnen-Tangentenvierecken umschriebenen Kreise nahe, wenn 
sie denselben Schnittpunkt der Diagonalen besitzen und demselben 
Kreise umschrieben sind. Wir beantworten dieselbe durch den fol- 
genden Lehrsatz: 


Alle bicentrischen Vierecke, welche demselben Kreise umbe- 
schrieben sind und den Diagonalschnittpunkt gemeinschaftlich haben, 
sind auch einem und demselben Kreise einbeschrieben. 


Beweis. 


Unter allen möglichen Vierecken, welche den gestellten Bedin- 
gungen genügen, nehmen wir eines, etwa das Viereck ABCD heraus. 
Dasselbe sei dem Kreise M, ein- und dem Kreise M umbeschrieben 
und habe zum Schnittpunkte der Diagonalen den Punkt x. Con- 
struiren wir die Polare des Punktes x in Bezug auf den Kreis M,, 
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so folgt sofort, dass sie mit jener des Punktes x in Bezug auf den 
Kreis M zusammenfällt. 


Dem unendlich fernen Punkt derselben entspricht aber im Kreis 
M, ein Durchmesser, der durch x geht, im Kreise M ein Durch- 
messer, der ebenfalls durch x geht. Beide müssen aber zusammen- 
fallen, und es liegen demnach die Punkte x, M und M, in einer 
Geraden. 


Dem Punkte M, entspricht als Polare die unendlich ferne Ge- 
rade, welche auch zugleich Polare des Punktes M in Bezug auf den 
Kreis M ist. 


Mögen wir daher statt des bicentrischen Vierecks irgend ein an- 
deres nehmen, welches ebenfalls dem Kreise M, umbeschrieben ist, 
und dessen Diagonalen sich im Punkte x schneiden, so wird dasselbe 
immer dem Kreise M einbeschrieben sein. Wir gelangen daher zu 
dem Lehrsatze: 


Alle Sehnen-Tangentenvierecke, welche demselben Kreise um- 
geschrieben sind und den Diagonalschnittpunkt gemeinsam haben, 
sind auch ein und demselben Kreise eingeschrieben. Der Diagonal- 
schnittpunkt liegt auf der Uentrale der beiden Kreise. 


Sind umgekehrt zwei Kreise so gegeben, dass der eine ganz 
innerhalb des andern gelegen ist, so ist es im allgemeinen nicht 
möglich, ein Viereck zu construiren, welches dem einen Kreise um- 
geschrieben, und dem andern Kreise eingeschrieben ist. 


Wenn aber ein solches Viereck existirt, dann giebt es unendlich 
viele. Dieser Satz wurde schon von Jakobi für Kegelschnitte be- 
wiesen. Hieraus folgt weiter der Satz: 


Alle Sehnenvierecke, welche demselben Kreise eingeschrieben 
sind, und in welchen die Berührungssehnen, die alle durch einen 
Punkt gehen, auf einander senkrecht stehen, sind zugleich einem 
und demselben Kreise umschrieben. 


Veränderung der Lage des Punktes «. 


Für weitere Untersuchungen unseres bicentrischen Vierecks kann 
uns die Veränderung der Lage des Punktes c dienen. 


Denken wir uns den Kreis M fest und den Punkt x in der 
ganzen Kreisebene herumwandern, so erhalten wir für jede Lage eine 
unendliche Anzahl von Sehnen-Tangentenvierecke, die immer dem- 
selben Kreise umschrieben sind, und von denen eines die Eigenschaft 
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hat, dass seine Berührungssehnen zu jenen eines gegebenen parallel 


sind. 


Sei x, ein zweiter Diagonalschnittpunkt, durch welchen wir das 
zu ac, bd parallele Sehnenpaar a,c,, d,d, ziehen. 


Nun ist der Pol von d,d, der Schnitt der Tangenten A,D, und 
B,C,, der Pol von ac der Schnitt der Tangenten AB und CD. Da 
aber ac || d,d,, muss die Polare des Schnittpunktes von d,d, und ac 
in Bezug auf den Kreis M notwendig ein Durchmesser sein, der 


1) durch den Schnitt von A,D, und B,C, und AB und CD 
geht und 


2) zu den Sehnen a,c, und dd parallel ist. 


Mögen wir nun das eine Sehnenpaar, wohin wir auch wollen 
verschieben, so bleibt dieser Durchmesser immer derselbe. 


Aus demselben Grunde ist die Polare des Schnittpunktes der 
Sehnen dd und a,c, ebenfalls ein Durchmesser des Kreises M, der 
notwendig auf dem zuerst erhaltenen senkrecht steht. Wir gelangen 
daher zu dem folgenden Satze: 


Alle Sehnen-Tangentenvierecke, derenhomologe Berührsehnen pa- 
rallel sind, und welche demselben Kreise umschrieben sind, haben 
die Eigenschaft, dassihre gegenüberliegenden Seiten sich auf zwei zu 
einander senkrechten Durchmessern des. Kreises, den sie gemein- 
schaftlich berühren, schneiden. 


Nun schneidet das Sehnenpaar a,c, und d,d,,das zweite Sehnen- 
paar ac und dd in 4 im Endlichen und 2 im Unendlichen gelegenen 
Punkten, von denen jeder Anlass zur Bildung eines Sehnen-Tangen- 
tenviereckes giebt. Die 4 im Endlichen gelegenen Diagonalschnitt- 
punkte liefern Sehnenvierecke, von denen je zwei den Schnittpunkt 
gegenüber liegender Seiten gemeinschaftlich haben. Es ist der ge- 
meinschaftliche Schnittpunkt der Pol jener Seite, in deren End- 
punkten die Seiten des Vierecks den Kreis M berühren. 


Halten wir das eine Sehnenpaar fest, und verschieben gleichzeitig 
eine Sehne parallel, so erhalten wir lauter Sehnen-Tangentenvier- 
ecke, von welchen ein Paar Gegenseiten sich im Pole der festen 
Sehne schneiden, während der Schnittpunkt der beiden andern Gegen- 
seiten auf einem zur festen Sehne senkrechten Durchmesser der 
Kreise M fortrückt. 


Hieraus folgt, dass die Schnitte von 
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(A,Bı, BIC) (BiC, GD) (CD AD) (AD, ArBı) 
ADAD) (aD BO. (80,BC) (AD, BG) 
DER C) (AB, BC) (BC, CD) (CD, AD) 
(DC, D.C)... (DC AB) (AB AB) (AB, DC) 


etc. wiederum auf einem Kreise liegen. 


Mittelst dieser Betrachtung können wir sämtliche bicentrischen 
Vierecke in Classen teilen. 


Wir ziehen in einem Kreise M eine beliebige Sehne und er- 
richten in jedem ihrer Punkte eine zu ihr senkrechte Sehne. 


Auf bekannte Weise können wir dann ein Sehnen-Tangenten- 
viereck construiren. Jedes so erhaltene Tangentenviereck hat die 
Eigenschaft, dass zwei seiner Seiten sich im Pole der festen Sehne 
schneiden, während der Schnittpunkt der beiden übrigen Seiten auf 
einem zur festen Sehne senkrechten Durchmesser fortrückt. 


An diese Untersuchungen reihen wir einige Constructionsauf- 
gaben: 


Von einem Sehnen-Tangentenviereck ist gegeben 


1) der Diagonalschnittpunkt, die durch ihn gehende Berührsehne 
und der ihm eingeschriebene Kreis. 


2) der Schnittpunkt zweier gegenüberliegender Seiten, der Be- 
rührungspunkt auf einer derselben und der Diagonalschnittpunkt «. 


3) die Schnittpunkte zweier gegenüberliegender Seiten und der 
Berührpunkt auf einer Seite. 


4) 3 Berührpunkte. 


Rein Euklidische Untersuchungen über das 
Sehnen-Tangentenviereck. 


Jedes Sehnen-Tangentenviereck liefert ein Berührungs-Sehnen- 
viereck, das der Hälfte des Rechtecks seiner Diagonalen ist. 


Ziehen wir die Diagonalen a,c, und d,d,, so gehen dieselben 
durch X und stehen in « auf einander senkrecht. 


Nun ist: 


1) A18. b,% Fo 2 Aa,cb, 
2) q41% . di® er 2da,xd, 
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3) 0% .die = 2 dead, 
4) 61% 4% ar, 2db,xrc, 


Durch Addition von 1) und 2) erhält man: 


I. a,x@.b,d, = 2(Jda,zb, + Sa,xd,) = 2 da,byd, 
bh) „ 99 3 und 4 9 
II. e,8.d,d, = Ade xd, + Abixc,h) = 2dbzcıdı 


.+ 1. 21% dıdı = 2aypbıcıdı 
Oder 
b.d, .a,x = 2da,byd, 
b,dı „ce = 2db,cıd, 
folglich 
bid;. a6 Be 2 Viereck aybıcıdı 


d. h. das Product der Berührsehnen eines Sehnen-Tangentenvierecks 
ist gleich dem doppelten Inhalt des Berührungspunktenvierecks. 


Es folgt ferner sofort: 


Verbindet man den Mittelpunkt des einem Sehnen-Tangenten- 
vierecke eingeschriebenen Kreises nit den Berührpunkten, so erhält 
man 4 Sehnenvierecke, von denen je zwei gegenüberliegende einander 
ähnlich sind. | 


Aus dieser Aehnlichkeit folgt: 


aB:oe=e0:d,D 
oe? Fr a,B.d,D. 


Diese ähnlichen Sehnenvierecke haben demnach noch die weitere 
Eigenschaft, dass das Rechteck aus nicht homologen Seiten dem 
Quadrate des Radius gleich ist; ferner sind sie auch Sehnen-Tangen- 
tenvierecke; daher der Satz: 


In jedem Sehnen-Tangentenvierecke liefern die Verbindungslinien 
des eingeschriebenen Kreismittelpunktes mit den Berührungspunkten 
4 Sehnen-Tangentenvierecke, von denen je zwei gegenüberliegende 
ähnlich sind, und aus denen das ganze Sehnen-Tangentenviereck sich 
zusammensetzt. 


In jedem Sehnen-Tangentenviereck berührt der eingeschriebene 
Kreis zwei gegenüberliegende Seiten derart, dass das Rechteck der 
an der nämlichen Diagonale liegenden durch den Kreis auf gegeu- 
überliegenden Seiten gemachten Abschnitte dem Quadrate des Ra- 
dius inhaltsgleich ist. 


Aus 
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02 = a,B.d,D 
und analog 
0 — a,A.c€ 
folgt 
aB:aA= «C:d,D 


d. bh. Die Abschnitte, welche der einem Sehnen-Tangentenvierecke 
eingeschriebene Kreis auf gegenüberliegenden Seiten macht, stehen 
in Proportion. 


Gehen wir auf das Berührungssehnenviereck zurück, so finden 
wir noch eine Eigenschaft, die später verwertet werden kann. 


Es ist im Dreieck d,a,x der Winkel 


WHl de = 


Wkl. Ma,d, = = 
Daher der Satz: 

In dem Berührungssehnenviereck, das wir auch Polarenviereck 
des Sehnen-Tangentenvierecks heissen könnten, sind dessen Diago- 
nalen und die Verbindungslinie einer Ecke mit dem Kreismittel- 
punkte, welche in derselben Ecke zusammenstossen, gegen die Be- 
rührsehne, mit welchen sie einen Punkt gemeinschaftlich haben, gleich 
geneigt. Oder: Die Winkelhalbirende des von einer Diagonale und 
einem Radius, welche sich in derselben Ecke treffen, gebildeten 
Winkels, halbirt auch den Winkel des Polarenvierecks an dieser 
Ecke. 


Hieraus folgt die Aehnlichkeit der Dreiecke 


aMp und a,dız 
Es verhält sich daher 


b 
ad: ec 0: cz 
4% = an. en 


d. h. der Diagonaldurchschnitt & teilt die Berührsehne gegenüber- 
liegender Berührpunkte des Schnen-Tangentenvierecks in Abschnitte, 
von denen jeder die 4 Proportionale zu dem Durchmesser des ein- 
geschriebenen Kreises und den beiden ihm anliegenden Berühr- 
sehnen ist. 


Man könnte nun vermuten, dass die Winkelhalbirenden des Po- 
larenvierecks sich in einem Punkte von MX träfen. 
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Würde dies z. B. von den Winkelhalbirenden bei a, und 2, der 
Fall sein, so beständen die Proportionen, wenn Schnittpunkt auf 


MX ist 
0:48 — Mr:rX 


analog | Fe 
0:52 = Mr!rX 

d.h, 
0:a0 = 0:b% 

Dh. 


Dies würde voraussetzen, dass das Dreieck a,xd, ein gleichschenk- 
liges wäre, was aber nicht der Fall ist, da 


A 
WEKl. za,b ee 5 


und 


A 
WKIl. zd,a, = WM’ — zZ: 


2 


Aus der Gleichheit beider Winkel folgt 
Wkl. A = MW’. 
Daher erhalten wir hieraus den neuen Satz: 


In jedem Sehnen-Tangentenviereck, in welchem eine Diagonale 
ein Durchmesser des ihm umschriebenen Kreises ist, bilden die Be- 
rührungspunkte ein Sehnenviereck, welches zugleich Tangentenviereck 
ist, und für welches der Mittelpunkt des ihm eingeschriebenen Kreises 
mit dem Halbirungspunkte der Strecke MX zusammenfällt (dass auch | 
die Halbirungslinien der Winkel bei d, und c, sich in demselben 
Punkte treffen müssen, ergiebt sich auf dieselbe Weise). 


Ganz analog folgt, dass d,c —= c,® ist unter der Voraussetzung 
Wkl. A = 90°. 


Hieraus folgt aber zugleich, dass die Dreiecke d,xc, und a,xb, gleich- 
schenklig rechtwinklige sein müssen, und die Winkelhalbirenden von 
a, d4; €, d; in einem Punkte von MX sich schneiden; denn es ist 


oder 


ar irm Ar 27m 
arm ar ırm 
oder 


NR A ee 
er “x Ei jr 
Ar 
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ar ir 
rm rm 


d. h. der Punkt r und r, müssen zusammenfallen. 


D. h. Die Berührungssehnen eines Sehnen-Tangenvierecks, wel- 
ches einen rechten Winkel enthält, bilden selbst wieder ein Sehnen- 
Tangentenviereck. 


Wir wenden uns nun zu einer andern Figur, die wir aus dem 
gegebenen Sehnen-Tangentenviereck erhalten, wenn wir dessen Aussen- 
winkel halbiren. Dieselbe ist von ganz besonderem Interesse für 
unser gegebenes Viereck, weil wir durch dasselbe vielfache Eigen- 
schaften wieder finden werden, die sich nicht auf dem gewöhnlichen 
Wege so einfach ergeben. 


Die Halbirungslinien der Aussenwinkel des gegebenen Vierecks 
bilden selbst wieder ein Sehnenviereck, dessen Seiten zu den Seiten 
des Polarvierecks parallel sind. 


. Diese Eigenschaft ergiebt sich sofort aus der Construction. 
Wir bezeichnen die Ecken des neuen Sehnenvierecks mit agbgcyds 


Von Herrn Consentius wurde bereits nachgewiesen, dass dieses 

Viereck und alle analog erhaltenen dem Polarvierecke ähnlich sind. 

Von einer Recapitulation des Beweises, der sich sofort ergiebt, sehe 
ich hier ab. 


Da nun die Seiten des Vierecks entsprechend parallel sind und 
die Vierecke asdsc,d, und a,d,c,d, selbst ähnlich sind, müssen die 
Verbindungslinien analoger Ecken beider Vierecke durch einen Punkt, 
den Aehnlichkeitspunkt, laufen. 


Ferner können alle Eigenschaften des einen auf das andere 
direct übertragen werden. 


Vom Vierecke agbgcad; gilt: 
1) Die Diagonalen stehen auf einander senkrecht. 


2) Alle Kreise, welche die Seiten zu Durchmessern haben, schnei- 
den sich in einem Punkte, dem Diagonalschnittpunkte. 


Es lässt sich nun einfach nachweisen, dass der Diagonalschnitt- 
_ punkt dieses Vierecks und der Mittelpunkt des dem Vierecke ABCD 
eingeschriebenen Kreises ein und derselbe ist; denn ziehen wir dgM 
und c,M, so folgt, dass 
Wkl. d,Mecz 


ein Rechter ist (nach dem vorhergehenden Lehrsatze), weil 
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und 

Megds = 90° use a 
mithin 

WHl. &Me = 0°. 


Es müssen also die Linien a,M und c,M notwendig zusammen- 
fallen, weil ja daraus sich auch ergiebt, dass 


WKl. da Ma,—+-b,Ma, == 2R. 


Dieser Lehrsatz lässt nun einige sehr interessante Folgerungen 
zu: 


1) Die Diagonalen des Vierecks asdgc,d, halbiren den Diagonalen 
des Vierecks ,51c1d}- 


Es ist @gcy || ajcı5 dad, geht aber durch M und steht auf ascz 
mithin auch auf a,c, senkrecht; es muss daher a,c, durch dsd, hal- 
birt werden. 


2) Die Diagonalen schneiden den Kreis in den Eckpunkten 
eines Quadrates, von dessen Beziehungen zu den übrigen Polarsehnen- 
vierecken später die Rede sein wird. 


Den Untersuchungen der Vierecke hinsichtlich ihres Aehnlich- 
keitspunktes geben ebenfalls zu einigen interessanten Sätzen Anlass. 


Denken wir uns den Punkt «, — O soll der Aehnlichkeitspunkt 
künftig heissen, — dem Polarviereck a,d,c,d, angehörig, so ent- 
spricht ihm im Vierecke agdgc,ad, der Punkt M, und diesem als dem 
Viereck a,5jc,d, angehörig entspricht in aydgcad, der Mittelpunkt 
jenes Kreises, der durch die 4 Ecken ag, da, €9, dg geht. Derselbe 
sei M,. 


Die Punkte M,, M, x, O0 müssen demzufolge auf einer Geraden 
liegen, auf der noch alle jene Punkte gelegen sind, welche diesen 
Punkten in jenen Vierecken entsprechen, welche man erhält, wenn 
man von agdycad, in derselben Weise Vierecke construirt, wie HRS 
aus a,ö,c,d, hervorgegangen ist. 


Die Gerade M,MXO halbirt die Verbindungsstrecke der Mittel- 
punkte der Diagonalen age, und dyd;, ajcı und d,d,; denn die Mittel- 
punkte von azc, und dad,, die Punkte M, und M, bilden ein Recht- 
eck, von welchem MM, die Diagonale ist. | 


Der Kreis, welcher dem Viereck ABCD umschrieben ist, schneidet 
die Seiten des Vierecks asdzcyd, ausser in den Punkten A, B,C, D 
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noch in 4 andern Punkten, die sowol hinsichtlich ihrer Lage in Be- 
zug aufeinander wie auch in Bezug auf die Seiten des Viercks Apbgcadz 
von ganz besonderem Interesse sind. 


In a, treffen sich die Seiten a5, und a,d,, welche vom Kreis 
um ABCD in den Punkten Q und 7 geschnitten werden mögen. 


Es ist vermöge der constanten Potenz 


%Q.agB = 19T. a,A 
oder 
a4Q . a7 == a,A : a,B 


Da die beiden Dreiecke Aa,B und 7a,Q den Winkel bei a, 
ausserdem noch gemeinschaftlich haben, so folgt, dass dieselben ein- 
ander äknlich sind. 

Es ist demnach 

4 


Auf dieselbe Weise lässt sich die Aehnlichkeit der Dreiecke 
&,BC und 5,QR nachweisen, weshalb die andere Gleichung 


Wkl. ,QR = BCl, — z 


besteht. Durch Addition resultirt 
WHI. TQas +bQR Ir 909 


WKkl. TZQR = M°., 


d. h. 


4A 
Da nun Wkl. Ma,b, = 3 ist, so folgt weiter, dass die Sehne 


QT auf der Diagonale a;c, senkrecht steht. Wir erhalten somit den 
Lehrsatz: 


„Halbirt man die Aussenwinkel eines Sehnen-Tangentenvierecks, 
„so bilden die Halbirungslinien ein neues Sehnenviereck, dessen 
„Seiten von dem dem Viereck ABCD umschriebenen Kreise in 4 
„Punkten getroffen werden, die die Ecken eines Rechtecks bilden. 
„Die Seiten dieses Rechtecks sind den Berührsehnen, welche Punkte 
„gegenüberliegender Viereckseiten verbinden, parallel.“ 


„Da das Rechteck dem Kreise M,, welcher dem Viereck ABCD 
„umschrieben ist, einbeschrieben ist, so schneiden sich seine Diago- 
„nalen im Mittelpunkte dieses Kreises (M,).“ 


Verbinden wir weiter die Ecke 3 mit M nnd verlängern BM 
bis zum Schnittpunkte mit dem Kreise M,, so geht diese Verbindungs- 
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linie durch die der Ecke @ des Rechtecks gegenüberliegende Ecke 
S; denn die Linie QS ist ein Durchmesser und Wkl. QBS ein Rech- 
ter, weil er über dem Durchmesser Q$S steht. Errichten wir nun in 
B auf a,b, ein Lot, so muss dieses notwendig durch den Kreismittel- 
punkt M gehen, weil es den Winkel bei 2 halbirt. Daher der Satz: 


Verbindet man die Ecken eines bicentrischen Vierecks mit dem 
Mittelpunkte des ihm einbeschriebenen Kreises, und verlängert man 
diese Verbindungslinien bis zum Schnitte des dem Sehnen-Tangenten- 
vierecke umschriebenen Kreises, so bilden die 4 Schnittpunkte die 
Ecken eines Rechteckes. Oder: 


Die Ecke eines bicentrischen Vierecks, der Mittelpunkt des ihm 
einbeschriebenen Kreises und eine Ecke des Rechtecks QRST liegen 
auf einer Geraden. 


Ferner lässt sich leicht der folgende Satz ableiten: 


Die Diagonalen dieses Rechtecks erscheinen vom Mittelpunkte 
M aus unter demselben Winkel wie die Diagonalen des Sehnen- 
Tangentenvierecks von demselben Punkte aus. 


Es ist nun leicht einzusehen, dass die Ecken des Rechtecks mit 
den Mittelpunkten der Seiten des Sehnenvierecks zusammenfallen; 
denn die Seiten des Rechtecks sind || zu den Diagonalen asc, und 
bad, und gleich der Hälfte derselben; infolge hievon ist 


MQ = a == b,Q. 


. Es halbirt somit jede Rechtecksseite die Diagonalabschnigie der 
Diagonalen des Vierecks Aybgcyd>. 


Sei nın der Mittelpunkt der Diagonale ac, und Q, der 


Mittelpunkt von dgd,; ziehen wir nun P,R und Q7, so besteht die | 


Gleichung 


denn P,R gleich und parallel Ja,d, und Q,7' ist ebenfalls gleich und 


parallel asÖ,; folglich ist das Viereck 


ein Parallelogramm; der Schnittpunkt der Diagonalen dieses Paralle- 


logrammes ist der Punkt M,. 'Es folgt aus dieser Betrachtung, dass R: 


5 
Pl 


die Mittelpunkte der Diagonalen agc,, dad, und der Mittelpunkt des 


dem Sehnen-Tangentenvierecke umschriebenen Kreises in einer geraden 
Linie liegen. 
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Verbindet man nun M, mit P, und Q,, so entsteht das Rechteck 
MP,M;Qs, dessen eine Diagonale P,Q,, während die andere MM; ist. 
Es ist also M, in der Mitte der Strecke MM, gelegen. 


Wir folgern hieraus den bereits in früheren Betrachtungen ab- 
geleiteten Lehrsatz: 


„Der Aehnlichkeitspunkt O, die Kreismittelpunkte M, M,, Ms 
liegen auf einer Geraden, und zwar so, dass der Punkt M, die 
Strecke MM, halbirt.“ 


Aus dem Parallelogramm 7'P, RQ, folgt weiter: 


_ Die Mittelpunkte der Diagonalen a,c, und d,d, sind von den 
Mittelpunkten je zweier gegenüberliegender entsprechender Seiten 
des Vierecks agdgcad, gleich weit entfernt. Es ist 


PRQA = SS 
PRT=@R etc. 


Dieselben Betrachtungen können wir auf das Sehnenviereck 
a,djc,d, übertragen. 


Die Mittelpunkte der Seiten dieses Vierecks bilden die Ecken 
eines Rechtecks, dessen Diagonalschnittpunkt mit dem Halbirungs- 
punkt der Strecke MX zusammenfällt. 


Da 
MQ—= @, 
und 
QR 1 bady, 


so halbirt Q@R den Winkel DQ2,, mithin auch den Bogen BRD. 
Das Lot, welches man von M, auf die Diagonale BD des Sehnen- 
Tangentenvierecks fällt, halbirt ebenfalls den Bogen BRD; es fällt 
somit dieses Lot mit der Diagonale M,R des Rechtecks zusammen. 
Wir erhalten daher den Satz: 


Die Diagonalen des Rechtecks halbiren die Diagonalen des 
Sehnen-Tangentenvierecks und stehen auf denselben senkrecht. Oder: 


Der Mittelpunkt des dem bicentrischen Viereck umschriebenen 
Kreises, der Mittelpunkt einer seiner Diagonalen und zwei gegenüber- 
liegende Ecken des Rechtecks QRS7' liegen auf einer Geraden. 


Wir wollen nun noch beweisen, dass auch die Mittelpunkte der 
Diagonalen des Sehnen-Tangentenvierecks und der Kreismittelpunkt 
M in einer Geraden liegen. Der Mittelpunkt von BD sei y und 


jener von AC sei u. 
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Wir haben bewiesen, dass die Dreiecke 


QMS und MBD 


ähnlich sind, woraus folgt, dass auch die beiden Dreiecke 


M,MS und „MD 


ähnlich sein müssen. Die Aehnlichkeit derselben führt zu der Gleichung 
Wkl. SM,M = Wkl. DyM, 


ferner ist das Viereck M,yeu ein Sehnenviereck. Ziehen wir in 
demselben die Diagonalen yu und M,x, so müssen sie sich in M 
schneiden; denn die Winkel SM,M und uyz sind gleich, weil sie auf 
demselben Bogen stehen. Es muss demnach vy durch den Kreis- 
mittelpunkt M gehen. Wir erhalten daher den Satz: | 


In jedem Sehnen-Tangentenvierecke liegen die Mittelpunkte 
seiner 3 Diagounalen und der Mittelpunkt des ihm einbeschriebenen 
Kreises auf einer Geraden. 


Metrische Beziehungen im bicentrischen Viereck. 


Wir gehen von einer Gleichung für das Quadrat des dem Viereck 
einbeschriebenen Kreises vom Radius e aus. Wir fanden 


0? = a,B.d,D 
0? = a,4.5,C. 
Hieraus folgt die Proportion 
aB:a, A =b,C:d,D= eÜ:c,D 
AB:DC = a,B:b,C 
AB+DC:DC = aB-+b,C:b,C 
AB-+DC:DC = BC:b,C 
BC.DC 
d..h.s,C= ABLDE’ 
AB=a, BC=b, CD=c, DA=d, so erhält die vorstehende 
Gleichung die Form 


ist nun s der Umfaug von ABCD und 


2be 
67 
analog ergiebt sich 

Dad 

& 
2 

HN} 
Dcd 


a re a 
7 Br ER 
ur ; 
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Indem wir die Werte aus diesen Gleichungen in 


eintragen, erhalten wir 


4AAB.BC.CD.DA 
g2 


2 


oo“ = 
x 


2 a 
= VW AB.BC.CD.DA 


Bekanntlich ist aber der Inhalt eines Sehnen-Tangentenvierecks 
gegeben durch 


I—= YAB.BC.CD.AA; 
mithin 
21 


Ss 


0 


oder, indem wir 7 daraus berechnen, erhalten wir eine Gleichung, 


die auch direct erhalten werden kann. 


Bezeichnen wir in dem Sehnen-Tangentenvierecke die Berühr- 
sehzen mit e, und /,, so gilt der leicht zu beweisende Satz: 


Das Product der Berührsehuen ist = dem doppelten Inhalt des 
Sehnenvierecks, dessen Inhalt = 7, sei | 


af = 24 = 20°? (sin A-+sin B) 
Bezeichnen wir mit a, d4, €, d; die Grössen 
ab = a,b mb; ah = a, da —d; 


dann bestehen die Gleichungen 


B B 
a4 = 2000857. .4, = 2esinz 


EN. 
b, = 2osin 5’ d, = 20 085 
Für die Diagonalen dieses Vierecks resultirt sofort 


A—DB 
d,Cı an e& _ 20 cos 2 


A 
did, = fı = 2osin 


2 
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Wir wenden uns zur Betrachtung jenes Sehnenvierecks a3byc,d,, 
dessen Seiten auf den Winkelhalbirenden des Sehnen-Tangentenvierecks 
senkrecht stehen. 


Zunächst verweisen wir auf den Lehrsatz, dass dessen Diagonalen 
durch den Kreismittelpunkt gehen und auf einander senkrecht stehen 
müssen. Dieselben schneiden demnach den Kreis um M in den 
Punkten eines Quadrates, dessen Inhalt = 2e? ist. 


Nun fanden wir für das Berührungssehnenviereck a,J,c7d, 
ajdjc,dı = 20? (sin A+sin B), 
woraus folgt, dass a,d,c,d; zu diesem Quadrate in dem Verhältnisse 


sind-sind:1 
steht. 


Bezeichnen wir den Radius des dem Sehnenviereck a,Ö,e,d, um- 
schriebenen Kreises mit R% und den Mittelpunkt dieses Kreises mit 
M,. Fällen wir nun von M, ein Lot auf asc, und verbinden «a, mit 
M,, dann ergiebt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck M;a,P 


p 6) ! mer 1 ARBTIENS 
1, Rsın 5 


und analog aus dem rechtwinkligen M55,Q 


AR 
2 


"M;Q = KR cos 


Da aber 
MM; = M,P?- M,Q: 


; a 


ist, so folgt 


MM? — R? (sin: 


—= R?(1—sin Asin B) 


MM, = R yi— sin AsinB 


Wiewol dieser Ausdruck schon abgeleitet wurde, allerdings nicht 
in der Abhängigkeit von dem Radius R, so glaubte ich ihn noch 
einmal erwähnen zu müssen, da die Herleitung an ein anderes Gebilde 
anknüpft. | 


Dem Viereck «asdacyd, entspricht das ähnliche Viereck a)d,c.dı. 
Der in letzterem zum Punkte M, homologe Punkt ist der Punkt M; 
dem Punkte M aber entspricht, insofern er dem Viereck aybsc,d, 
angehörig angesehen wird, der Punkt x im Viereck a,d,c.d;. Aus 
dieser Betrachtung folgt daher unmittelbar 


ein Sr Ba EN 
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!M& = eV1— sin Asin B. 
Der Punkt M teilt somit die Strecke M;x= in dem Verhältnisse R:e. 


Wir verbinden nun den Aehnlichkeitspunkt der beiden Vierecke 
Gobacad, und aydjc,d}, den wir mit @ bezeichneten, mit einer Ecke 
eines dieser Vierecke; diese Verbindungslinie muss dann auch durch 
die homologe Ecke des andern Vierecks gehen. Wir erhalten die 
Gleichungen 

OB,:OBb, = o:R 
Ox:OM =og:R 


mit denan wir die beiden andern verbinden 


MM,:Mx —= R:g 
Mxz: MM, =o:R 
folglich 

Mx: MM, = 0x: OM 
d. h. der Punkt M teilt die Strecke «M, in demselben Verhältniss 
wie der Punkt O die Strecke M@. Gleichzeitig folgt aber weiter 
aus der Proportion 
Mx: Ox = MM,:OM 
d. h. der Punkt x teilt die Strecke OM in demselben Verhältniss, 
wie der Punkt M die Strecke OM,. Diese Eigenschaft war direct » 
einzusehen, weil ja der Punkt x im Viereck a,5,c,d, dem Punkt 7 
im Viereck agdgcydo entspricht. 


Wir wollen nun einige Beziehungen zwischen den Radien der 
hier in Betracht kommenden Kreise ableiten. 


Wir bezeichneten den Radius des Kreises M, mit Z, jenen des 
Kreises M mit o; der Radius des Kreises M, sei r. 


Zunächst ist 
dr = VIE QR: 


Ki bad,\ ? ee) 
ver)+(®) 


A-+B, A—B 


SER AaC; — 2R cos ICH, 


bad, = 2Rsin 


EB N ALS ER RERS 
Dr V re (sine Ai —+- cos? 5 ) = ®V 1+sinasinz 


or, 
T= EV it ein Asin 3 


26% 
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Aus dem Dreieck MQB folgt weiter, da Wkl. MQB = Wkl. A ist. 
MQsinA = MB 
a9bzsin A = 2MB 


B 
2R cos 5 sin4A=2 ® 


sin 3 
oder 
2e = Rsin Asin B 
Wir sind somit zu den 3 Gleichungen gelangt: 
Ir — Ryl +-sin AsinB 


20 = Rsin AsinB, 
aus denen sich ergibt 
yı —+-sin A sin 2 
sinAsinB 


Nun lässt sich auch eine sehr einfache Relation zwischen den 
Inhalten der 3 Vierecke 


Asbgcadg, ABCD und a,d,c1dı 
aufstellen: 


Der Inhalt des Vierecks a,Ösc,d, ist, wie früher gefunden wurde, 


AHBIN Ag 


GobaCadg = DR? sin METER COS 


2 
Der Inhalt des Vierecks ABCD ist 
AB NNAE RB AR a 
sin A sin 7 sin 5) cos 3 —= R°“sın Asın Bsin 9 cos 5) 
Der Inhalt des Vierecks «d,c,d, 
„..A—DB A—DB 
a,d,6,dı = 20? sin yo 608.5 
Be RR „ADB A—DB 
ne 9 sin? A sin? 3 sin a cos Tor 


Setzen wir die 3 Inhalte in Proportion und bezeichnen wir die- 
selben mit Z, %, 4, so resultirt: 


O9 
1:55:71, =1:%sin Asin B: + sin? Asin?B 


d. h. die Inhalte aller dieser und ähnlich gebildeter Sehnenvierecke 
stehen in geometrischer Proportion und man findet den Inhalt eines 
jeden derselben, wenn man den Inhalt von asdscad, mit einer Potenz 
von sin Asin 3 multiplicirt, | 
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Wir gelangen in unserer Betrachtung zu dem rechnerischen 
Nachweis, dass der Punkt M, die Strecke MM, halbirt. 


Wir finden aus dem Dreieck M,M;Q, dass 
R BEA 
M,M;, = P) V: —sın Asın B 
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit dem früher gefundenen 
MM, = RYi— sin Asin B, 


so resultirt aufs neue das bereits geometrisch nachgewiesene Re- 
sultat, dass 
M,M, = 3 MM; 


Wir gehen nun zur Ableitung einiger Relationen zwischen den 
Radien der dem Sehnen-Tangentenviereck angeschriebenen Kreise über. 


Die Mittelpunkte dieser Kreise sind offenbar die Ecken des 
Vierecks Agbacydy. 


Die Kreise haben die Radien o., Ep, 0c, 0a. 


Nun ist 
4A 
MD cotg Dre d,D 
B 
MD cos ee 
folglich 
4A 
cotgz 
B = d,D 
c085 
ar 27 
d,Dsin 9 0a 
also 
B A, 
04 = otg5 cotg Q? 
analog 


B A 
0% =0 cotg, cotg 3 

BA 
B—octg,tWz 


BA 
eg ytiig 
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Hieraus ergeben sich einige Beziehungen 


1 cc =o0? 
) 04.0c Y | Qu: = 0a: 


2) 9.04 = 0? 
Nun war 
_a 
hy a PD 
mithin 
8 8 . 
IS= sy ae —zy man‘ 
also auch 


4 


$ 
1=5 V ecnseres 


Wir schliessen unsere Betrachtung in der Hoffnung, dass diese 
reingeometrischen Untersuchungen dem Fachschulmanne eine reiche 
Ausbeute von Lehrsätzen liefern, die dem Schüler neue Liebe zu 
dem geometrischen Studium einflössen. - 


Traunstein, im Juni 1884. 
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XV. 


Trigonometrische Sätze. 


Von 
Herrn A. H. Anglin, M. A, LL. B, F. R. 8. 
in Edinburg. 
Der Satz, dass 
arctga, tarctgas—+...arctgan = aretg“ men (1) 
une ... 
WO dy, Ag ... an die Wurzeln der Gleichung 
an — ce rg 7?2— ... cn = 0 


sind, soll bewiesen und dadurch die wolbekannte Formel 


GGG. } 


wo c, die Summe der Producte zu r Factoren (jeden einmal genom- 
men) von tga,, tg%s, ... tga„ bezeichnet, ohne Anwendung des 
Moivre’schen Satzes begründet werden. 


1. Da 
A-+B 
1—-4AB 


arctgA--aretg B = arctg 


ist, so haben wir: 


Pı 
Tı- 


arctga, + arctga, — arctg 


WO 44, ag die Wurzeln der Gleichung 


& — pt pe = 0 


sind. Addirt man auf beiden Seiten arctga,, so erhält man: 


408 Anglin: Irigonometrische Sätze. 


arctga, + arctga, + arctga; = arctg u Pe 
212498 


Aber a,, &g, a, sind die Wurzeln von 


; (©? — PC + P3) (© — a5) = 0 
das ist von 
Ä Re (pt a3)0? + (pe 9,03) %— Pod = 10) 
folglich 
91.5.98 
arctga, -arctga, -arctga, = og 
—9 
WO ay, Ay, as die Wurzeln von 


? — q8° + 938 — 9; — 0 


sind. Und wenn wir mit diesem Resultat ebenso verfahren, so Auen 
wir: 
r1 Br Tg 


rt 


arctga, + arctgag+tarctga,+arctga, = arctg 
WO 4, Ag, Ay, ag die Wurzeln sind von 
re trat —rscH4r, =0 


Nehmen wir jetzt die Richtigkeit der Gl. (1) für irgend ein » 
an. Hier wird es notwendig sein die Fälle zu unterscheiden, wo n 
gerade und wo n ungerade ist. 


(1) Ist n gerade, so ist der letzte Term im Zähler der rechten 
EA 2 
Seite der Gleichung (—1)? &-ı und im Nenner (—1)?c„. Nach 
Addition von arctga„yı erhält man also: 


A 
arctgaı-t ... arctganyı — arctg 7, 


wo 
n 


A == (ce, 4 An+1) Kuren (Ca + CgAn) + (c;+ C4n+1)— es +(— 1dcnanzı | 
2) 
B= 1 AraR (Ca —- C]An+1) + (4 + ezanı) a NO — (— 1) (cat Cn—1l an) 
und zwar sind a,, Ay, -.. @Qn+ı die Wurzeln von 
(ar — or I... ©) (@— an+ı) == 0 


er tl — (oc) A-an+1)2" +... Onany+ı = 0 


Demnach, da n gerade ist: 


das ist 


— tz... + pen 
Ich 3 


arctga, + ... arctganyı = Arc tg 2 
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WO a, Ay ... Anyı die Wurzeln sind von 
art — 4a bar N Rapde ati Se) . 


(2) Ist » ungerade, so ist. der letzte Term im oben genannten 
n—1l n—1 
Zähler (—1)? cn, im Nenner (—1) ? «-ı. Verfährt man wie vor- 
her, so findet man: 


C 
arctga,— ... arctganyı = arctg 5 


n—1 
= (ec, Br An+1) REN + ange 1) r (en + Cn—1 An +1) 
n+1 


D=1— (a3 + oan41)4+ ...+(-D)oanyı 


und zwar sind a,, ... a*+! die Wurzeln von 


at — (st amr)ar  ... Iomanyıı = 0 


Da n ungerade ist, so folgt: 


h n—1 
| u—bs+..+(-1) 2 6 
arctga,—+ ... arctganyı = arctg rar MN 
| 1 ak 7 m re +(—1) ? intı 


WO a, ... An+ı die Wurzeln sind von 


art — ar... in+ı = 0 


Somit ist der Satz vollständig bewiesen. 


Setzt man a, = tge,, a, — tgeo,, etc. so ergibt sich als Corollar 
die anfänglich genannte trigonometrische Formel. 


2. Folgende Deductionen aus dem vorstehenden allgemeinen 
Satze sind bemerkenswert. 


(1) Ist a = 9 ,.: = x, SO wird 


I-L.c0,0 — 
4% 7 (3% Celle 

narctgx = arctg Regale ar | Oo er TE 
2 4 ... 


wo c, die Anzahl der Combinationen von r unter » Elementen be- 


zeichnet, mithin 
n! 
r lan)! 
ist; und, wenn x = tg® 
atg9--ctg?0 +... 
1-30 4... 


tgnO = 


BE PFeg >= 
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(2) Ferner erhält man für &=1: 


TC 4-04; re lee N 


BUNTE (8) 
das ist = 0, 1, ©, —1, jenachdem 


n=0(,1, 2, 3 (mod. 4) 
daher 
a a er. 6m — 1, 0) (n ze 4m) 


1—o9-+ ... —emp=0 (n= 4m-+2) 
3. Ein zweiter Satz ähnlicher Natur mit dem vorhergehenden 


lässt sich hier in angemessener Weise geben. Es soll gezeigt wer- 
den, dass 


Rh RE) —-h; = in inf. 
arctea, —.... gan = Inu 
ga)... arctgan = aretg 1-A,th, — in inf. 


wo Ahr die Summe der homogenen Producte aus je r der Elemente 
Ay, Ag, »+. An, mit Wiederholung, bezeichnet: 


Man hat: 
(1— aK)1(1— age)... (l—ae)l = 
I+h,0 ng? + RR + har + RN in inf. (4) 

Setzt man nach einander 2=: und -—; und dividirt die Differenz 
beider Gleichungen durch ihre Summe, so kommt: 

U er UN REN 

era on 
(1-ia,) (1-F+ia,) ... (1-+ an) — (1—ia,) (1 — as)... (1 —ia,) 
(14 ia,) (1 as)... (1 ia) + (1 —ia,) (1— ia,) ... (1-- ia) 


Andrerseits ist ‘* 


(1+a2)(1+aze) ... ltau) = 1+ 98% +04... na" 


wo c, die Summe jener Producte ohne Wiederholung bezeichnet. 
Verfährt man mit dieser Gleichung ebenso wie mit Gl. (4), so er- 
scheint zur Rechten derselbe Ausdruck, und es ergibt sich: 


ee DW. Cı ya CC; Be N, 


nn er 


Substituirt man in den Formeln (1) und (2) den ersten Ausdruck für 
den letztern, so ergibt sich das Zubeweisende. 


Das gleiche Resultat kann man auch auf folgende Art gewinnen. 
Man hat: 
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(cose, + isine,) (c0s@3 + sin as) ... (COS „+ isina,) = 


cs(y ++ ... m)tisin (+0, ... 0.) 
Nun ist aber 
1 sece« 


1 cCOSe@ — sin « 1—itgo 


daher 


| seca,SseCag.... SEC, * 
d—itga)A—itg,).. dt tg) 


cos(y +...) Fisin(, + ... &) 


das ist 


seca, Ssecag ... seccnfl— gt, — ... il tk— ...))= 
cos (a, — Pe &,) +-isin (u, | 
mithin einzeln 
sin(e, + MEN: &) = SCE an IL USCG Onlhı — h;+ er 3 
cos( + ... &n) = seca, ... Secn(1— Ro ..:) 


woraus: ı 
Rh, —h 
ta ae! 
ei I n) 1—y-t ... 
Sol man a, = — .. a — 2, 80, Tolgt: 


ha — hand had — ... 
narctgx = arctg zn 5 a 
ale 3 4 NG er 


wo h, jetzt die Anzahl der homogenen Producte von je » unter n 
Elementen mit Wiederholung bezeichnet, das ist 


ir (r+r—1)! 
“u a@— Dir! 
It © =tg9, so wird 
9 —ht230- ... 
EEE ao 


1—ht29-+.. 


Setzt man x =1, so erhält man: 


mit denselben 4 Werten wie in Gl. (3). 


5. Folgende Resultate sind vielleicht in ihrem Zusammenhange 
mit dem Vorhergehenden bemerkenswert. 


Man hat: 
cosn9-+-isinn@ = cos O1 +itg9)* 
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Nach Entwickelung findet man: 


cosnOsec"Q = B; sinn®seer® = D 
wo 
Bi 1— 9t2?0 + c,tg0 — ... 


D= «89 — std + c,t8°9 — ... 


n 
letzter Term, jenachdem » gerade oder ungerade, in B (—1)?tgr® 
„rt, nl n—1 
oder (—1)2 »tg"=1®, in Dn(—13 gn-1@ oder (—1)? tgrO, 
und 
UN n! 
” Trln —r)! 
Andrerseits ist 


c0osrd--isinn® = (cosO — isin O)-r = secrO(1 — tg)" 


Verfährt man wie vorher, so findet man: 


cosn9cor9 = 1— ht 9-+-Atg!9 — ...= A 
sinn corQ — h,tg9—hstg?Od + ... = B 
wo 
A Khr—2)l 
"ln —1)!r! 


Hieraus folgen die Relationen: 


AB—cond (5) 
A oe 
BB” (cos9)? (6) 
CD = sin®nO ze 
C 
Lee Der 2n 
D (cos ©) (8) 
und hieraus wieder: 

A C 

BD oder AD= BO (9) 
AB+-CD=1 (10) 


CD = ABtg?!nO 
AABCD = sin?2n® 
AC = BDeos!"®, 


Hoppe: Neue Relationen innerhalb eines Orthogonaleoerficientensystems. 413 


XIX. 


Neue Relationen innerhalb eines 
Orthogonalcoeffieientensystems. 


Von 


R. Hoppe. 


Die 3.3 Coefficienten einer Orthogonalsubstitution 


a bie 
a,bıeı (A) 
Agbg Cy 

deren Determinante = —-1 angenommen wird, erfüllen zunächst 6 


Gleichungen der Form 
e+2+®=1 
6 Gleichungen der Form 
aa -+bb, +.cc, == 9) 
und 9 Gleichungen der Form 
| a=b,%— Cıbs 


Aus diesen 22 Relationen gehen jedoch manche weitere hervor, 
die ziemlich einfach und ausserdem durch Anwendung bemerkens- 
wert sind. 


Man findet: 


(&ıi+e3)>+le1—22)? = (d)’+e1)-Hlbg?-+e2?)-+2(Bies—e1bs) 
= (1—a,?)+(1—ag?)+2a = 1+a?+2a 


also ; 
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re)’ ra —b)’—= (la) (1) 


woraus durch Zusammensetzung leicht folgt: 
% 


l+e+41 4)’ +&— 6) = (1a) 1+a+b, +6) (1*) 


ferner: 


(a, —b)(e—a,) = a,c-+-bay — be — ads 
— (by +ac,) + (ce + abs) + (dit d263) + (dba + C1Ca) 
das ist: 


(a4 —b)(e —a,) = (b»+c,)(1 +a+b, 4-6) (2) 


Lässt man nun c,—2, durch ceyklische Substitution nach beiden 
Richtungen einmal in —a,, das andremal in aa— ec übergehen, so 
erhält man aus Gl. (1): 


(a-+-2,”+(— a) = (1-40) 
ee, 


woraus durch Addition: 


(4 —b)+(e— a) =2(1—a)(l+a+b, +6) (3) 


und durch Subtraction: 
(a — 5) — (e— a)? —= 26 —b,)1+a+bı +6) (4) 


Addirt man zu Gl. (3) die mit 2 multiplieirte Gl. (2), so kommt: 
(—b+.- a)? - Mat te)itats +) (6) 
Endlich gibt die halbe Summe der Gl. (3) (4) zu (2) addirt: 
(—b)a 4-43) = Aa t+etbste)ltardıte) (6) 


Jede der Gl. (1) bis (6) repräsentirt eine Anzahl Relationen glei- 
oher Form. Erstens können zwei Reihen des Systems (A) ihre Vor- 
zeichen wechseln. Zweitens können 2 Reihen vertauscht werden, in- 
dem zugleich eine Reihe ihre Vorzeichen wechselt. Drittens kann 
jede cyklische Substitution vollzogen werden. 


Durch letztere Operation gehen aus jeder Gleichung neun her- 
vor, die sich nie decken und am leichtesten unmittelbar abgelesen 
werden können, so dass eine besondere Aufführung nicht nötig sein 
wird. 


Aus Gl. (1) gehen durch Vorzeichenwechsel nur zwei Relationen 
hervor: | 
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&, +”? +5) = (1-0? 
Br al Nein de) = (a8 


die sich auch durch zweite Operationen nicht vermehren. 


(1) 


Für Gl. (2) (3) (4) liefert die erste Operation je 4 Relationen: 


(a, —b)(e—a,) = (,+c,)(1-+a-+b,+ 6) 
(a, —b)(c+a,) = (db, — a) (L--a—b, +6) 


2 
(a, +5) (e— a) = (a — ca) —a-td, — co) | 2 
(+5) (ce +) = (dt ec) (lab — 6) 
(4—-b®+6—a)!= 21—a)(ita+uy+e) 
(a, — 5)? +(c+ a)? = 21+a)( 1—a—b, 46) (3) 


(a5)? +(e—- a)? = 2(1+a)(l—a+b, —c,) 
(a, +5)’ +(c+ 4)? = 2(1—a)(1+a -b,— c,) 


(a —5) — (e— a)? = X, —b)A+a+b +0) , 
(a, —5?— (c+ a9) = Au +b)1-a—b, 46) 1 
(a 42)’ — (c— a)? = 2(—e+b,) (1 — a+21—e9) 

(4 +®— (c+a)! = XA--b)Ulta—ı—e , 

Durch die zweite Operation geht die Hauptdiagonalrichtung ad,c, in 
die transversale aaÖ,c über. Die dadurch erzeugten Formeln können 
wegen des letzten F'actors die Urformeln nicht decken. Man findet: 


—b)( at) = (a) i+a+bı—e) 

—4+b)( at) =(a+t)U1—a+54+0 (2) 
tb) 2a -)= la )UA+R—54e) | | 
(4 —b)(-g-+ a) = (ci +) (1—a -b,—e) 


(4 — 5)’ ++ a)? = 21 —-s)l+a+b—e) 
(, — + (9 — a)? = 2(1+a) (1a — by, — ec) 


3 
+++ it) at + “ 
ti ga)? = Mi --)U+g te)! 

(a — bs)? — (+ a)? = !(—c—b)iA+a+DÖ, —e) 
(a; — 3)? — (oa —.a)? = 2(—-c+b)(l —as- 5, —c) (4) 


(+5) — (a +a)? = 2(c+b,) 1 -a +5, +.) 
(4 +5) — (9 —a)? = 2c—b)(l+a -5-+0) 


Für die Gl. (5) und (6) liefert die erste Operation je 8 Rela- 
tionen; 
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(a —b+e—a,)? = 21 -atb,te)i-tat+bıte) | 
(a —b—c+4)? = 2 1—a—b,+c)(lta+bıtee) 
(a+b+c+ag)?” = 2(1—a+bz+e,)l+a— 2,63) 
(a4 +5—c— a5)? = 21—a—bz--c,)(1a—b,—e5) 
(a3 —b—c—a3)? = 2(1+a—bs+c,)l—a—b,4-63) 
(4 —b-+c+a,)? = 2(14+a+b,—c,)(1—a -b,+63) 
(a+b4+0—a,)? = A1+a+3,—,)1—a+b,—6,) 
(a+5—e+a,)? = 2(1-Ha—bz-+e,)(l—a+21—03) 


(4 —b)(a 1 —b4+c—a) = l—a—b,+et+bste)itarbıt%) 
(—b);—b—-c+a,) = (1—-a—b,4+8—b5—c,)(1+a+-b,463) 
(4 —b)(a —b—c—a,) = (l+a+b, + — beste) l—a—217-03) 
(a —b)(a—d4+c+a3) = (l+a+b,+e+b,—c,)l—a— 24-6) (6) 
(a+5)(a,+d+e- a3) = (l4+a—b,—e3+b,—e,)(l—a-+b1—02) 
(a, +b)(a2;+b5—c+a,) = (l+a—b, —c3—bs+e,)(1—a-+b, —ce) 
(a4) +b+e+a) = l-arb—es+bs tea) lta—b,— 65) 
(a,+b)(+2—e—a;) = (l-a+b)—e—d,—e,)(l+a—b,— 65) 
Gl. (5) bleibt unverändert bei zweiter Operation, denn die Sum- 
manden des ersten und zweiten Factors der rechten Seite folgen den 


2 Diagonalrichtungen, so dass sie sich dann bloss vertauschen,. Gl. 
(6) hingegen liefert: 


(4b) —d5+%+a) = l—a—b,—c—b+c,)(I+ay+b,—) 
(a1—b3)(aı -ds—e—a) = l—ag--),—c+b—e,)(l-+as+b1—e) 
(—b)y —5—c;ta) = A+a+b;—c+b+e)(l-—-a—2,—e) 
(aı—b3)(a,—bs+%—a) = (l+a+b1—e -b—e,)(l—ag—b)—e) { 
(a-+3,)a+5s+0,+0) = d+a—b,+e -0—0)U abe) 
(tb) tb —a—a) = lab te +b+e)( lage) 
(ab) +bs-tre—a) = lat; +e—2 +) —2,e) 
(atbs)(an +63—eta) = A—ag+b1+er+bd—e,) l+a—b,te) 
Demnach vertreten die Gl. (1) 18, (2) (3) (4) (5) 72, (6) 144; alle 
zusammen 450 neue Relationen. 


(8) 


(6) 


Auf die vorstehenden Relationen ward ich durch die Unter- 
suchungen geführt, von denen der nächst folgende Aufsatz handelt. 
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XX. 


Rein analytische Consequenzen der 
Curventheorie. 


Se 


In meiner analytischen Ourventheorie, d. Arch. T. LVI. S. 62 
und schon früher, Crelle Journal Bd. LX. S. 182. Bd. LXIH. S. 122, 
habe ich das Problem der Darstellung einer Curve aus gegebener 
Relation zwischen Krümmungs- und Torsionswinkel auf die lineare 
Differentialgleichung 2. Orduung 


r' + ir ir = 0 (7) 
zurückgeführt. 


Die Einführung der imaginären Function r war daselbst eine 
vermittelte; gegenwärtig wird ihr directer Ausdruck in Raumgrössen 
von Anwendung sein. 


Es bedeuten /, g, A die Richtungscosinus der Tangente, f’, g’, 

h’ die der Hauptnormale, Z, m, n die der Binormale, ‚r, $ den Krüm- 

mungs- und Torsionswinkel, die Accente die Differentiation nach r. 
Sei dann AR 

ren. 

TE 


r=e (8) 


dann erhält man durch Differentiation: 
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; IT 
Y = If 
f el 
Beiiven: Tr) Tre. 
„N [-# As ale )—) i 
+r)? Tg u 
N ee, 
oma 
a ne )r 
= — r— 4iö'r' 


und erkennt, dass Gl. (7) durch den Wert (8) erfüllt wird. 


Bezeichnet r, den conjugirten Wert zu r, so ist 


Of. 
n | 
me San 
Ari ne == A(1-#7) 
woraus: 
rr, + Ar'r,' = 24 oO 
rr, — Ar'r) = 2Af ao) 
Die Constante A kann man —1 machen, indem man f=0 zur 5 


untern Grenze des Integrals in (8) wählt. 


Ferner ist 
en 
Ir = —— rn, = Alf 
woraus: 
rır tr) = Af'; rır'—ır,' = iAl an a 


Hiernach sind durch r die Grössen /, f’, !, somit die Lage der 
Curven zur x Axe bestimmt und explicite ausgedrückt, 


$. 2. 


Man kann nun r einerseits als specielle Lösung der Gl. (7), 2 
andrerseits als geknüpft durch Gl. (8) an die specielle Lage der 
Curve zur x Axe betrachten, und in beiden Eigenschaften zur vollen ‘ 
Allgemeinheit fortschreiten. Dann entsteht die Frage, ob die allge- = 
meinste Lösung der Gl. (7) im ganzen der Curve in allgemeinster 
Lage, und welche Lösung einer beliebig EeSehehtn Lage entspricht. ei 
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Unmittelbar erhellt Folgendes. Da Gl. (7) nur durch den Coef- 
ficienten 9 von der Curve abhängt, und dieser für jede Lage die- 
selbe Grösse ist, so muss Gl. (7) erfüllt bleiben, wenn man die x 
-Axe beliebig verrückt, oder, was dasselbe ist, für /, f’, Z eine be- 
liebige Orthogonalsubstitution einführt. Sind also a, d, e Richtungs- 
cosinus einer beliebigen neuen Geraden gegen die x, y, 2, so ist 


4 er Mel om en), 
3 1--af-+bg+ch (12) 


mE 


eine Lösung der Gl. (7). Demnach kann Gl. (7) nur entweder gleich 
allgemein oder allgemeiner sein als dieser Ausdruck. 


Andrerseits wissen wir, dass die allgemeinste Lösung der linearen 
Gleichung 2. Ordnung (7), die wir vorläufig mit r, bezeichnen, durch 


die Relation 
e-i#dT 
nl (13) 


auf das Specialintegral zurückgeführt wird. Folglich muss für irgend 
welche constante untere Grenzen der zwei in r, enthaltenen Inte- 
grale r, identisch mit r, werden, indem wir a, 2, e als beliebig ge- 
geben, die unbekannten Integralgrenzen als Functionen davon an- 
sehen. Zur Abkürzung sei 


Bea. 


Be are. In 
dann hat man hiernach: 
ı / (0-0 ee 
e | === 
und nach Differentiation: 
2 04 (09 — w)Or = fo Or 
2 derbe —e£ 
oder: 
M ! / (@+ @)OT B: BE u as) 


$. 8. 


Hiervon machen wir erst specielle Anwendung zur algebraischen 
Darstellung des Integrals im Exponenten von r. Seien 5 und e un- 
endlich klein 1. Ordnung; dann ist 1—a unendlich klein 2. Ord- 
nung. Entwickelt man also @;— »bis auf 1. Ordnung, so findet man: 


27° 
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_ A-HNdlg’Him)+elh'+in)]— (f'+ü)(bg-+eh) 
daR? 
„gHimt(/g —gf )-tiÜfm A) 
Ya, ’ 


EEE 
a+n? 
„9 g’+rtim—i') DR N — m-t+int-g') 


ar): ler)? 


ang terlm—h)) 
—= (b-Hie) af) 


Der constante Factor d-+-ie verschmilzt mit der untern Integral- 
grenze. Lässt man also 5, ce stetig verschwinden, so dass ® in {n) 
übergeht, so erhält man: 


SE _ Or ee Anal! + i(n— h' nn (16) 
Ne 

für bestimmte untere Integralgrenze, die jedoch noch vom Anfang 

der $ abhängig bleibt. 


Sei | ; M 

lor 08 

ee rear 17) 

Nach Multiplication mit 1 Go 
FA 'or E 

IM Bi 
arts ; 
lautet Gl. (16): # 
) ng’ + m: im —h) od 

ip — 1 IR 

i ga AL a 

woraus: B 
cos +9 IR, int 

Io2 1 u 4 

h’—m 3 

a Tara 20) 

p Sg In (20) N 


ein Resultat, dass sich durch Differentiation leicht bestätigt. Auf i 


rein analytischem Wege hätte sich dasselbe schwerlich auffinden 


lassen; es war vielmehr kaum wahrscheinlich, dass ein allgemeiner . 
Ausdruck für das Integral (17) existirte, weil die Grössen /5, 4,7 
Functionen zweier Variabeln sind, die nur üreh die Curvengleichung u 


in Relation mit einander stehen. 
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Die Relation - 


+)’ +W— m)?= (1+f)? 


welche für das Bestehen der Gl. (19) notwendig ist, zeigt sich über- 
einstimmend mit der Formel (1) im vorigen Artikel. 


$. 4. 


Jetzt lässt sich die allgemeine Relation (15) algebraisch gestalten 


Wir schreiben sie: 


(0 — wJE'rrg = A (const.) (21) 
Hier ist 
Er 
r= yi+fe2 (22) 
Aus den Gl. (19) findet man: 
Ba -VI3FE rn, 
2 Si-+f) 
DDR Sr Rem 
2° yaa+NAatrtg+n) 
daher wird 
ar +nt+iüh—m) 9 
eı72 (23) 
vaatrts tm 
Durch eine Orthogonalsubstitution geht r über in r,. Sei also 
abe 
a,d1C, 
dig ba c3 


ein constantes Orthogonalcoefficientensystem, und wenn der Index 2 
das Resultat der Substitution bezeichnet, 


heat... seat. k=-a/+..: 
ZGeort..: geaufti.: Bw af-t... (24) 
, =a-+t..; m=al -+..; wm =al +... 
dann wird 
(25) 


Kr 14f +92 ++ hs Z), — = 
; v2ua+r+g'+n) 


und nach Einführung in Gl. (21) erhält man: 


4922 Hoppe: Rein analytische Consequenzen dev Curventheorie. DE. 


| ti FH ) 14 tr trih—m) x 
1-+7 Lo: vi+t/-+o-+n 
14Ar+9' + re + ihr — — 24 CE 
vi+Hr+g RE 
Die Constante A muss im Laufe der Curve dieselbe bleiben. also r 


ihren Wert behalten, wenn die Tangente, Hauptnormale, Binormale 
die Richtungen der x, y, z haben, so dass 


ze 
L e) 


wird. Hier ergibt sich: 


1-30 L-ba Br a Tre 


ie YVitatıta 


das ist nach Ausführung der Multiplication: 


ee Üe— 3) | Mm 4 
vita +5, +6 vo, 

Den Modul des Zählers zeigt G]. (3), der gemäss wir setzen können: E 

A Val Zayte | 1 oa 

NER ae | (29) ss 

V2(1—a)(1-+a noir ge) 


eia — = 


Setzt man ebenso 


h"— m 


cos 2u — a, sin!u = 117 (80) 2 
so lautet Gl. (26): re 


ar er a 
(er - 17) VAFNUFreH ta) = YA —a)eia (81) r 


Die Gleichheit der Moduln ist von selbst offenbar; denn das Quadrat: e 
des Moduls zur Linken ist: ER 


LESE NAURN, ey | 
( B) me T ze 2) \a+na+2) n 
LE un. a Ale HU 

\ afn): arp ?arrndth \ (iI+/)1+R) = 
Meet oft | 
er re Natnatn) u 

2(1— ff’ — U) = 2(1— a) 
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Die Amplitude des ersten Factors in (31) ist: 
AFNE—U+R) 


=artg I _ 
Eat CHR) 
' die Gleichsetzung der Amplituden gibt: 
Yet = a (32) 
Entwickelt man %, /’, 7, nach (24), so kommt: 
u —tal+b(m+fm—Ig)-H-e(n-fn— In) 


Ft lg rg" —Fg)+elW HF) 
” — Aa) +b(m—h')-He(ntg') 
— (1 a)’ +b(g’+n)+e(k’—m) 


Nimmt man hierzu nach Gl. (30): 


h"— m 


BT gen 


so findet man: 


tat) A-FNI-U—a)Hsm N )Henty)] 
a) [Ug’ +) 4 (m) rel” Hm + man A-a)r 
+5(g’+n)-+ ein —m) HL’ +) ’+W —m)2]} 


Nach Gl. (1) ist aber 
(+? +W— m? = (1+f)? 
daher 


N Nr a a u 
a en) 


Andrerseits ist 


at C— dg 


Me 
ee Ale 
und nach Gl. (32) 
tens — a) —t 

folglich A) s(p-+ u) 
a) +ft gr tn) (d— AH)lhr - m) 
(d— a) A+f2 + 924 R2) + (e— ag) (hy m) 

-A- alt — m)+el+/ts + (33) 

— d—a)f' +1 +/+g Hr) +elh’— m) 


Demnach hat der Ausdruck zur Linken die Eigenschaft sich nicht 
zu ändern, wenn entsprechend einer Rotation der Curve um die x 
Axe a,bjCı Gebgc, Varüren. 
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8. 5. 


Wir haben r, als jedenfalls begriffen in »3 nach Gl. (13) darge- 
stellt, wo die Constanten noch nicht bestimmt sind. Seien r und r, 
definirt durch (23) und (25) und 

RO 
B?= (e#+cC (34) 
Durch Differentiation folgt: 
89 er 
2 
Dies verglichen mit (21) und (27) gibt: 
BZ -V/ 2 Kara iS b— Mt ilc—as) 
1a (1—a) Yy1+a+b+e 
Nun ist nach Gl. (22) (19) 
Bas RN e-!(py+9) EN g+n— ih" — m) 
PERL SEN d-E72 
und wir gewinnen aus (34) zunächst die neue Integralformel: 
S - SE ww b - „1 —Üc— a) 
IR; Arzt (1—a) Yıta+s, + 
1+ft9 re ihr‘ mg) IL: HIER (35) 
1+/+g9+n tim) ViIHr tg En 


Für «=1 ist der Ausdruck nicht direet anwendbar. Um auf 
den Fall stetig überzugehen, sei 


@ N 
B rT9 eis = 1 


ı=o=c008%: bel; ce= — a = sun% 


und # unendlich klein. Dann wird bei Entwickelung bis auf 1. Ord- 


nung 
DET. Cm A 
1—a 1—a % 


IH fon, = IH Hg’ (h - Du 


hg -m = h"—m—f'% 


daher 


ER 2 14+/+g'+n-+-(h— Dat iüh'—m 7 x 
% 1+f+g'-Hn-+ ih‘ — m) 


Lee. 2 
nu N RE 
) 


2i 
Ta FIT mt IHRER) 


Hoppe: Rein analytische Consequenzen der Curventheorie. 425 


Nun ist nach Gl. (1*) 
AHrtotn)2+ 0 m)? = AH) Hr ++) 
folglich 


En. _: GEN „| 
2(1-+/)(I-Hf+g'-+n) 
E22 a ht} 
24/4404) 
Es et aber 
(k— (+) -fW- m) =M'Hn)+tm -g') - (In fh) 


—= kA+/+g'+%) 
und nach Gl. (2) 


k-)W-m)=—(f'+)(1+/-+9-+n) 


KER2T h-ig % g— ih 
SR (4275) - rt const 


In einfachster Gestalt hat man also: 


g-n Sf Al RR Nom 00 EL 
da+r)% n1-4f: dA-+n?2?° 147 


wie sich auch durch Differentiation leicht bestätigt. 


daher 


8. 6. 


Jetzt ist für irgend einen Wert von C, welcher vom Coefficienten- 
system’ abhängt, längs der Curve 


Br Na). 142492 Ina-tülhr'-—ms) A +9 mn 
(1-a)VYitats, te 1414g9'-n+ilh'—m) 14/499 nz 
an 
HE, 


Da man eine momentane Stellung der Tangente, Haupt- und Binor- 
male für «, y nnd z Richtung wählen kann, so ist es gestattet das 
Wertsystem 


als existirend zu betrachten und in die Gleichung einzuführen. Dann 
kommt: 


Era. Einer MER I1+a+5,4 u... Saul mel 
(A—a)VY1+a+b,+o 


eh Ka 
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Nun ist nach Gl. (2) 


B— a) a — ca) = —(+a)l+a+5, +6) 
(e— a9) (db) — cc) = (a +2) (1-+a+b+c) 
und die Gleichung reducirt sich auf 


by Me—%)—ile ta ta 2)] 
2(1—.a) 


+0-0 


oder 


Mit Anwendung von Gl. (1*) können wir das Resultat schreiben: 


[da —4e—a,) | I+f-+g' HR —ih-—m) JI-Hfe492 net ülhr' —ms)] 


2(1—a)(1+f) VeA+a+B, tes) A449’ +n)(I-+f2+g5’+n3) 
bie‘, ih ; 


Bee, 2 


Diese Formel stellt das Product 


(A-+a+b; +6) (1 ++ et gs n9) (37) 


als Quadrat dar. Die 3.3 darin figurirenden Grössen sind die Rich- 
tungscosinus gleichnamiger Axen dreier orthogonaler Axensysteme 
gegen einander. Das Product bleibt daher ungeändert erstens bei 
Vertauschnng der 3 Axensysteme, zweitens bei gleichzeitig cyklischer 
Vertauschung der Axen innerhalb jedes Systems. Die Basis des 
Quadrats zeigt dagegen nicht dieselbe Symmetrie; daher lässt sie sich 
in 9 verschiedenen Formen darstellen, welche identisch sein müssen. 


$. 7. eh 


Nach dem Vorstehenden ist nun 


1A t ge Hot lm) 
VAL +92' + ns) 
1: 1 +f+g tr Hih—m) — ai (27 ih ) 


Var 


B vyaatr+g4+n) Ir/ 

für 
1 db ati), 1 A 38) 
N 2yita+bt% ira 


Das allgemeinste Integral r, der Gl. (7) muss den gleichen Ausdruck 
für allgemeine B, C haben. Soll nun r, das allgemeinste Integral 


REN PR - U P N 
FR Bam. tr 73 
N j 


Hoppe: Rein analytische Consequenzen der Curventheorie. 427 


repräsentiren, so ist einzige Bedingung, dass für gegebene B, C die 
Gl. (38) erfüllt werden können. Setzt man 


a = (08%; db =sinAsinv; e= sinAcosv 
a4 = —sinxsinu; b, = 008 #sinusinv—-cosucosv 
C; = C0S ASIn u C0sv — cosusinv 
Ag = — SINXCOSU; bg = 605 #*C0S u SIN v — sin u. CoSv 
4 = 008% 084 Cc0sv--sin usinv 
dann wird 
u ; sinzekute): = —_ it Fe (39) 
B 2 2 
Setzt man 


1 
Fe BES geR 


so erhält man die 4 Bedingungen: 


ins =p; utv=2UR— 7) (40) 
% 
w5=4; v=—R-—o (41) 


Die Amplitudengleichungen lassen sich durch vu und v erfüllen, die 
Moduleleichungen im allgemeinen nicht. Demnach ist das durch 
Gl. (25) (24) definirte r, nicht gleich allgemein mit r,. Beide. unter- 
scheiden sich durch einen reellen Factor. 


Betrachtet man dagegen r, als Bestimmungsgrösse der Curve, so 
zeigen die Gl. (9) (10) (11), dass nicht nur ein reeller, sondern ein 
beliebig complexer Factor von jedem r, mithin auch von r, aus den 
Werten von /, f’, 2 herausfällt, so dass die erste Gl. (39) zur Be- 
stimmung der Curve nicht mitwirkt. Hier fallen die Gl. (40) weg; 
nur die Gl. (41) sind notwendig und bestimmen » und v, während 
w willkürlich bleibt. Erwägt man indes, dass durch x und v ebenso 
wie durch /, f, ! die Lage der Curve zur x Axe allein bestimmt 
wird, während « nur die willkürliche Rotation um die x Axe aus- 
drückt, so erkennt man, dass die allgemeinste Lösung der Differen- 
tialgleichung sich vollkommen mit der allgemeinsten Lage einer Curve 
deckt. Man kann demnach die Differentialgleichung nicht dazu ver- 
wenden, aus der, einer speciellen Curve entnommenen Lösung die 
Bestimmung anderer Curven abzuleiten. 
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8. 8. 


Seien r, 74, ra definlrt durch Gl. (23) entsprechend 3 verschie- 
denen Lagen derselben Curve. Dann muss, weil alle die Gl. (7) er- 
füllen, eine lineare Relation 


Ar + Ayr, + Agrz = 0 (42). 
zwischen ihnen existiren. Durch Differentiation geht daraus bervor: 
Aor—+ A,0,r7 +4 Agwgr,g = 0 

Aus beiden Gleichungen findet man: | 
Dj" lg, War 


Aa ar 
he r1 79 


Man braucht dann nur ein specielles Wertsystem, bezeichnet durch 
den Index O einzuführen, um die Formel (42) zu einer bestimmten 
zu machen, nämlich: 


0,77 0%; 9908 0 — © 

1 2 2 1 

TEICHE WARE ” E= ( v 3 r1 - ( ) rg = 
| A ji 1] 0 73 0 


das ist einer algebraischen Relation zwischen 3 orthogonalen Systemen. 


Zu specieller Anwendung mögen das zweite und dritte Axen- 
system gegen das erste die Richtungscosinus 


010 001 
001 100 
100 010 


haben. Zur Coefficientenbestimmung setzen wir 
ee! 
dann werden die ® nach der Reihe 0, 1, ©, die r ebenso 2, 1—;, 
1-+-i; die Coefficienten haben den gemeinsamen Factor $(1—:), nach 
dessen Weglassung sie sind: 1, —1, —1. Die Gleichung lautet: 
r— rn —r=0 oder: 
IH nt om) 1494 +1Hf'—n) 
Yılaıv oa Vi+g+R +1 
tat mt ig) _ 5 
Vi-h+rtm 
Macht man die Gleichung rational, so erhält man: 


MAHr+ tm HU+gtR ++ +14 4m) — 
A+rtgHntr tg HN Hit mn). 
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In meiner analytischen Curvantheorie, Arch. T. LVI. S. 62, habe 
ich gezeigt, dass jeder Lösung r der Gl. (7) als zweite der conju- 
girte Wert von 

r'pid 
entspricht. Setzt man den Wert $Jor für r’ und für o, r die Aus- 
drücke (14) (23), so erhält man folgende Darstellung des allgemeinen 
Integrals: 


„AU nt Sm) HB ginn} 
Virrhe 


Den Differentialquotienten findet man leicht aus 


(eier)! — (ep oe 8 


Setzt man den conjugirten Wert ein, so ergibt sich: 


N Alf'—g—iÜh—1)} —BU+ftg tn I m} 2 
2y Ir rn —n * 


Hiernach muss für irgend welche Constanten A, 2 sein: 


1+ At9 tt ifr'—m) 


et a 
Vi+r-+g'+n 
Br gta A) on 
2° Fi Sen) 3 R 
yı +2 +98 +" 


dasssshfür = gen —1: 


1+e +41 4% ti — cı) Won 


4A 
Yi+a+b,+e, 
b— a, +-i(e— a5) EN 
vita+b+o 


Dies ergibt 2 neue algebraische Relationen und 2 neue Darstellungen 
des symmetrischen Products (37). 
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14 
Eine Gruppe planimetrischer Maxima und Minima. 


Es sei ABC eiu schiefwinkliges Dreieck mit den Seiten abe und 
den Winkeln «ßy, Aa Höhe zu a, Oder Mittelpunkt des eingeschrie- 
benen, O„ der des der Seite a augeschriebenen Kreises, o und gu 
deren Radien und ® und 8. ihre Berührungspunkte mit der Seite 
AC, a+b-+ce = 2s und 4 der Inhalt des Dreiecks, so ist bekannt- 
lich | | 


1 LA 1 
4B=s -a, Alk =s BB, ale: 
a 


4A 


| 

1 
& 
I 

| 


Betrachtet man von den Stücken @ a s @ Qua ha A je drei als 
gegeben, so erhält man eine Reihe von Aufgaben, deren Lösung 
sich meist durch den blossen Anblick der Figur ergiebt. Nimmt man 
je zwei Stücke als constant an und denkt im Uebhrigen die Figur 
veränderlich, so ergeben sich ebenso leicht interessante Sätze über 
Maxima und Minima, die zwar vereinzelt in Aufgabensammlungen zu 
finden, in diesem Zusammenhange aber und so einfach bewiesen mir: 
nicht bekannt geworden sind. Namentlich bei der Determination der 
oben angedeuteten Aufgaben dürften dieselben für den Unterricht 
vorteilhaft Anwendung finden. 


Vorbemerkung: Berühren sich die Kreise O und O,, so ist ABC 
gleichschenklig, weil die Halbirungsliniie AOO,„ des Winkels « auf 
der Basis senkrecht steht. Im folgenden kommt es immer darauf 
an, die Figur so zu verändern, dass die Kreise O und O,- sich be- 
rühren. 


Pe a = 
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1. Es bleibe « und a constant. Mit « ist auch seine Halbi- 
rungslinie AO der Richtung nach festgelegt und mit BB. = a ist 
die Strecke O0, unveränderlich. Wird nun BB. so verschoben, dass 
AB. =s wächst, so wachsen gleichzeitig 0, 0, 4=os und 


24 
a bis sich O und O. berühren, folglich gilt der Satz: 


Von allen Dreiecken über derselben Basis a, welche in 
dem Winkel an der Spitze übereinstimmen, hat das gleich- 
schenklige den grössten Umfang und Inhalt, den grössten 
eingeschriebenen Kreis und die grösste zur Basis gehörige 
Höhe. \ 


2. Durch « und s ist das Dreieck AB„O.„ gegeben. Lässt man 
BB. = a kleiner werden, so wächst e, demnach auch f= os und 
1 LE, 
ha zufolge der Beziehung 0 R — 2). folglich 

Alle Dreiecke, welche in dem Winkel an der Spitze A 
und dem Umfang übereinstimmen, haben den der Seite «a 
angeschriebenen Kreis gleich. Das gleichschenklige aber 
hat beim Minimum der Basis ein Maximum des Inhalts, 

der Höhe und des eingeschriebenen Kreises. 


3. Hält man @ und o und damit das Dreieck ABO fest, so 
nehmen mit BP, = a auch AB. = s, gu und A= os ab, während 
ha wegen n = Ar = -.) wächst, und AB = s— a constant bleibt; 

a Q 0u 
also 

Alle Dreiecke, welche sich einem gegebenen Kreise so 
umschreiben lassen, dass sie einen gegebenen Winkel « an 
der Spitze enthalten, stimmen im Ueberschuss der Schen- 
kelsumme über die Basis überein. Das gleichschenklige 
aber hat neben der grössten zu « gehörigen Höhe am 
kleinsten: den Umfang und Inhalt, die Basis und den der 
letzteren angeschriebenen Kreis. 


4. Man schlage mit A. einen Kreis um A, so ist BC äussere 
Tangente für denselben und deu Kreis O. Bleibt jetzt & und Aa 
constant, so rückt O auf der festen Linie AO nach A hin, wenn o 
kleiner wird. Gleichzeitig aber nehmen AB, AC, BC und damit s 


und 4 = os ab, also 


Von allen Dreiecken, welche in einem Winkel und der 
zugehörigen Höhe übereinstimmen, hat das gleichschenklige 
ein Minimum für Basis, Umfang, Inhalt und eingeschrie- 
benen Kreis. 
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5. Wenn bei constantem a und f = gs der Umfang s abnimmt, 
so muss ge wachsen, also O und O,„ auf der festen Linie AO zu- 
sammenrücken, ebenso B und Bu, bis sich die Kreise O bei wachsen- 
dem und O.„ bei abnehmendem Radius berühren. D. h. 

Von allen gleich grossen Dreiecken mit demselben Winkel 
« an der Spitze hat das gleichschenklige den grössten ein- 
geschriebenen und gleichzeitig den kleinsten der Basis an- 
geschriebenen Kreis. Ausserdem ein Minimum der Basis 
und des Umfangs und ein Maximum der zur Basis gehörigen 
Höhe. 


6. Mit a und s sind die Strecken BB, und AB. und damit die 
Lote in 8 und ®, auf AB. als Oerter für O und O„ gegeben. Mit 


& wachsen auch e@ und gu und daher wegen I= gs = -- auch 4 


und A«, demnach: 
Von allen Dreiecken, welche in der Basis a und dem 
Umfang übereinstimmen, hat das gleichschenklige den Winkel 
an der Spitze, den eingeschriebenen so wie den der Basis 
angeschriebenen, die zur Basis gehörige Höhe und den In- 
halt am grössten. 


7. Es sei « und e constant, also auch Dreieck OB%B. und das 
Lot in &. auf-88,. als Ort für O.. DBewegt sich A nach © hin, so 


a BEER 
wird s= 4%, kleiner und damit auch 2 = os und hu = m; wäh- 
rend gu und « wachsen, folglich 


Von allen Dreiecken, welche sich einem festen Kreise so 
umschreiben lassen, dass sie eine gegebene Basis a eut- 
halten, hat das gleichschenklige den grössten Winkel an 
der Spitze und den grössten der Basis angeschriebenen 
Kreis, aber den kleinsten Umfang und Inhalt und die 
kleinste zur Basis gehörige Höhe. 


8. Hält man neben a gu fest, und lässt A sich von © fort- 
bewegen, so wächst s= 48, und e und damit A=es und 


24 
ha = a Da stets e <{ o„ bleibt, so tritt die Berührung der Kreise 
O und O0. nur dann ein, wenn a < 2ga, folglich 


Von allen Dreieckeu, welche die Basis und den derselben 
angeschriebenen Kreis gleich haben, besitzt das gleich- 
schenklige den kleinsten Winkel an der Spitze, aber den 
grössten eingeschriebenen Kreis, den grössten Umfang und 
Inhalt und die grösste zur Basis gehörige Höhe, 
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9. Mit «= 8%, sind die Lote in B und B. auf BBu fest- 
gelegt. Soll dann noch £ constant bleiben, so muss wegen 1 = os 
s abnehmen, wenn oe wächst, dann nehmen aber auch @ und ou zu, 


24 
während Au = , gonstant ist, also 


Von allen gleich grossen Dreiecken von derselben. Basis 
hat das gleichschenklige den kleinsten Umfang, den grössten 
ein- und der Basis angeschriebenen Kreis und den grössten 
Winkel an der Spitze. 


10. Durch o und s ist 4 bestimmt. Legt man Au, =s fest 
und lässt BB.=a abnehmen, so rücken die Kreise O und O„ zusammen 
bis zur Berührung, dann ist «a ein Minimum =a,. Wächst dagegen 
a, so bewegt sich das constante OB nach A hin, und daher 
wächst der Winkel & und der Radius o. bis sich die Kreise zum 
zweiten Male berühren, dann ist « en Maximum = as, d.h. 


Es lassen sich einem Kreise unendlich viele Dreiecke 
umschreiben, welche alle denselben Umfang und Inhalt 
haben. Unter diesen ist dasjenige, welches die kleinste 
Seite und den kleinsten gegenüber liegenden Winkel ent- 
hält, gleichschenklig, ebenso dasjenige, welches die grösste 
Seite und den grössten Winkel an der Spitze hat. Oder: 
Ein Dreieck lässt sich mit Beibehaltung des Umfangs stets 
so verwandeln, dass es eine Seite a zwischen zwei Grenzen 
a; und a, oder einen Winkel zwischen zwei Grenzen «a, 
und « enthält. 

; ; ASUcuh, 

Da 3a, < 2s und 3a, > 2s ist, so liegt > zwischen a, und as, 
und man kann also jedes Dreieck mit Beibehaltung des Umfangs so 
verwandeln, dass eine Seite 4 des Umfangs wird. Mit Benutzung 
von 6. ergiebt sich dann: 


Von allen Dreiecken mit demselben Umfang hat das 
gleichseitige den grössten Inhalt. 


Da ferner 3&, < 180° und 3a, > 180° ist, so liegt 60° zwischen 
&%, und «, und man kann demnach jedes Dreieck mit Beibehaltung 
des Umfangs so verwandeln, dass es einen Winkel von 60° enthält, 
Aus 5. folgt dann: 


Von allen gleich grossen Dreiecken hat das gleichseitige 
den kleinsten Umfang. 


Arch. 4. Math. u. Phys. 2. Reihe, Teil I. 28 


434 Aliscellen. 


Anmerkung. Die Sätze vom gleichseitigen Dreieck werden ge- 
wöhnlich als selbstverständliche Zusätze zu 5. und 6. gegeben, wie 
in der Planimetrie von Heis und Eschweiler. Steiner, gesammelte 
Werke II 185 führt einen andern Beweis von Lhuilier an und giebt 
einen eigenen, der dem obigen ähnlich ist. Geht man vom gleich- 
schenkligen Dreieck aus, so ergiebt sich die halbe Basis x desselben 
als Wurzel der kubischen Gleichung 


203 — 22s + 0° = 0 


und zwar ist ; d. h. Dreieck gleichseitig, sowol wenn o ein 


Maximum bei gegebenem s, oder s ein Minimum bei gegebenem o 
ist. Dies sind ebenfalls die obigen Sätze. Siehe Lampe, Geome- 
trische Aufgaben S. 7. 


11. s und oa bestimmen das Dreieck A0,8. und damit den 
Winkel «. Nimmt BB. = a ab, so wächst e und folglich auch 
1 174 1 
A= os und ha wegen 2 F — m) d. h. 

Alle Dreiecke, welche den Umfang und den der Basis 
angeschriebenen Kreis gleich haben, stimmen auch im Winkel 
an der Spitze überein. Das gleichschenklige unter ihnen 
aber hat die kleinste Basis, die grösste zur Basis gehörige 
Höhe, den grössten Inhalt und den grössten eingeschriebe- 
nen Kreis. 


/ 
12... Je 0 = = folgt o:a = ha:2s. Mit ha und s ist 


also das Verhältniss e:« und dadurch die Richtung O8. als Ort 
für O gegeben, wenn der rechte Winkel ABO. festliegt. Mit wach- 
sendem «a = 38. nehmen auch oe. und « zu, indem sich AO um 
A dreht, ebenso = os: 

Von allen Dreiecken mit demselben Umfang, welche in 
einer Höhe übereinstimmen, hat das gleichschenklige am 
grössten: die Basis und den gegenüberliegenden Winkel, 
den eingeschriebenen, so wie den der Basis angeschriebenen 
Kreis und den Inhalt. 


13. Sollen e und ea constant sein, so ist. dies auch A. Mit 
BB. — a wird AB« = s und A= os kieiner und « grösser, also 


Alle Dreieeke, welche sich einem Kreise so umschreiben 
lassen, dass der der Basis angeschriebene Kreis eine ge- 
gebene Grösse hat, stimmen in der Höhe zur Basis über- 
ein, das gleichschenklige aber hat die kleinste Basis, den 
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kleinsten Umfang und Inhalt, dagegen den grössten Winkel 
an der Spitze. 


14. Mit « und oa ist « und s constant; mit a und Aa auch a 
und f, mit s und f oder oe und 1 ebenso s und e, mit o und Au 
oder ga und i« endlich e und gu gegeben. Diese Fälle sind also 
in dem Obigen miterledigt. Dr. J. Lange. 


2 
Ein Dreieckssatz. 


P sei ein belieger Punkt in der Ebene des Dreiecks ABC. Soll 
eine Gerade durch ? so gelegt werden, dass ihr von den Dreiecks- 
seiten AB, AC begrenzter Teil von P halbirt ist; so zieht man durch 
P eine Parallele zu AC, welche AB in X trifit, und trägt auf AB 
die Strecke XC, = AK auf; CaP ist die verlangte Gerade. 


C„P trefie AC in Ba. Zu dem Zwecke, zwischen den drei Ge- 
raden BC. und dem Dreiecke ABC eine Beziehung herzustellen, 
suchen wir die Gleichung der Geraden BaCa. 


Die trimetrischen Punktcoordinaten von P bezüglich des Urdrei- 
eckes ABC (BC = a) seien papvpe. Ferner ist: 


AC=O 1 0 
Der unendlich ferne Punkt dieser Geraden hat die Form: 
C Ö —a 


Die Gleichung der durch P zu AC gezogenen Parallelen PX ist 
demnach : 


Ca Pa c 
x Pe INES 
ce Pc —a 
Die Geraden 
PK= -- ap ePe + dpa on 
AB=O 0 1 


treffen sich in 
k=cpe--apa apı 0 
Bezeichnen wir mit X(a) die Länge der Normale von X auf BC 
und mit F den Flächeninhalt des Fundamentaldreiecks, so ist: 
28 * 
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2F(epe+ apa) 


K(a)— Bank 


2F. apb 
asapa 


K.(ec) = 0 


K(b) = 


Nach der angeführten Construction ist X die Mitte von AC“. 
Es ist also: 


x — AO+ Ge) 


(a) = 2K (a) — A(a) 


2F 
== asapı (2ePe + 2a pa) DEE 
Tue (epe-+ apa — bp) 
Ferner erhalten wir: { | 
2K(b) — A(b) + C4(b) 
2F 
Ca(b) = 2apı: Br, 
Ca(e) ame 10) 


Ca = cpe-tapa—bp, 2apı 0 
BG =Z=ZPUG= 
—2apvpe Pelepet+apa —bpv pr(apa + bp — epe) 
BaCa trifft BC in 
U=0 —pilapa-+ bp — epe) Pe(epe apa — bpr) 
Die U liegen in der Geraden 
© = pr pelbpu + pe — apa) 
Diese Gerade ist der Harmonikalen des Punktes 7? parallel. 
Es sind nämlich zwei Gerade 
A4Ta + bi + Ce = 
Agta-t-bgrv + Core = 0 


einander parallel, wenn 
Salb,cg, — bacı) = OÖ 


Die Harmonikale des Punktes ? bezüglich des Urdreiecks ist 
die Gerade prp.. Für die Gerade © und die Harmonikale von P? 
ist demnach: 
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5, 0% Pe Pa PaPpd 
Popa (epe-tapa— bpr) Paps(apa+bp—cpe) 


— Ma: pu Pe (bpv — CP.) 


bg 69 


Es ist aber 
Zapa (bp —epe) = V 


Folglich ist die Gerade © der p»p. parallel. Wir haben also folgen- 
den Satz: 


Die drei durch einen beliebigen Punkt in der Ebene eines Drei- 
ecks gezogenen Geraden, deren von je zwei Dreiecksseiten begrenzten 
Stücke durch den gewählten Punkt halbirt werden, treffen die Gegen- 
seiten in Punkten einer Geraden, welche der Harmonikalen dieses 
Punktes parallel ist. 


Projieiren wir die Figur, so wird die unendlich ferne Gerade 
eine Gerade &,, welche die BCin 4, trifit. X ist dann der Schnitt- 
punkt der Geraden AB und PB,. C,„ ist der zu A bezüglich XC, 
vierte harmonische Punkt. Die BC. treffen die BC in Punkten 
einer Geraden ®, von welcher die Harmonikale von P und die ©, 
in demselben Punkte geschnitten werden. Wir haben also: 


P sei ein beliebiger Punkt in der Ebene des Dreiecks ABC. 
Die Gerade ©, treffe BC in A,. Bezüglich C, und des Schnitt- 
punktes der PB, mit AB liege Ca zu A harmonisch. 


Dann treffen die B,C„ die BCin Punkten einer Geraden ®; diese 
Gerade, ©, und die Harmonikale von P schneiden sich in einem 
Punkte. Für ©, =a, wird 


© = ppe(b, P + CıPe— a1 Pa). 
. Wien, December 1884. Emil Hain. 


3. 


Ein Satz über Kegelschnitte, die einem Dreieck 
einbeschrieben sind. 


Es möge mir gestattet sein im folgenden die Frage nach dem 
geometrischen Orte der Mittelpunkte der Kegelschnitte, die einem 
Dreieck einbeschrieben sind, und deren Achsenquadratsumme eine 
gegebene Grösse hat, zu behandeln und daran einige Folgerungen zu 
schliessen. 
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ABC sei irgend ein Dreieck, AA,, BB, und CC, dessen Höhen 
und 7 dessen Höhenschnitt. Wählen wir nun auf AB irgend einen 
‘Punkt E und auf AC irgend einen Punkt F und beschreiben über 
EC und BF als Durchmesser Kreise, so hat der Punkt Z in Bezug 
auf die beiden Kreise die gleichen Potenzen ZC.HC, und HB.HB,, 
liegt also auf der gemeinsamen Sehne derselben. Sind ferner M 
und N die Schnittpunkte der beiden Kreise, so werden alle Kegel- 
schnitte, die dem Dreieck einbeschrieben sind, und die die Linie EF 
berühren, aus diesen Punkten unter rechten Winkeln gesehen. Ist 
also P der Mittelpunkt eines solchen Kegelschnitts mit den Halb- 
achsen a und 5, so muss somit 


ab? = PM? = PN? 


sein. Andererseits finden wir jedoch, dass in dem gleichschenkligen 
Dreieck MPN auch die Relation 


PH? = PM?+-HM.HN 
giltig ist. Daraus folgt aber sofort die Gleichung 
HP? = a?+221 HA. HA,. 


Hiebei haben wir zwar vorausgesetzt, dass die beiden Schnitt- 
punkte M und N der Kreise reell seien. Ist dem jedoch nicht so, 
so ist doch die letztere Formel giltig, nnr erleidet der Gang der 
Ableitung eine unwesentliche Aenderung. 


Aus der entwickelten Relation ZP?= a? +b?-+ HA.HA, cr- 
geben sich nun folge Sätze: 


1) Ist ? der Mittelpunkt eines Kegelschnittes mit den Halb- 
achsen « und d, der einem Dreieck 1 cinbeschrieben ist, so ist stets, 
wenn 4 der Höhenschnitt des Dreiecks ist: 


HP? = a?+52-4- const. 


2) Ist der Höhenschnitt eines Dreiecks Mittelpunkt eines Kegel- 
schnitts, der dem Dreieck einbeschrieben ist, so hat derselbe unter 
allen, dem Dreieck einbeschriebenen, Kegelschnitten die kleinste 
Achsenquadratsumme. 


3) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kegelschnitte, 
die einem Dreieck einbeschrieben sind und die eine gegebene Achsen- 
quadratsumme haben, ist ein Kreis um den Höhenschnitt des Dreiecks 
als Mittelpunkt. 


Wird ferner a-+-2?=0, so ist der Kegelschnitt eine gleich- 
seitige Hyperbel und wir finden den bekannten Satz: 
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4) Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller gleichseitigen 
Hyperbeln, die einem stumpfwinkligen Dreieck einbeschrieben werden 
können, ist ein Kreis um den Höhenschnitt des Dreiecks, der die 
Kreise über den Seiten rechtwinklig durchschneidet. 


Da ferner unter den Kegelschnitten sich solche befinden, die in 
eine doppelt zu rechnende Strecke übergehen, deren Endpunkte in 
eine Ecke und ‘die gegenüber liegende Seite des Dreiecks fallen, er- 
giebt sich der Satz: 


5) Wird um den Höhenschnitt eines Dreiecks ABC ein Kreis 
beschrieben, der die Seiten des Dreiecks der Seitenmitten von ABC 
bei entsprechender Bezeichnung in a, a,, P, f,, y und yı trifft, so 


ist stets: 
Aa = Au, = BB = BB, = Cy = QYı. 


Da überdies congruente Kegelschnitte gleiche Achsenquadrat- 
summe haben, so folgen noch die Sätze: 


6) Einem Dreieck lassen sich höchstens 6 Kegelschnitte ein- 
beschreiben, welche einem gegebenen Kegelschnitt congruent sind. 
Die Mittelpunkte desselben liegen auf einem Kreise um den Höhen- 
schnitt des Dreiecks. 


7) Einem Kegelschnitt lassen sich höchstens 24 Dreiecke um- 
schreiben, die einem gegebenen Dreieck congruent sind; die Höhen 
derselben sind vom Mittelpunkt des Kegelschnitts gleich weit ent- 
fernt. (Die Sätze 5), 6) und 7)) finden sich in Steiner’s g. W. B.D. 
p. 346., jedoch giebt Steiner in letzterem Satze irrtümlich die Zahl 
6, anstatt der Zahl 24 an.) 


Zum Schlusse wollen wir noch hinzufügen, dass diese Sätze 
wenigstens teilweise noch giltig sind, wenn zwei Seifen des Dreiecks 
zusammenfallen. 


Weingarten, im Febr. 1885. B. Sporer. 


4. 
Körper zwischen zwei Rotationsellipsoiden. 


Es liegt zu Grunde das System 


143 


a2 y? 
| a) 3+5-1=0 


22 y2 
| (2) at! Ur 
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Das gemeinschaftliche Flächenstück JCOKHLDMGE stellt sich 


dar als 
b 
2 


a2 +23 


Das Flächenstück JBM@GJ stellt sich dar als 


F, = 4ab ll 


Ba TER} 
F, = abaresin ——> 
2 a? 22 


1. Die beiden Ellipsen rotiren gleichzeitig um die 
x-Axe. 


Es entstehen zwei Rotationsellipsoide, welche ein Körperstück 
gemeinschaftlich haben. Ausser diesem gemeinschaftlichen Körper- 
stücke entstehen zu beiden Seiten des zweiten Rotationsellipsoids, 
links und rechts zwei congruente Körperstücke des ersten Rotations- 
ellipsoids und endlich bleibt noch ein wulstförmiges Körperstück vom 
zweiten Rotationsellipsoide rings um das gemeinschaftliche Körper- 
stück des durch Rotation der Ellipse (2) um die kleine Axe ent- 
standen ist. 


Es bezeichne nun 


v, das Volumen des gemeinschaftlichen Körperstückes, das 
durch Rotation von XCJG@MDLHK entstanden ist; 


V, das Volumen des Körpers, der durch Rotation von 


GJBMG oder HKALH um die «-Axe entstanden ist; 


V, das Volumen des Körpers, der durch Rotation von 
KCJE oder LDMF um die x-Axe entstanden ist. 


Dann ist 
a? — b? 
V, = $abr |a— : 


Ver: 


a?— b2 
Vas Zabr (B-+ —,) 3 
a?—-b? 
a? — b2 
Pr Sb. see 


Va?-2? 


Drehen sich beide Ellipsen gleichzeitig um die y-Axe, so ent- 
stehen dieselben Körper; blos ihre Lage ist eine andere. 
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2. Die beiden Ellipsenrotiren gleichzeitig um ihre 
kleinen Axen. 


Es entstehen zwei breitgedrückte Rotationsellipsoide. 


Denken wir uns in O senkrecht auf der xy-Ebene die z-Axe, so 
berühren sich beide Körper nz=-+ta undza= —a. 


Es soll das Volumen des den beiden Rotationsellipsoiden ge- 
meinschaftlichen Körperteiles berechnet werden. 


Die Gleichung des Rotationsellipsoides, welches durch Rotation 
von @EH um @H entsteht, lautet 
2 


Tr RAR ag 
ataramtı 
Legen wir jetzt eine Schnittebene in der Entfernung z=p von O 


durch beide Körper, so erhalten wir: 


p2 2 2 
Net as 
22T 352 a2 


2 2 2 
FR He SR 1 ; 
b2 ! a? a? 


oder, wenn für p nun wieder z stehen gelassen wird, wir uns aber 
denken, dass = jetzt constant ist, so können die Gleichungen auch 
die Form annehmen 


Yy 
a A an 
b2 (1 gg ) a? (1 mar >) 


Diese beiden Schnittfiguren sind wieder nur Ellipsen mit den 


2 


2 
beiden Axen bezüglich «Vi _ und 5 ne 


Das gemeinschaftliche Körperstück V wird sich nun einfach dar- 
+4 
stellen als f(2) dz, wo unter f(z) das gemeinschaftliche Flächen- 


® 
Smart 


stück JCKHLDMGJ zu verstehen ist, und worin jetzt 


/ 3 P) 
a=aV1-, und elle, 
a a 


zu setzen ist. 
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Es war 
IR) = a ze 


folglich wird hier 


u 
f(2) = dab (1 5) arc sin ——— 


m: + 
also 
+4 
22 b 
Vv= fi (1 ur 5) Hs 2 . de; 
ver ir 
oder 
b 
V= 16a!barcsin —— ir 
a3: FEN 
oder 
V=%a.F, 
d. h. 


Das Volumen des gemeinschaftlichen Körperteiles ist gleich dem 
vierfachen Volumen einer Pyramide mit der Grundfläche F, und der 
Höhe a. 


Gröbzig, im December 1884. 
Dr. Albert Bieler. 


>. 


Wann stehen die von einem Punkte an eine Kegelschnittslinie 
gezogenen zwei Tangenten auf einander senkrecht. 


Um diese Frage sofort für alle Kegelschnittslinien X beantworten 
zu können, gehen wir von der sogenannten Scheitelgleichung 


y? = px + g@? 1) 
aus, welche bekanntlich für p = 2a und q= —1 einem Kreise vom 
22 RE 
Halbmesser a. fürp = Fi undg= — „op einer Ellipse mit den 
922 b2 


Halbachsen a und 2, fürp = ur und g= a einer Hyperbel mit. 


den Halbachsen a und 5, für g = einer Parabel mit dem Parameter 
p entspricht. 


Die Tangente 7 an den Kegelschnitt X hat die Gleichung 
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en cr 200 
En ge 


welche auch auf die Form 


any = 2q5e+p5+ pe 2) 


gebracht werden kann. Die Coordinaten (x, y) der Berührungspunkte 
müssen den Gleichungen 1) und 2) genügen, können somit berechnet 
werden. Es ergeben sich, wie bekannt, zwei Berührungspunkte 
Bi -.. (& 1) und Ba ... (&g, Y5) und dem entsprechend auch zwei 
Tangenten 


T, ++. 2yın = (p+2ge,)$+peı und 73... 2yen = (p-+ 2g%,)5-+ Paz. 


Diese stehen auf einander senkrecht, wenn 


p+ 20 __ We 


2yı p + 2g%g 


ist, oder die Gleichung 
p?+ 2pg(&ı +22) +Ag’rırs + Ayıya = I 5) 


besteht. Wenn wir in die letzte Gleichung die aus 1) und 2) folgen- 
den Wurzelwerte einsetzen, so erhalten wir eine Gleichung 4), in 
‘ welcher üie laufenden Coordinaten (3, n) der Tangente 7’ vorkommen. 
Wählen wir $ und n so, dass der Gleichung 4) genügt wird, dann 
sind die vom Punkte P...(£, n) an K gezogenen Tangenten nor- 
mal; d. h. die Gleichung 4) ist die Gleichung einer Linie, die alle 
jene Punkte enthält, von welchen Tangenten an X ausgehen, die auf 
einander senkrecht stehen. Wie Gleichung 3) zeigt, braucht man die 
Wurzelwerte selbst nicht, sondern nur (z, +33), 2%, und 1%. Um 
dafür Werte zu finden, berechne man y aus 2) und setze es in 1) 
ein. Man erhält: 


(pP? + 49°5°+ Apgs — dqn?) + a(2p% Tips? — pn?) HP? — 0, 
weshalb 
Apn?— 2p?5 —4pgE? 


re) = pt AP — gm? 
p?e? 
p?+4pas + 4g°? — dm? 


Berechnet man x aus 2) und setzt es in 1) ein, so ergibt sich die 
Gleichung: 


yp® tr Apas+ das? — dan?) —2pny + riet 0. 


Es ist also: 


und 


X%,%g = 
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ER p?’&(gE+-») 
va 2 Ange + 4995? — Aqn? 


Werden nun diese Werte in die Gleichung 3) eingeführt, so findet 
sich nach einfacher Umformung die Gleichung 


et +24 0 9 
Qu Ag 
d. i. die Gleichung eines Kreises X. 


Wir können somit die oben gestellte Frage dahin beantworten: 
Die vom Punkte P.... (&, n) an die Kegelschnittsliniie X... „= 
px-+-gx? gezogenen 'Tangenten stehen nur dann auf einander senk- 


2 
recht, wenn der Punkt ? auf dem Kreise X ..&°+ ++ 
liegt. 


Die Gleichungen 1) und 4) zeigen uns auch noch, dass X und 


%k denselben Mittelpunkt M.. («= — 27 y= 0) besitzen, und dass 
pi p2 
der Halbmesser des Kreises % die Grösse r = Ang hat. 


Demnach nimmt r den Wert ay2 an, wenn X ein Kreis vom Halb- 
messer a ist; den Wert Ya? +22, wenn X eine Ellipse mit den 
Halbachsen a und d ist; den Wert Va? — 22, wenn X eine Hyperbel 
mit den Halbachsen a und 2 ist; den Wert © (d.h. k wird eine Ge- 
rade) wenn X eine Parabel ist. In letzterem Falle (g = 0) reducirt 
sich die Gleichung 4) wirklich in die lineare Gleichung: 


+70; 
% geht also in die Leitlinie der Parabel über. 


Die Werte für r lassen auch noch erkennen, dass %k bei einem 
Kreise, einer Ellipse oder einer Parabel X immer reell ist, dass aber 
% dann in einen Punkt degenerirt, wenn X eine gleichseitige Hyperbel 
ist, (weil (r = Va? — 2? — 0) wird) und dass gar keine zu einander 
senkrechten Tangenten möglich sind, wenn X eine Hyperbel ist, deren 
Hauptachse kleiner ist als die Nebenachse. (r = Va? — 22 wird 
nämlich in diesem Falle imaginär.) 


Pola, am 10. Mai 1885. 
Franz Schiffner, 


k. k. Prof. 
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6. 
Zur Convergenz der Reihen. 
Eine unendliche Reihe 
ottutet ... ++... = 
ist convergent, wenn 


t 
—1<Lim #rl 


ci a) 


ist. 


ti. a ; 
Wird Lim 5 —=--1, so convergirt die Reihe noch, wenn statthat 


a -11>+1 (2) 
k=o ic +1 

Ix-+H1 i . 
Für den Fall Lim 7, = —1 soll im Folgenden eine analoge 


Regel aufgestellt werden. 
Betrachten wir die unendliche Reihe 


1 1 1 1 1 
U= Chan Bar: Te rn ur ren @Lıyt U 
so ist dieselbe convergent, so lange n > O ist, weil in diesem Falle 
die absoluten Werte der Glieder fortwährend abnehmen und ausser- 


De 


dem regelmässiger Zeichenwechsel vorhanden ist. Für n_ 1 ist 


dies klar. Wird n <{ 1, so kann man setzen 


1 
u 
und die Reihe geht über in 
1 1 1 


en. a en ee, 


VE Va. 13 


welche aus obigen Gründen ebenfalls convergirt. Für U wird nun 


1 1 
(1) EN NE N" 
Lim = — Lim 2 aa Sn la 
1, 


Ist also Lim u _ 


die Reihe 7’ noch convergiren, wenn 


= —1, so wird nach einem bekannten Satze 
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bleibt. Hieraus folgt: 


Es ist aber 
1\* | 1 1 
IH) =147tar (0); -1<7<H1 
Also muss auch sein 
(4-2) >++6)7G): 
Lassen wir jetzt % unendlich werden, so ergiebt sich 
a) 
ABLE 
im \ Bis 11:7, 
141 


Da nun » > 0 sein muss, so ist die Reihe 7 für Lim," = .—1 
noch convergent, wenn 


EN ( uK, )} 
Tim I Bi 1)? >0O (3) 
ist. 
Diese Regeln wollen wir auf die Binomialformel anwenden. Es 
ist 


—1 —k+1 
(te —1+5 0 an N en 7, 2: It. 


Nach (1) erhalten wir zunächst 


4 
t —%k k 
Lim — — Lim 04 ®| —= Lim Se 
1435 


Es muss demnach 


u 


sein. 
Untersuchen wir jetzt die Grenzfällea=—-1lunddxz = 1. 
I. Für = —1 wird 
Lim n ae 


Nach Regel (2) haben wir also zu bilden 
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und 


Für das Statthaben der Convergenz ist also notwendig 
1 


Bo > 1. 
I. It 2=-H1, so wird 


oder 


Nach Regel (3) erhalten wir sodann 


Ai Ki en 


ur. B— u 
na 
und 
Lim! b(— Bu )I=1+ 
as 3% # 
Also muss sein 
1.0 
oder 
a 


Berlin, März 1884. 


Dr. A. Börsch, 
Assistent im Königl. geodätischen Institut. 


T. 
Archimedische Kreisquadratur. 


Nimmt man nach Archimedes das Verhältniss des Durchmessers 
zum Kreise wie 7 zu 22 an, ein Wert der vom wahren nur um 4 
Zehntausendtel desselben differirt, so verhält sich der Radius zur 

22 
Seite eines der Kreisfläche gleichen Quadrats wie 1 zu 7° 


Eine recht einfache Construction dieses Verhältnisses möchte 
wol manchmal von Anwendung sein. 
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Man trage auf einer Geraden 4 gleiche Strecken = a ab, deren 
Grenzpunkte ABCDE seien, errichte in D ein Jot, welches von 
einem um A durch Z geschlagenen Kreisbogen in F getroffen werde, 
ziehe BF, errichte in B auf BF das Lot BG = BF und verbinde 
F mit @. Dann ist das Quadrat über FG gleich der Kreisfläche 
vom Radius DEF. 


Ist der Radius r gegeben, so mache man FH=r zur Strecke 
auf FD, ziehe HJ parallel D@, wo J Schnittpunkt anf FG. Dann 
ist FJ die gesuchte Quadratseite. 


Die Werte der einzelnen Strecken, sämtlich Seiten rechtwink- . 
liger Dreiecke, ergeben sich einfach. Aus 


AF = 4a; AD = 3a 
folgt 
DA=SYV IR 


dies verbunden mit BD = 2a gibt: 


Ä BF= Yli.a—= BG 
woraus wieder; 
FG = Y22.a 


so dass, wie behauptet war, 


22 
DF: FG =l: VS: 


R. Hoppe. 


ne Zn ri 2 u 
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Litterarischer Bericht 
V. 


Methode und Prineipien. 


Die Mathematik als Lehrgegenstand des Gymnasiums. Eine 
pädagogische Untersuchung von Joh. Karl Becker, Professor der 
Mathematik am Gymnasium zu Bruchsal. Berlin 1883. Weidmann. 
DL 


Von J. K. Becker sind in den litt. Ber. 244. 247. 251. 256 bisher 
5 Schriften besprochen worden, deren erste bei systematischer Aus- 
führung die Darstellung didaktischer Grundsätze bezweckt, während 
die 4 übrigen für den Schulgebrauch bestimmt sind. Diese Schriften 
zeichnen sich (abgesehen von ihrem eigenen Werte) unter andern 
mathematischen Schulbüchern und didaktischen Schriften dadurch 
aus, dass sich in ihnen mehr als gewöhnlich die Idee einer Vervoll- 
kommung der Methode durch Austrag der differirenden Grundsätze 
kund gibt, während andere den allgemeinen Standpunkt der Methode 
als einen bleibend unfertigen unberührt lassen und jedes für sich nur 
nach den Ansichten des Verfassers und nach den Bedürfnissen der 
einzelnen Unterrichtsanstalten die beste Wahl zu treffen sucht. Offen- 
bar bietet eine Erscheinung vom erstern Charakter, sofern sie die 
Fortbildung der Methode zu einer gemeinsamen Arbeit aller Päda- 
gogen macht und einen dauernden Erfolg für die Zukunft anbahnt, 
dem’ Interesse der Fachgenossen mehr dar als eine solche letzterer 
Art, die im ziellosen Wechsel nur eine auf ihren Kreis und ihre Zeit 
beschränkte Stellung behauptet. Was man jedoch in andern Dingen 
von einem Autor, dem der bewusste stetige Fortschritt am Herzen 
liegt, zu erwarten pflegt, die Berücksichtigung der bisherigen Lei- 
stungen und Anknüpfung an dieselben, war im vorliegenden Falle 
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nicht wol ausführbar; der Grund findet sich auch im 4. Abschnitt 
der gegenwärtigen Schrift einmal kurz ausgesprochen. Ein systema- 
tisch ausgearbeiteter Entwurf war vor allem notwendig; einen solchen 
fand der Verfasser nicht vor; es blieb ihm daher nur übrig selbst 
einen Entwurf aufzustellen, und als solcher lassen sich seine Schriften 
betrachten. Ueber diejenigen Punkte, in welchen derselbe teils vom 
Gewöhnlichen abweicht, teils über bestehende Differenzen entschied, hat 
sich der Verfasser ausgesprochen und den Fachgenossen Gelegenheit 
geboten an seinen Aufstellungen Kritik zu üben. Letzteres ist von 
mehreren Seiten geschehen. Eine Beantwortung der erfahrenen Beur- 
teilungen ist bereits in der Programmarbeit des Verfassers enthalten: 
Zur Reform des geometrischen Unterrichts, Beilage zum Jahresbericht 
des Grossherzoglichen Gymnasiums zu Wertheim für das Schuljahr 
1879—1880. Diese Arbeit erscheint jetzt nochmals als Anhang zur 
gegenwärtigen „pädagogischen Untersuchung“. Der Gegenstand letz- 
terer ist die, aus einer Vorbetrachtung über die Stellung und den 
dieselbe begründenden Wert des mathematischen Unterrichts an Gym- 
nasien sich ergebende Frage: Welche Stellung hat unter den. Lehr- 
fächern des Gymnasiums speciell die Mathematik einzunehmen, wenn 
dieses seinen Zweck vollkommen erreichen soll, ohne die Schüler 
mehr als nötig zu belasten? Sie wird in 2 Fragen geteilt: 1) Wel- 
chen Gewinn für die formale Bildung zieht man aus dem Unterrichte 
in der Mathematik speciell, und inwieweit ist gerade die Mathematik 
zur Erzielung dieses Gewinnes unerlässlich oder wenigstens zweck- 
mässiger als andere Disciplinen? 2) Welchen realen Gewinn für die 
Bildung ziehen wir aus dem Studium der Mathematik, und wieviel 
ist von dem mathematischen Wissen und Können unerlässlich, wenn 
wir in dem Verständniss unsrer gegenwärtigen Cultur nicht empfind- 
liche Lücken haben wollen? Die Beantwortung führt auf die weitern 
Fragen: 3) Welche Disciplinen der Mathematik erweisen sich als 
unerlässlich oder wenigstens als zweckmässig für den Lehrplan des 
Gymnasiums; und in welcher Ausdehnung müssen sie gelehrt wer- 
den? 4) In welcher Methode müssen diese einzelnen mathematischen 
Disciplinen gelehrt werden, damit a) der Gewinn für die formale 
Bildung ein grösstmöglicher, b) der Gewinn an notwendigem mathe- 
matischem Wissen und Können ausreichend und fest sei, c) die Be- 
lastung der Schüler durch diese Disciplinen im richtigen Verhältnisse 
stehe zu dem erzielten Gewinne? Und wie sind diese Disciplinen auf 
die einzelnen Classen zu verteilen? — Der formale Gewinn besteht 
darin, 1) dass der Schüler lernt, die Dinge selbst, nicht blosse Be- 
grifie, richtig wahrzunehmen, zu vergleichen, zu unterscheiden und zu 
ordnen; selbst Begriffe auf ihre Realität zu prüfen; 2) dass er be- 
obachten lernt, was um ihn vorgeht, und befähigt wird selbständig 
aus beobachteten Einzelfällen allgemeine Regeln zu abstrahiren und 
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andre, welche ihm mitgeteilt werden, auf ihre Richtigkeit zu prüfen; 
3) dass er nachdenken lernt. Diese Fähigkeiten, die für das Stu- 
dium der Naturwissenschaften direct notwendig sind, ergänzen auch, 
abgesehen von der Bedeutung der Mathematik als Hilfswissenschaft, 
wesentlich die allgemeine Bildung. Mehr als die Arithmetik ist die 
Geometrie geeignet sie zu entwickeln, und in dieser mehr die Auf- 
gaben als die Beweise förderlich für das Nachdenken. Der reale 
Gewinn vom mathematischen Unterrichte auf gegenwärtigem Stand- 
punkte ist nach Ansicht „des Verfassers, abgesehen von einigen Be- 
rufsarten, gering, würde sogar noch geringer werden, wenn man, 
wie einige wollen, die Steiner’sche projectivische Geometrie an die 
Stelle der Euklid’schen setzte. Die Frage, ob er sich erhöhen liesse, 
führt auf den vierten zu erörternden Punkt. Die dritte Frage wird 
durch wenig mehr als Aufzählung der zweckmässigen Disciplinen er- 
ledigt. Bevor noch der formale Gesichtspunkt zur Geltung gebracht 
ist, hat der reale, rücksichtlich der elementaren Physik, Erd- und 
Himmelskunde, denen der Verfasser noch das Versicherungswesen 
hinzufügt, bereits ziemlich so viel gefordert, als der gewöhnliche Gym- 
nasialcursus enthält. Eine mögliche Beschränkung ergibt sich also 
nicht. Die vierte Frage betreffend die Methode gibt Anlass zu prin- 
cipiellen Erörterungen, welche zugleich als Rechtfertigung des Ver- 
fahrens in den Lehrbüchern des Verfassers dienen. In Betreff der 
Arithmetik wird zuerst erinnert, dass die algebraischen Operationen 
mit allgemeinen Zahlen nicht als Auswertungen, sondern als Trans- 
formationen mit reciproker Anwendung aufzufassen sind, und dass in 
diesem Punkte selbst die Einteilung der Aufgaben nicht zur falschen 
Ansicht verleiten sollie. Gegen diese Lehre ist von keiner Seite ein 
Einwand erhoben worden; in so vielen Lehrbüchern sie auch unbe- 
achtet bleibt, so scheint doch niemand die entgegenstehende alte Ge- 
wohnheit verteidigen zu wollen. Der zweite Punkt betrifft die suc- 
cessive Erweiterung des Zahlbegriffs. Die sich derselben anschliessende 
Methode, welche nach Th. Wittstein’s schematischer Aufstellung von 
den meisten Lehrbüchern dem Grundgedanken nach adoptirt ist, und 
die wir für die einzig richtige halten, wird hier ohne ein Wort der 
Rechtfertigung vorausgesetzt. Ihr zufolge werden, wie es nicht an- 
ders sein kann, die Operationen zuerst an positiven ganzen Zahlen 
erklärt und behandelt. In Bezug auf die Reihenfolge der Erweite- 
rungen pflegt man sich nicht an das Schema der Operationen zu 
binden. Nach dem Schema würden die Negativen vor den Brüchen 
einzuführen sein, weil die Division später als die Subtraction gelehrt 
wird. Es empfiehlt sich aber die Negativen später einzuführen, wo- 
durch ein vexirender mehrmaliger Wechsel der Anschauung vermieden 
wird. Der Verfasser sagt hier davon, man müsse die Abstraction 
nicht weiter treiben, als unbedingt notwendig ist, und die Begriffe 


1* 
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erst dann erweitern, wenn der Lehrstoff diese Erweiterung verlangt — 
mit der ganz unbegreiflichen, durch nichts motivirten Aeusserung, er 
könne darum von der ihm vom Ref. des Archivs ‚über diesen Punkt“ 
erteilten Belehrung keinen Gebrauch machen. Das Referat über B. 
Lehrbuch der Arithmetik steht im 244, litt. Ber. S. 41—44. Darin 
ist gegen das Obige nichts erinnert worden; welche Belehrung der 
Verfasser meint, ist schlechthin nicht zu erraten. Dagegen ver- 
schweigt er die darin erfahrene Misbilligung seines Verfahrens in 
andrer Hinsicht, dass er nämlich den Begriff der Negativen, der im 
Vorhergehenden bereits angebahnt war, davon abspringend auf eine 
neue Basis, auf die der entgegengesetzten Qualitäten stellt, wodurch 
der Schüler, der die Identität nicht durchschauen kann, unnötiger- 
weise in eine Complication zweier anscheinend verschiedener Begriffe 
geführt wird — unnötigerweise, denn wenn er den Begriff der Nega- 
tiven durch entgegengesetzte Qualitäten verdeutlichen wollte, so stand 
dem nichts entgegen, nachdem der Begriff aus der Transformation von 
a—b in —b--a abgeleitet war. Dass er den nicht unwichtigen 
Punkt der Definition der Negativen hier gar nicht erwähnt, lässt 
vermuten, dass er sein Verfahren, welches statt des allgemeinen und 
gleichmässigen Begrifis einen speciellen und von Umständen. abhän- 
eigen gibt, nicht verteidigen will oder wenigstens keinen Wert darauf 
legt. Es folgt die Besprechung einiger unbedeutenden Punkte, Mit 
Recht wird die Fordernng abgewiesen, die Multiplication nach sogen. 
neuer Methode zu lehren, d. h. Rechnungsvorteile in die Erklärung 
einzumischen, was auf ein mechanisches Einüben mit Vernachlässi- 
gung des Verständnisses hinauskommt. Wichtiger ist die nachher 
besprochene Frage nach dem Begriff der Multiplication mit Brüchen. 
Der Verfasser verteidigt die längst als falsch verurteilte Definition: 
„a mit d multipliciren heisst aus der Zahl a ebenso eine neue Zahl 
bilden, wie d aus der positiven Einheit gebildet wird“. Er sagt: ein 
Schüler auf dieser Stufe könne sie nur so verstehen, wie sie gemeint 
sei. Das heisst doch, er kann sie entweder gar nicht oder so ver- 


stehen, und in der Tat ist es ihm durch die Andeutung leicht ge- 


macht die Begriffsbildung ganz zu unterlassen; denn wenn selbst der 
Lehrer nicht direct zu sagen weiss, wie die „neue Zahl“ zu bilden 
sei, so wird der Schüler nicht klüger sein wollen; letzterem wird die 
Schwierigkeit zugeschoben, über welche ersterer nicht hinwegkommen 


kann. Beifügungen zu dem rätselbaften „wie“, die der Verfasser 
vorschlägt, „direct“ oder ‚unmittelbar‘ würden dem Mangel nicht, 
abhelfen; denn es handelt sich überhaupt um Verstehen, nicht um 
Vermeidung eines Misverständnisses. Weiter sagt der Verfasser, er 


kenne nur 2 präcise Definitionen, und diese seien für Obertertianer 
nicht fasslich. Auch lässt er zu, dass man auf eine Definition ver- 
zichte. Da ihm keine der angeführten Auskünfte annehmbar scheint, 
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so wird es wol dem Ref. gestattet sein, an das nächstliegende Ver- 
fahren zu erinnern, welches Becker gar nicht in Betrachtung zieht. 
Ist die Definition der Multiplication mit ganzen positivem Zahlen 
mB = B+-B-+-B--.... nicht auch für Brüche ausreichend? In der 
Tat bedarf es nur zur Anwendung der Zuziehung vorherbekannter 
Sätze, an welche die Schüler mit Nutzen erinnert werden, und die 
auch für den erweiterten Begriff unentbehrlich sind: 1) Der Multi- 


plicand ZB ist beliebig benannt. 2) Der Bruch s mit beliebiger Be- 
nennung ist gleichbedeutend mit der in Einheiten, deren rn die ur- 


RAD, B 
sprüngliche Einheit geben, gezählten Zahl m. Da nun m das Zei- 
chen für eine Zahl ist, deren n die Einheit 2 geben, so ist EB nach 


B REN 
gewöhnlichem Begriff dasselbe als m. 2. Eine neue Definition ist 


demnach ganz überflüssig; es bedarf nur einer Erläuterung, damit 
das Bekannte richtig angewandt wird; eine solche würde aber nach 
jeder der genannten Definitionen ohnehin nötig sein, und letztere 
würden die Orientirung eher erschweren. Auch für die Multiplication 
der Irrationalen ist Keine neue Definition, sondern nur Anleitung zum 
richtigen Gebrauch des Bekannten erforderlich. Zum Bekannten 
darf man wol rechnen die Darstellung der Irrationalen durch Deci- 
malbruch bis zum beliebigen Grad der Genauigkeit, d.h. den Begriff 
der unendlich kleinen Differenz. Determinanten in Anwendung auf 
die elementare Behandlung der Gleichungen einzuführen verwirft der 
Verfasser, und dem wird man gewiss gern beistimmen, wenn man die 
detaillirte Ausführung vor Augen hat. So einfach die Determinanten- 
theorie auf allgemeiner Basis ist, so complieirt und unerquicklich ge- 
staltet sie sich, wenn man vom Speciellen aufsteigen will. Soll sie 
überhaupt auf Schulen gelehrt werden, so gehört sie ihrer Natur 
nach zur Combinatorik, mithin in die höhere Classe. Die übrige 
Mitteilung des Lehrgangs, mag sie auch ganz wesentlich für die be- 
trefiende Frage sein, können wir hier nicht wiedergeben. Gründe 
sind zwar für jede Wahl ausgesprochen; doch erscheinen dieselben 
nicht als entscheidend, solange der beliebten Methode keine andern 
gegenübergestellt werden, und dazu hätte der Aufsatz weit länger 
sein müssen. 


In Betreff der Geometrie nehmen wir zu dem Wenigen, was 
dieses Capitel enthält, sogleich die Programmarbeit hinzu, welche die 
dazu gehörigen Fragen ausführlicher bespricht. Die erste Frage ist 
nach der Ursache, warum die Schüler so ungleiche Fortschritte in der 
Mathematik machen. Der Verfasser ist sehr schnell mit der Antwort 
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fertig: wenn wir nicht annehmen sollen, dass zum Lernen der Mathe- 
matik eine besondere, seltene Begabung gehört (dass würde heissen 
auf alle Erklärnng verzichten), so kann nur die Lehrmethode schuld 
sein. Er hält also den erstern Fall, dass in einer Eigentümlichkeit 
der Mathematik ein wesentlicher Grund liegt, gar nicht der Betrach- 
tung für wert, sondern lässt ihn beiseite, weil sein Extrem gewiss 
von niemandem behauptet wird. Dass freilich nur besonders begabte 
Schüler fähig sind Mathematik zu lernen, scheint nicht wol glaub- 
lich. Ob aber eine gewisse natürliche Geistesrichtung und Neigung, 
wenn auch nicht vorausgesetzt werden muss, so doch das Lernen 
sehr erleichtert, ist dadurch nicht entschieden, und umsomehr wert 
zu untersuchen, weil daraus wesentliche Gesichtspunkte für die Me- 
thode entspringen. Wir dürfen die Frage nicht übergehen: Was 
fordert die Mathematik vom Lernenden verschieden von andern 
Disciplinen? Es lassen sich sogleich 3 Dinge nennen: 1) Das Ver- 
weilen im engsten Ideenkreise; denn wer im Kleinen am Unterschied- 
lichen achtlos vorbeigeht, wird im Grossen kein Auge dafür haben. 
2) Die absolute (vom Gemüt unabhängige) Gerechtigkeitsliebe und 
Unparteilichkeit, welche sich beim Zuviel sowenig beruhigt als beim 
Zuwenig. 3) Der Ordnungssinn, der Gesetze entdeckt. In diesen 
Punkten zeigen die Kinder schon im frühen Alter verschiedene, bis- 
weilen entgegengesetzte Neigung; offenbar werden diejenigen, deren 
Triebe den 3 Forderungen eutsprechen, einen grossen Vorsprung in 
der Mathematik haben. Hieraus erklären sich hinreichend die un- 
gleichen Fortschritte. Becker erwähnt als specifische Eigenschaft 
der Mathematik nur die, dass sie abstracte Gegenstände habe. Ge- 
rade diese Aussage aber, sooft man sie auch hört, ist unzutreffend, 
und vermutlich der Ausdruck fehlgegriffen; es ist eben ein unüber- 
legtes, vom Gefühl eingegebenes Urteil. Abstracte Gegenstände haben 
alle Disciplinen ausser etwa der Geographie und Naturgeschichte. 
Mag vielleicht damit gemeint sein, dass die Gegenstände mora- 
lisch indifferent sind und dem Leben fern stehen; doch auch dies 
fällt nur darum auf, weil eben solche eine so minutiöse Sorgfalt be- 
anspruchen. 


Ist es nun Sache des Unterrichts auch diejenigen Schüler, welche 
die günstige Neigung nicht mitbringen, für Mathematik zu befähigen, 
so ist es jedenfalls unerlässlich, dass derselbe die genannten For- 
derungen selbst erfüllt. Davon abweichen zu wollen ist wol auch 
seit Euklid niemandem in den Sinn gekommen, bis die Reform- 
bestrebungen an die Oeffentlichkeit traten, in denen namentlich die 
erste Forderung vielfach ausser Augen gesetzt ward. Da auch die 
gegenwärtige Schrift von der Reform des mathematischen Unterrichts 
handelt, so wird das Vorstehende darauf anzuwenden sein. Nennt 
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man wie gewöhnlich die vor dem Reformzeitalter herrschende Me- 
thode die Euklidische, so müsste es doch die nächste Aufgabe für 
eine Schrift zugunsten der Reform sein, diese Euklidische Methode 
soweit zu charakterisiren, dass man daraııs erkennt, was daran besse- 
rungsbedürftig sei. Dass dies bisher alle solche Schriften unterlassen 
haben, darauf deutet die Angabe der gegenwärtigen hin, welche als 
hauptsächliche Vorwürfe, die man jener Methode gemacht hat, die 
unklarst möglichen Aufstellungen anführt. Der erste lautet: Sie gibt 
kein „innerlich zusammenhangendes Ganze, sondern eine Fülle von 
Sätzen, die nur dadurch „äusserlich‘“ verbunden sind, dass der Be- 
weis für die Richtigkeit eines solchen Satzes die Anerkennung des 
früheren vorausgesetzt. Ist diese Verkettung der Sätze durch die Be- 
weise kein innerer Zusammenhang, und kann man einer beliebigen Menge 
von Sätzen äusserlich einen solchen verleihen? Sollte die Aeusserung 
irgend einen vernünftigen Gedanken bergen, so müsste man doch den 
Denker bitten sich verständlich auszudrücken. Der zweite Vorwurf 
lautet: Sie gibt überall nur Erkenntnissgründe, wo man Realgründe 
sucht; d. h. es wird immer nur gezeigt, „dass“ ein Lehrsatz richtig 
ist, während man nirgends Einsicht in den innern Zusammenhang 
(schon oben gesagt!) der in den einzelnen Sätzen ausgesprochenen 
Eigenschaften der Figuren erhält, durch die uns erst klar wird, 
„warum“ er richtig ist. Was mit Erkenntniss- und Realgrund ge- 
meint sei, bedurfte freilich einer Erläuterung. Soll aber die beige- 
fügte den Sinn geben, so wird man erst recht in die Irre geführt. 
Jeder Beweis gibt doch zunächst das Warum und erst dadurch ver- 
mittelt die Gewissheit, dass der Satz richtig ist... Beide Vorwürte, 
sowie sie ausgesprochen werden, sind also nichtig, das Vermisste ist 
vorhanden, es abzuleugnen wird nicht gelingen. Man wird nicht fehl- 
gehen, wenn man die ganze Unklarheit des Ausdrucks aus dem 
Wunsche der Verbesserer herleitet, mehr zu sagen als sie aufweisen 
können. Dass manche Beweise nicht einfach genug sind, dass es an 
systematischer Ordnung gefehlt hat, und dass durch diese sowol wie 
durch mancherlei Beziehungen die Uebersicht gefördert werden könnte, 
sind Vorwürfe, die man versteht, nur geht daraus keine eigentliche 
Reformfrage hervor; denn Jeder vollzieht die Besserung selbst. Hier- 
zu anzutreiben beabsichtigte man nicht, man wollte das Alte von 
Grund aus verwerfen, hatte aber nichts ihm gegenüberzustellen und 
musste daher zu einem so kläglichen Appell an die Sympathie der 
Menge seine Zuflucht nehmen. Der Verfasser lässt uns ungewiss, ob 
die von ihm angeführten 2 Vorwürfe zugleich seine eigenen sind; 
wollte er sie aber nicht vertreten, so durfte man wol eine Klarstel- 
lung oder Abweisung von ihm erwarten. Als Ersatz dafür weist er 
nun auf das Vorbild der Steiner’schen Methode hin, welche das ganze 
Gebiet der elementaren Sätze mit einem Blicke überschauen lehrt. 
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Wenn eine solche Leistung für die projectivische Geometrie möglich sei, 
so dürfe man nicht daran verzweifeln ein gleiches auch für die An- 
fänge der Geometrie zu erreichen. Damit also deutet der Verfasser, 
ohne den Euklidischen Standpunkt charakterisirt zu haben, an, dass 
sich doch ein höherer Standpunkt der Methode denken lasse. Doch 
in diesem Gedanken liegt von vorn herein ein Widerspruch. Nehmen 
wir an, wie in der Tat manche Lehrer aussagen, nach Steiner’schem 
Vorbild die Anfänger mit bestem Erfolge unterrichtet zu haben , die 
Schüler seien wirklich ohne Mühe zu einem so umfassenden Ueber- 
blick gelangt; dann werden sie vergleichsweise in der Lage dessen 
sein, der zum erstenmal einen Fabrikraum betritt und das ganze Ge- 
triebe von einem Punkte aus überschaut, der aber, wenn er mit Ar- 
beit und Maschinen nicht vorher im einzelnen bekannt geworden ist, 
keine Ahnung davon hat, was alles bedeutet. Sie werden unter den 
vielen Beziehungen die wesentlichen und notwendigen nicht unter- 
scheiden können, manches zur Anwendung erforderliche wol gar nicht 
kennen lernen. Eben dieses Notwendige und zwar dieses allein gibt 
die Euklidische Methode und erfüllt damit die erste Forderung, die 
des Verweilens im engen Ideenkreise. Es ist ein Widerspruch, mit 
dieser Forderung das Streben, gleich anfangs den Blick zu erweitern, 
verbinden zu wollen; eins arbeitet dem andern entgegen. 


Sehr oft lässt sich die Meinung vernehmen, das Festhalten an 
der Euklidischen Methode beruhe allein auf dem alten Herkommen. 
Nun sind aber nach Becker’s Rechnung die Reformgedanken bereits 
70 Jahre lang tätig. Wie geht es dann zu, dass noch keine wesent- 
lich abweichende Bearbeitung entschiedene Anerkennung gefunden 
hat? Obgleich längst widerlegt, ist es immer von neuem das genannte 
Vorurteil, wodurch sich die Reform meistens einzuführen sucht. Jede 
fängt von neuem mit derselben Lästerung an und schliesst mit dem- 
selben Miserfolg. Die Reform würde auf einem weit klarerem Boden 
stehen und mehr Achtung gewinnen, wenn sie mit der Frage be- 
gönne: Welche Eigenschaften der Euklidischen Methode müssen 
festgehalten werden, damit der mathematische Unterricht seinen 
Zweck nicht verfehle? Der Verfasser legt sich diese Frage nicht vor, 
ist vielmehr gleich von Anfang und im allgemeinen und ganzen gegen 
Euklid eingenommen, zeigt sich aber offen für die Lehren seiner 
eigenen Erfahrung, welche ihn doch Punkt für Punkt dem Euklid 
näher führen. Er verteidigt die Darstellungsform, welche den Lehr- 
satz zu Anfang stellt und den Beweis folgen lässt, und gesteht, dass 
ihn die Uebereinstimmung in diesem Punkte günstiger für Euklid 
gestimmt habe. Diese Form ist doch also schon eine Eigenschaft 
der Methode, von der wir nicht abgehen dürfen. Auch ist dies nicht 
die einzige Concession: auch seine Erklärung, dass die projectivische 
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Geometrie nicht an die Stelle der Euklidischen zu setzen ist, zeigt 
indirect, das letztere manches besitzt, was wir nicht ohne weiteres 
fallen lassen können. Ein Punkt, und zwar ein wichtiger, ist da- 
gegen im Programm nicht berührt, steht aber in Beziehung zu einer 
Stelle in der gegenwärtigen Schrift. Diese empfiehlt, den streng 
wissenschaftlichen geometrischen Unterricht erst in Obertertia zu be- 
ginnen und ihm in Quarta und Untertertia einen propädeutischen 
Unterricht vorhergehen zu lassen, der sich, um es kurz zu sagen, auf 
äussere Beobachtung beschränkt, die dabei bemerkten Eigenschaften 
der Figuren nicht beweist. Ob dieses Vorgehen zu einem guten Ziele 
führt; muss erst die Erfahrung zeigen. Hier ist es jedenfalls sehr 
einseitig erwogen, indem bloss in Betracht gezogen wird, dass ab- 
stracte Gegenstände leichter von ältern Schülern gefasst werden, 
leitende Gesichtspunkte gar nicht aufgestellt sind, ein Lehrbuch un- 
nötig sein soll, weil ja der nachherige strenge Cursus alles mangelnde 
ergänze. Was dabei ausser Acht gelassen ist, liegt nahe genug. 
Werden die Schüler leichter über den Berg hinwegkommen, nachdem 
sie zwei Jahre lang vor demselben Halt gemacht haben? Werden 
sie, nachdem sie bereits eine Menge geometrischer Gegenstände ken- 
nen gelernt und sich oberflächliche Begriffe angeeignet haben, ge- 
neigter und fähiger sein, noch einmal Wiukel, Dreieck u. s. w. rück- 
sichtlich logischer Beziehungen anzusehen, ohne dass ein wirklicher 
realer Zuwachs an Kenntnissen die Mühe lohnt? Keinem Lehrer 
kann wol die Bemerkung entgehen, dass Schüler in den ersten Jahren 
des Unterrichts jeden neuen Lehrgegenstand ohne Unterschied was 
ihnen geboten wird mit gleicher Spannung aufnehmen. Wird diese 
Zeit mit Verweilen bei den einfachsten Figuren benutzt um sie mit 
dem zur Folgerung uotwendigen Beziehungen vertraut zu machen, so 
wird man keinem Widerwillen begegnen. Später werden sie wähle- 
rischer, der Gegenstand scheint ihnen zu armselig; da ist die zum 
präcisen Zuwerkegehen erforderliche Geduld für sie eine schwere 
Aufgabe. Diese wird schon an sich um so abschreckender, je weiter 
sie ohne Präcision fortgeschritten waren; nun kommt aber noch die 
Zumutung hinzu, dass sie beim Beweis nicht allein die vorhergehen- 
den Sätze wissen, sondern dieselbe auch von den aus dem propädeu- 
„tischen Unterricht bekannten Sätzen unterscheiden sollen, die hier 
keine Geltung haben. Wenn der Verfasser eine Methode des pro- 
pädeutischen Unterrichts kennt, welche von allen diesen Nachteilen 
frei ist, so wird er ein neues Problem lösen, indem er davon Rechen- 
schaft und dazu Anleitung gibt. Bis jetzt hat man die Nachteile nur 
durch äusserste Beschränkung des Umfangs so gut als möglich zu 
verringern gesucht. 


Die Schrift wendet sich nun zu den Recensionen der eitirten 
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Bücher des Verfassers. Die in diesem Archiv enthaltenen sind ziem- 
lich reichlich bedacht worden. Die Hauptstellen sind in extenso 
mitgeteilt, und die Antwort darauf übergeht keinen Punkt mit Still- 
schweigen. Gleichwol ist die Behandlung der Fragen nicht der Art, 
dass sie dem Aufwand entsprechend den Zweck fördern könnte; sie 
ist mehr darauf gerichtet durch dialektische Kunstgriffe die Ent- 
scheidung hinauszuschieben und für diesmal noch dem Urteil zu ent- 
gehen als die Sache zu klären. Die erste Antwort beginnt mit einem 
persönlichen Ausfall gegen den Recensenten, indem sie demselben 
ein Dogma von vermeintlich unfehlbarer Wahrheit zuschreibt — wol 
nur um dem zuvorzukommen, dass man vom Verfasser ein gleiches 
sage. Es handelte sich um die Bedeutung der Axiome der Gcome- 
trie. Der Verf. erklärt sie für unmittelbar einleuchtende Sätze; hat 
aber an einer Stelle geäussert, dass man bei oberflächlicher Be- 
trachtung für einleuchtend halten könne, was nicht einmal wahr sei. 
Der Ref. glaubt nicht an die Untrüglichkeit jener Divination, welche 
ohne bewussten, angebbaren Grund Urteile als sicher aufstellt, und 
hat nach Hinweis auf des Verf.’s eigene Mahnung zur Vorsicht an 
einem weiteru Beispiel aus dessen Lehrbuch (Axiom III.) gezeigt, 
welcher Täuschung eine solche Divination ausgesetzt ist. Kann man 
hier von einem Dogma reden, so ist es nicht vom Ref., sondern vom 
Verf. aufgestellt und ohne Widerlegung des Entgegenstehenden fest- 
gehalten worden; der Zweifel daran kann doch kein Dogma sein. 
Jetzt verkehrt der Verf. zur Verteidigung alle Aussagen in ihr Gegen- 
teil. Zunächst soll die obige Aeusserung nur von Fällen der Un- 
achtsamkeit gelten, und unter „oberflächlich“ verstehe er überhaupt 
„unachtsam“, Ob jemand das für gleichbedeutend hält, sei dahin- 
gestellt; im Bericht ist beides unterschieden berücksichtigt. Der 
wörtliche Inhalt des dem Ref. zugeschobenen Dogmas lautet nun: 
„dass alle unmittelbare Erkenntniss nur oberflächlich sein könne“. 
Dies sagt der Verf., wol zu merken, in seiner abweichenden Wort- 
deutung. Oberflächlich nennt man aber, wie das Wort selbst sagt, 
die Urteile, die auf das äussere Anschauen des Nächstliegenden hin 
ohne eingehendes Studium, ohne gründliche Untersuchung gefällt 
werden; es schliesst nicht aus, dass dieses Anschauen alles treu auf- 
nimmt, was sich ihm darbietet. Da es nun ein Widerspruch ist, un- 
mittelbar evident zu nennen, was auf gründlicher Untersuchung, ja 
überhaupt auf Ueberlegungen beruht, so war wol der obige Satz 
selbstverständlich. Auch war bis dahin dem Ref. durch keinen Ein- 
wand dagegen ein Anlass geboten ihn zu verteidigen. Erst jetzt hat 
der Verf. in der Wortdeutung ein Mittel gefunden ihn anzufechten. 
Was er von Verketzerung sagt, ist aus der Luft gegriffen; diese Be- 
schuldigung möchte er doch mit Worten des Berichts belegen. Doch 
trotz jener Umdeutung und gerade durch die Verkehrung der Auf- 
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stellungen verfällt er weiterhin in den genannten Widerspruch, dem 
er durch erstere entgehen wollte. Ref. hatte vom Axiom III. aus- 
gesprochen, dass es bei oberflächlicher Betrachtung für evident ge- 
halten werden könnte. Der Verf. erwidert jetzt: allerdings könnte 
es bei oberflächlicher Betrachtung bezweifelt (!) werden, doch nach 
gewissen Ueberlegungen — es werden deren eine längere Reihe auf- 
geführt, die schwerlich der Schüler von selbst anstellt, und deren 
jede wieder neue Fragen hervorrufen würde — würde die Richtigkeit 
des Axioms einleuchten. Ist nach allen diesen Ueberlegungen das 
Axiom noch unmittelbar evident? 


Das übrige bedarf wol nur kurzer Antwort. In Betreff der Be- 
merkung über kürzeste Distanz (welche keiuer Ansicht des Verf. 
entgegentritt) sei gern eingeräumt, dass sie an unrechter Stelle an- 
gebracht war und wol deshalb nicht verstanden worden ist. Das 
Wort ‚„mithin‘‘ mag nicht als folgernd gemeint sein; liess es sich 
aber nicht entbehren, um so schlimmer. Die Auffassung der Axiome 
als Hypothesen verwirft der Verfasser in der Besorgniss, dass da- 
durch den Schülern die Lust zu weiterer Forschung geraubt würde. 
Sie sollen ihre „anschaulich evidente Erkenntniss“ solange für zu- 
verlässig halten, bis ihnen die Möglichkeit des Irrtums gezeigt wird. 
Sollte man meinen, dass in unsern Zeiten, wo die Erfolge der auf 
wissentlich fehlbare Hypothesen bauenden Forschung, die auf keiner 
aprioristischen Basis zu gewinnen waren, bekannt sind, sich jenes 
alte Vorurteil noch könnte hören lassen! Wenn der Verf. meint, über 
der Controverse sei der übrige Inhalt seiner Schrift übersehen wor- 
den, so ist das ein Irrtum; das Vielteilige eignet sich einmal weniger 
zur Besprechung, und einzelne Punkte, auf dier er besonders Wert 
legte, hatte der Verf. nicht hervorgehoben. Hoppe. 
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gegen einen Hauptstrahl. 


G. Mittag-Leffler: Ueber die analytische Darstellung der 
monogenen einförmigen Functionen einer unabhängigen Variabeln. 
— Neuer Beweis des Laurent’schen Satzes. 
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H. Poincare6: Ueber die Gruppen der linearen Gleichungen. 
L. Scheffler: Beweis des Laurent’schen Satzes. 


N. Sonine: Ueber die Verallgemeinerung einer Formel von 
Abel. 


Chr. Zeller: Zu Euler’s Recursionsformel für die Divisoren- 
summen. 


MH. 


% 
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Litterarischer Bericht 
Vl. 


Physik. 


Die Physik im Dienste der Wissenschaft, der Kunst und des 
praktischen Lebens. Unter Mitwirkung von Dr. J. von Bebber, 
Abteilungsvorstand auf der deutschen Seewarte in Hamburg; C.Grah- 
winkel, kais. Postrat in Frankfurt a. M.; Dr. E. Hartwig, 
Assistent an der Univ. Sternwarte in Strassburg; Dr. E. Lommel, 
Professor an der Univ. Erlangen; Dr. F. Melde, Prof. an d. Univ. 
Marburg; Dr. J. Rosenthal, Prof. an d. Univ. Erlangen; Th. 
Schwartze, Ingenieur in Leipzig; Dr. A. v. Urbanitzky, 
Assistent an d. techn. Hochschule zu Wien; Dr. H. W. Vogel, Prof. 
an d. techn. Hochschule zu Berlin; Dr. J. H. Wallentin, Prof. 
am Obergymnasium im IX. Bezirk in Wien; herausgegeben von Dr. 
G. Krebs, Oberlehrer an der Musterschule (Realgymnasium) zu 
Frankfurt a. M. Stuttgart 1883. Ferdinand Enke. 


Das Werk behandelt eine Anzahl solcher physikalischer Ent- 
deckungen, welche in neuerer Zeit durch die ausgedehnteste An- 
wendung bekannt geworden sind. Es gibt in den folgenden 13 Auf- 
sätzen deren Erfindungs- und Fortbildungsgeschichte und so viel von 
der Theorie und Technik, als zum Verständniss des Zusammenhangs 
erforderlich ist, mit einigen eingelegten Holzschnitten. Die Titel der 
Aufsätze sind: Vogel: Im photographischen Ateliere. Lommel: 
Spectrum und Spectralanalyse. Krebs: Eine meteorologische Sta- 
tion. Bebber: Auf der deutschen Seewarte. Rosenthal: Heizung 
und Ventilation. Melde: Die Akustik in ihren Hauptbeziehungen 
zu den musikalischen Instrumenten. Schwartze: Die Motoren des 
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Kleingewerbes. Urbanitzky: Die elektrischen Maschinen. Wal- 
lentin: Kerzen und Lampen. Urbanitzky: Der Kampf des elek- 
trischen Lichtes mit dem Gaslichte. Wallentin: In der galvano- 
plastischen Werkstätte Grahwinkel: Die Telephonie und ihre 
Verwendung im Verkehrsleben der Gegenwart. Hartwig: Aufder 
Sternwarte. H. 


Die Spannungs -Elektricität, ihre Gesetze, Wirkungen und tech- 
nischen Anwendungen. Von K. W. Zenger, o. ö. Professor der. 
Physik an der k. k. böhm. techn. Hochschule in Prag. Mit 86 Ab- 
bildungen. Pest, Leipzig (1884). A. Hartleben. 252 S. 


Das Buch gibt genau das, was der Titel sagt. Es eignet sich 
zur Selbstbelehrung ohne Rücksicht auf Studium und Beruf. Der 
Inhalt ist selbstverständlich. H: 


Die Generatoren hochgespannter Elektrieität mit vorwiegender 
Berücksichtigung der Elektrisirmaschinen im engeren Sinne. Von: 
Dr. Ignaz G. Wallentin, k, k. Professor. Mit 75 Abbildungen. 
Wien. Pest, Leipzig (1884). A. Hartleben. "271 S. 


Auch dieses Buch ist, wie das vorige, zur Selbstbelehrung ohne 
Rücksicht auf Studium und Beruf eingerichtet. Seine Aufgabe be- 
steht darin, die Apparate in erforderlicher Vollständigkeit zu be- 
schreiben und ihre Wirkungsweise darzulegen. Unter diesen werden 
nach einander behandelt: die Reibungselektrisirmaschinen, die Elek- 
trisirmaschinen, welche auf den Principien der Influenz und des 
Transportes der Ladungen beruhen, Apparate nach dem Princip der 
Metallinductoren, Inductionsapparate als Generatoren hochgespannter 
Elektricität, Accumulatoren, die rheostatische Maschine. Hierbei 
werden keine Kenntnisse des Gegenstandes vorausgesetzt, sondern 
die zum Verständniss erforderlichen Begriffe vorher erläutert, weiter- 
hin auch das zur Messung der Kräfte gehörige Verfahren gelehrt. 

Hi 


Die physikalischen Grundsätze der elektrischen Kraftübertragung. 
Eine Einleitung in das Studium der Elektrotechnik. Von Josef 
Popper, Mit einer Figurentafel. Wien, Pest. Leipzig (1884). 
A. Hartleben. 55 8. 


In dieser Arbeit war der Verfasser bestrebt, das theoretisch so 
interessante ‘und praktisch so wichtige Problem der elektrischen 
Kraftübertragung in seiner grössten Allgemeinheit als elektrischen 
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Transport von Energie überhaupt — in gründlicher und systemati- 
scher Weise zu behandeln, um dem Physiker, Elektrotechniker, wie 
auch dem Unternehmer die Kenntniss aller jener Factoren zu ver- 
schaffen, die bei diesem Problem massgebend sind. Um diesen Zweck 
zu erreichen, wird zuerst eine allgemeine Uebersicht über die ver- 
schiedenen Arten von Kraftübertragung überhaupt gegeben, sodann 
gezeigt, welche Grössen speciell bei dem elektrischen Transport 
von Arbeit gemessen werden müssen, und welche physikalische Be- 
deutung denselben zu Grunde liegt; dabei wird der allgemeine Ar- 
beitsbegriff und der sonst so schwierig zu erfassende Begriff des Po- 
tentials in leichtfasslicher Weise von der elementaren Mechanik an- 
gefangen bis hinein in das Capitel der statischen und dynamischen 
Elektricität gleichartig durchgeführt und hiedurch auch die Bedeutung 
der elektrischen Maassmethoden principiell klargelegt. Gegen Schluss 
der Arbeit werden die für den Elektrotechniker und Unternehmer 
wichtigen Betrachtungen über die Ockonomie des Betriebes, Aus- 
nützung des Anlagecapitals, Einfluss der Distanzen, der Spannungen 
u. Ss. w. in conciser Weise zusammengefasst, so dass sich Jedermann 
auch von Fall zu Fall ein Urteil zu bilden vermag über jene Um- 
stände, von welchen das Ergebniss einer elektrischen Kraftübertragung 
abhängt, und welche näheren Detailstudien stets zu machen sind, um 
eine solche Anlage geschäftlich calculiren zu können. Zur noch 
grösseren Erleichterung des Verständnisses wird schliesslich der bis- 
her am vollständigsten studirte und: gemessene Fall einer elektri- 
schen Kraftübertragung durchgeführt und unter Zugrundelegung des 
Diagrammes dazu benützt, jede einzelne der conventionell bezeich- 
neten Grössen vor das Auge zu führen und die allgemeinen Begriffe 
und Betrachtungen au einem speciellen Falle zu illustriren. Nach 
dem Studium dieser Arbeit wird wohl Jeder eine gründliche Einsicht 
in das Problem der elektrischen Kraftübertragung gewonnen haben 
und mit Leichtigkeit im Stande sein, dessen weitere Entwicklung mit 
selbständigen Urteil zu verfolgen 
A. Hartleben’s Verlag. 


Diesem Urteile treten wir vollkommen bei. 
Die Redaction. 


Analytische Theorie der Wärme. Von M. Fourier. Deutsche 
Ausgabe von Dr. B. Weinstein. Mit 21 in den Text gedruckten 
Holzschnitten. Berlin 1884. Julius Springer. 476 8. 


Die Uebersetzung der „Theorie de la chaleur“ vertritt zugleich 
mit dem in Breslau erschienenen unveränderten Abdruck eine neue 
Ausgabe des Werks, welche lange Zeit gefehlt hat, besitzt aber vor 
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dieser den Vorzug, dass darin nach sorgfältiger Revision der analy- 
tischen Rechnungen die zahlreichen Druckfehler des Originals besei- 
tigt sind. In der Abfassung ist nichts geändert, nur haben einige 
Hinzufügungen stattgefunden : die kleinern Teile haben Ueberschriften 
erhalten, hin und wieder ist der Calcul des leichtern Verständnisses 
wegen erweitert, und den Reihenentwickelungen sind überall die 
Grenzen der Gültigkeit hinzugeschrieben. Anmerkungen sind selten; 
die Litteratur ist am Schlusse zusammengestellt. Das Originalwerk 
ist bekannt als bahnbrechend für mathematische Behandlung der 
Physik, es hat die dazu dienenden Mittel der Analysis bedeutend 
vermehrt durch die Theorie der trigonometrischen Reihen. Es be- 
handelt die Bewegung der Wärme, hauptsächlich in festen Körpern 


nebst Ein- und Austritt unter äusseren Einflüssen. Die Hauptab- 


schnitte sind folgende. Nach einer Einleitung, welche die analytische 


Gestaltung der physikalischen Gesetze vollzieht, kommt: Gleichungen. 


für die Verbreitung der Wärme; Verbreitung in einer unendlichen 
rechteckigen Halbplatte; variirende Bewegung in einem Ringe; ra- 
diale Verbreitung in einer Kugel; desgl. in einem unendlich langen 
Cylinder; stationäre Bewegung in einem einseitig unendlich langen 
rechteckigen Prisma; Bewegung in einem Würfel; Diffusion der 
Wärme; allgemeine analytische Ergebnisse über Integration von Dif- 
ferentialgleichungen und Darstellung von Functionen; Analyse und 
Grundlage der Wärmetheorie. H. 


Das internationale elektrische Maasssystem im Zusammenhange 
mit anderen Maasssystemen dargestellt von F. Uppenborn, In- 
genieur, Redacteur des Centralblattes für Elektrotechnik. (Enthält 
die Beschlüsse der beiden Pariser Congresse (1881 und 1884) nebst 
genauer Erläuterung von deren Consequenzen.) 2. Auflage Mün- 
chen und Leipzig 1884. R. Oldenbourg. 26 8. 


Das elektrische Masssystem beruht auf dem mechanischen. Ob- 
wol man diese Grundlage als bekannt und feststehend zu betrachten 
pflegt, so war es doch nicht überflüssig eine eingehende Erörterung 
derselben vorausgehen zu lassen.  Einesteils lässt die Wahl der Ein- 
heiten Verschiedenheit zu, über welche Entscheidung und Definition 
erfordert wird: andernteils kommen auch Zweifel über Begriffe vor. 
Der Umstand, dass das Gewicht meistens auf eine Frage nach der 
Masse antwortet, verleitet sehr stark dazu den Urbegriff des Gewichts 
als einer Kraft preiszugeben. Dem ist hier vorgebeugt durch Hin- 
weis auf die Erklärung des Congresses, welche das Grammgewicht 
als Kraft bezeichnet und die es repräsentirende Masse Grammmasse 
nennt. Die fundamentalen Einheiten sind nun Centimeter C, Gramm- 


N 
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masse @ und Secunde $S. Auf sie werden die fernern mechanischen 
Einheiten der Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, der Arbeit 
und des Effectes reducirt. Die davon abweichenden technischen Ein- 
heiten sind dann aufgeführt. Von den elektrischen Masssystemen 
werden das elektrostatische und elektromagnetische behandelt. Die 
Masseneinheit der Elektrieität wird durch das Coulomb’sche Gesetz 
bestimmt, die Stromeinheit aus Faraday’s Relation hergeleitet. Aus- 
führliche Erklärung bedurfte die Einheit der elektromotorischen 
Kraft. Zu diesen kommen für das elektromagnetische Masssystem 
hinzu die Widerstandseinheit und die Einheit der Capacität. Das 
Fernere handelt von den gesetzlichen Bestimmungen und Congress- 
beschlüssen. H. 


Zeitschrift zur Förderung des physikalischen Unterrichts. Her- 
ausgegeben und redigirt vom Physikalisch-technischen Institut, Lis- 
ser u. Benecke. Erster Jahrgang 1884. Berlin 1884. Lisser u. 
Benecke. 


Diese neue Zeitschrift, welche seit October v. J. in monatlichen 
Heften erscheint, hat sich vor allem zur Aufgabe gemacht Apparate 
zu Demonstrationszwecken, deren Verfertiger die Herausgeber selbst 
sind, und demonstrative Experimente anzugeben. Solche sind auch 
die Gegenstände der Aufsätze, mit welchen sich eine Anzahl Phy- 
siker, besonders Lehrer der Physik an dem Unternehmen beteiligt 
haben. H. 


Vermischte Schriften. 


Archiv for Mathematik og Naturvidenskab. Udgivet afSophus 
/Lie, Worm Müller 08G.0.Sars. I. III. IV. V. VI. VII. Bind. 
Kristiania 1877—1882. Alb. Cammermeyer. 


Ueber den Anfang dieser Zeitschrift s. litt. Ber. 243. S. 37. Der 
2. bis 7. Band enthält an mathematischen Abhandlungen: 


S. Lie: Neue Integrationstheorie der Monge-Amp£re’schen Glei- 
chung. — Die Störungstheorie und die Berührungstransformationen. 
— Eine Eigenschaft der Steiner’schen Fläche 3. Classe und 4. Ord- 
nung. — Ueber reelle algebraische Minimalflächen. — Synthetisch- 
analytische Untersuchungen über Minimalflächen. I. Ueber reelle 
algebraische Minimalflächen. — Theorie des Pfaff’schen Problems 2. 
— Kleiner Beitrag zur Theorie der Steiner’schen Fläche. — Theorie 
der Transformationsgruppen, III. IV. V.3. 4. — Sätze über Minimal- 
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flächen, II. III. 3. — Bestimmung aller in eine algebraische Deyelop- 
pable eingeschriebenen algebraischen Integralflächen der Differential- 
gleichung s= 0. 4. — Zur Theorie der Flächen constanter Krüm- 
mung. 4. 5. — Weitere Untersuchungen über Minimalflächen. 4. 
— Ueber Flächen, deren Krümmungsradien durch eine Relation ver- 
knüpft sind. 4. — Bestimmung aller Flächen constanter Krümmung. 
5. — Discussion der Differentialgleichung s = F(z). 6. — Trans- 
formationstheorie einer partiellen Differentialgleichung. 6. — Ueber 
die Integration durch bestimmte Integrale von einer Classe linearer 
partieller Differentialgleichungen. 6. — Zur Theorie der geodäti- 
schen Cnrven der Minimalflächen. 6. — Bestimmung aller Flächen, 
die in mehrfacher Weise durch Translationsbewegung einer Curve 
erzeugt werden. 7. — Ueber Flächen, die infinitesimale und lineare 
Transformationen gestatten. 7. — Ueber gewöhnliche Differential- 
gleichungen, die eine Gruppe von Transformationen gestatten. 7. 

S. A. Sexe: Wie man die imaginäre Grösse vermeidet. 4. — 
Sollte sich nicht ein reeller mathematischer Ausdruck finden lassen, 
der die Rolle der imaginären Grössen übernehmen und dieselben 
Dienste leisten könnte wie diese Grössen? 7. — | 

H. Geelmuyden: Die konische Pendelbewegung.- 5. — Be- 
merkungen über die Theorie des Zodiakallichtes. 7. 

Elling Holst: Ueber algebraische cykloidische Curven. 6. — 
Ein Beitrag zur methodischen Behandlung der metrischen Eigen- 
schaften algebraischer Curven. 7. — Analytischer Beweis eines geo- 
metrischen Satzes. 7. — Ein Par synthetische Methoden in der 
metrischen Geometrie mit Anwendungen. 7. 

J. J. Astrand: Ueber eine neue Methode zur Lösung trinomi- 
scher Gleichungen nten Grades. 6. H. 


Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas publicado pelo 
Dr. Francesco Gomes Teixeira, Professor de mathematica na 
Universidade de Coimbra, Socio correspondente da Academia Real 
das sciencias de Lisboa e da Sociedade de sciencias physicas e na- 
turaes de Bordeaux. Volume III. IV. Coimbra 1881—1883. Im- 
prensa da Universidade. | 


Der 3. und 4. Band enthalten folgende Abhandlungen. 


A. Schiappa Monteiro: Ueber eine im Journal de math6- 
matiques el&ämentaires (herausgeg. zu Paris von Bourget u. Koehler) 
gestellte Aufgabe. — Lösung der Aufgabe 17. — Note bezüglich 
auf descriptive Geometrie über den Schnitt der Flächen 2. Grades. 


— Lösung der Aufgabe 16. — Note über die Strictionslinie ds 


Hyperboloids. — Lösung der Aufgaben 15. 14. — Ueber die Teilung 
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der Geraden und des Kreises in gleiche Teile, bezüglich auf eine 
Aufgabe von Marecas Ferreira.. — Note über die Erzeugung eines 
Kegelschnitts mittelst. des Kreises oder eines andern Kegelschnitts 
und über andere geometrische Untersuchungen. 

L. F. Marrecas Ferreira: Ueber ein geometrisches Problem. 

J. A. Martius da Silva: Ueber die Transformation der Le- 
gendre’schen Function X, in ein bestimmtes Integral. — Ueber die 
direete Reduction einer Ülasse vielfacher bestimmter Integrale. — 
Beweis eines Satzes von Besge. — Note über die Transformation 
eines bestimmten Integrals. — Ueber einige neue Formeln bezüg- 
lich auf die Wurzeln der algebraischen Gleichungen. — Lösung der 
Aufgabe 21. 

F. Gomes Teixeira: Vorlesungen über die Principien der 
Infinitesimalrechnung. — Ueber die Multiplication der Determinanten. 

Pedro Gomes Teixeira: Ueber einige arithmetische Sätze. 

A. F. Rocha Peixoto: Ueber einen Satz bezüglich auf ebene 
Schnitte des Ratationskegels. 

J. M. Rodrigues: Ueber eine Formel von Wronski. — Ueber 
die Theorie der Facultäten. — Ueber eine Formel von Euler. — 
Ueber eine Formel von Lagrange. 

Breusing: Ueber die Geschichte des Nonius. 

M. Birger Hansted. Verallgemeinerung der Legendre’schen 
Function X. 

F. da Ponte Horta: Einige Eigenschaften der Kegelschnitte. 

Duarte Leite Pereira da Silva: Ueber einige unbestimmte 
Integrale. — Derivirte beliebiger Ordnung von y nach x für f(x, y) =0. 

J. C. O’Neil de Medeiros: Ueber ein Problem der elemen- 
taren Algebra. 

Ausserdem sind 7 neue Aufgaben, Nr. 18—24., gestellt, und 
einige Nachrichten über erschienenen Bücher gegeben. H. 


Nieuw Archief voor Wiskuude.. Deel XI. Amsterdam 1884. 
J. F. Sikken. | : 

Der Inhalt des 11. Bandes an Abhandlungen ist folgender. 

L. Janse Bz: Ueber die graphische Auflösung der sphärischen 
Dreiecke und ‘darauf gegründete nautische und astronomische Auf- 
gaben. 

P. van Geer: Die Methode von Roberval. 

D. Bierens de Haan: Zwei seltene Werke von Benedictus 
Spinoza. — Ein äusserst seltenes Werk von Albert Girard, 
„Invention nouvelle en l’algebre.‘ 

F. J. van den Berg: Ueber die geometrische Verbindung 
zwischen den Wurzelpunkten einer Gleichung und denen ihrer de- 
rivirten. 
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Ferner sind mitgeteilt ein Beweis des Ptolemäischen Satzes, 
welchen ein Schüler 4. Classe der höhern Bürgerschule in Tiel ge- 
funden hat; ein Beweis der Formel für die Anzahl der Combinatio- 
nen, von W. Mantel; und die in den Winterversammlungen der 
Wiskundig Genootschap in Amsterdam verhandelten Themata. 

H. 


Mathesis, recueil mathematique & usage des &coles et des £&ta- 
blissements d’instruction moyenne, publie par P. Mansion, Pro- 
fesseur ordinaire & l’Universite de Gand, Correspondent de l’Academie 
royale de Belgique, etc. et J. Neuberg, Professeur & l’Universite 
de Liege, Membre de la Societe royale des sciences de Liege, etc 
avec la collaboration de plusieurs professeurs belges et £trangers. 
Tome quatrieme, annde 1884. Gand 1884. Ad. Hoste. Paris, 
Gauthier Villars. 


Der 4. Band enthält folgende Abhandlungen. 

P. Mansion: Abriss der Theorie der hyperbolischen Functio- 
nen. — Aus dem Leben von W. Snel. — Der 200ste Jahrestag der 
Erfindung der Differentialrechnung. — Curven mit Verzweigungs- 
punkt. — Erfindung der Differentialrechnung. 

Barbarin: Sätze über die Ellipse. — Aufgaben über die Kugel 

E. Catalan: Ueber einen Satz von Abel. 

Angelo Genocchi: Zusammenstellung verschiedener Unter- 
suchungen über die Ovalen von Descartes und einige andre Curven. 

De Rocquigny: Arithmetische Aufgaben. 

Gelin: Algebraische Aufgaben. 

M.d’Ocagne: Ueber die centralen Transformationen der ebenen 
Curven. 

J. Mister: Schwerpunkt einer abgestumpften dreiseitigen Py- 


ramide. — Schwerpunkt des schräg abgeschnittenen Prismas und 
Parallelepipeds. 
E. Cesaro: Untersuchung über Transversalen. — Wahrschein- 


lichkeit gewisser arithmetischer Facta. — Ueber die innere Gleichung 
der Curven. 

H. Brocard: Aufgaben. — Geometrische Eigenschaft einer ge- 
wissen Gruppe von 2 Systemen concentrischer Kreise. 

H. Schoentjes: Ueber die Erzeugungsart der Conchoide. 

Radicke: Ueber die Summen der gleichhohen Potenzen einer 
Reihe von Cosinus. | 

E. Lemoine: Verschiedene Sätze über die Antiparallelen der 
Seiten eines Dreiecks. 

Weill: Ueber ein Zweieck und ein Dreieck aus Kreisbogen 
gebildet. 
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Boije af Gennäs: Aufgabe der unbestimmten Analytik. 


Ausserdem enthält der 4. Band Lösungen vieler in den vorher- 
gehenden gestellten Aufgaben und 100 neue Aufgaben, Nr. 301 bis 
400. Von diesen gesondert sind Examenaufgaben. H. 


Mittheilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg. 
Nr. 3. 4. 1883. 1884. — 18-39 S. 


Aus den Vorträgen sind folgende Gegenstände von Interesse her- 
vorzuheben. 


F. H. Reitz: Ueber die ins Werk gesetzte Verbindung der 
Dreiecksnetze von Spanien und Algier. 

Ahlborn: Ueber Connexe und Coincidenzcurven. 

E. Liebenthal: Untersuchungen über die Attraction zweier 
homogenen Körper. 

Plath: Ueber die Wiedcerauffindung des Planeten Sylvia. Hier- 
bei die Zusammenstellung der von 1687 bis 1881 erhaltenen 20 Werte 
für die Masse des Jupiter. 

F. H. Reitz: Ueber den Hohmann-Coradi’schen Flächen- 
integrator. 

J. F. Bubendey: Ueber die Constantenbestimmung der Func- 
tionen durch Wahrscheinlichkeitsrechnung bei stark abweichenden 
. Einzelwerten. 

P. Jaerisch: Ueber die Kritik der Anwendbarkeit der Glei- 
chungen der Elasticitätstheorie. — Ueber anomale Dispersion. 

Reitz: Ucber das Periheliotrop, Instrument zur Erleichterung 
des Auffindens neuer Dreieckspunkte durch Sonnenlichtblitze. 

Schubert: Ueber die Ausdehnung des Begriffs der 7 arithmeti- 
schen Operationen von höherer als 3. Stufe. 

Ahlborn: Ueber die Beziehung der elliptischen Functionen zur 
Geometrie. 

Wagner: Ueber die Abbildung ebener Curven und Flächen- 
stücke. 

Krüss: Ueber die Verwertung der Resultate photometrischer 
Messungen. 

Bock: Ueber die Entwickelung von Functioneu in unendliche 
Producte. 

 Ahlborn: Ueber die Bedeutung der Zahl » in den Abel’schen 
Functionen und ihre Beziehung zur Geometrie. 

H. Schubert: Ueber eine gewisse Familie von Configurationen. 
— Die ndimensionalen Verallgemeinerungen des 3dimensionalen 
Satzes, dass es 2 Strahlen gibt, welche 4 gegebene Strahlen schneiden. 

P.Jaerisch: Lösungen der Elasticitätsgleichungen von der Form 


f(t, x, y, 2) cos(at+a, &-+agy-+ a3) H. 
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Association Francaise pour l’avancement des sciences. Congres 
de Lille 1884. Congres de la Rochelle 1882. Paris, au secr6tariat 
de l’Association. 


Wie aus einem Auszug aus den Statuten zu ersehen, ist die 
Association Francaise eine dauernd bestehende Gesellschaft, der Jeder 
durch Anmeldung bei dem Conseil beitreten kann, mit einem Capital 
in Teilen zu 500 Fraucs. Sie unterscheidet Gründer, die wenigstens 
einen solchen Teil zeichnen, und Mitglieder mit jährlichem Beitrag 
von 20 franes. Ueber die Congresse in den einzelnen Städten Frank- 
reichs und die aus denselben hervorgehenden Publicationen sind 


keine nähern Angaben gemacht. Zwei solche Publicationen liegen 


dem Ref. vor; eine dritte aus dem Congress zu Algier 1881 ist be- 
reits im 275. litt. Bericht besprochen. Die gegenwärtigen sind ver- 
fasst von M. E, Lemoine, Ingenieur civil, Ancien eleve de l’Ecole 


polytechnique. Die erste behandelt die Peaucellier’sche Vorrichtung, 


welche mittelst eines lenkbaren Gestänges bei Führung eines Punkts 
im Kreise einen andern Punkt in gerader Linie bewegt, ein Prineip 
welches im Anslande mehr bekannt sei als in Frankreich. Die 
zweite, bestehend aus 2 Arbeiten, leitet 17 neue Dreieckssätze her. 


H: 


Bulletins de l’Acad&mie Royale des sciences, des lettres et des 


beaux-arts de Bolgique. 3me serie, t. .—V. 1881—1883. Bruxel- 
les, F. Hayez. 


Die 5 ersten Bände der 3. Reihe enthalten folgende mathema- 
tische Arbeiten nebst Referaten über dieselben. 


©. Le Paige: Note über die Theorie der Polaren. — Ueber 
gewisse Covarianten. 1. — Ueber die Curven 3. Ordnung. 1.3.4. 
— Ueber die Theorie der binären Formen für mehrere Reihen von 
Variabeln. 2. — Ueber die geometrische Darstellung zweier ein- 
förmigen Transformationen. 3. -— Ueber einige einförmige geome- 
trische Transformationen. 4. — Note über die Homographie 3. Ord- 
nung. — Ueber die Flächen 2. Ordnung. 5. 


P. Samuel: Note über ein Instrument zur Beschreibung von 


Ellipsen. 1. 2. 


Folie (gemeinsam mit Le Paige): Ueber die Curven 3. Ord- 
nung. 1. 8. 
Catalan: Ueber die Legendre’schen Functionen X,. — Magi- 

sches Quadrat von la Villa Albani (Rom). 2. — Ueber die Addition 


der ellliptischen Functionen 1. Gattung. — Einige Sätze der elemen-- 


taren Geometrie. 4. — Note über die Theorie der Kettenbrüche 
und gewisse Reihen. — Ueber eine Doppelreihe. 5. 
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Dernyts: Note über die algebraischen Flächen mit mittlerer 
Krümmung null. 2. 

Gomes Teixeira: Ueber eine Classe von Gleichungen mit 
partiellen Dlfferentialquotienten 2. Ordnung. 2. — Integration einer 
Classe von Gleichungen mit partiellen Differentialquotienten 2. Ord- 
nung. 3. 

Mansion: Fundamentales Princip betreffend die Berührung von 
Flächen, welche eine gemeinsame Erzeugende haben. 3. — Ueber 
einen Punkt der Theorie der Fourier’schen Reihen. 5. 

E. Weyr: Ueber die Iuvolutionsflächen. 4. 

Boblin: Teilung eines Winkels oder Bogens in 3 progressive 
und proportionale Teile. 4 — Ucber die Verdoppelung des Ku- 
1120 A 

Genocchi: Ueber die Functionen von Prym und Hermite. 4. 5, 

Sautreaux: Versuch der Anwendung der Geometrie mit poly- 
gonalen und polyedrischen Coordinaten auf die Lösung der Glei- 
chungen 3. und 4. Grades. 4. 

Ronkar: Versuch der Bestimmung der Trägheitsmomente des 
Erdsphäroids. 5. 

De Tilly: Ueber den Satz von Chasles bezüglich auf Central- 
axen. 9. 

Wilmart: Lösung des Euklid’schen Postulats. 5. H. 


Verslagen en Mededcelingen der Koninklijke Akademie van 
Wetenschappen. Afdeeling natuurkunde. Tweede reeks. Achttiende 
dee. Amsterdam 1883. Johannes Müller. 


Der 18. Teil enthält folgende mathematische Abhandlungen. 


Ch. M. Schols: Berechnung des Abstandes und Azimuts aus 
Länge und Breite. — Ueber den Anschluss eines Dreiecksnetzes von 
niederer Lage an 3 Punkte eines höhern. 

W. Kapteyn: Einige Bemerkungen über gewöhnliche lineare 
Differentialgleichungen. 

D. Bierens de Haan: Baustoffe für die Geschichte der mathe- 
ınatischen und Natur-Wissenschaften in den Niederlanden. 

J. Bueno de Mesquita: Allgemeine Gleichungen für ein 
centrirtes Linsensystem. 

D. J. Korteweg: Allgemeine Sätze betreffend die stationäre 
Bewegung einer incompressibeln, reibenden Flüssigkeit. H. 


Aunual Report of the Board of Regents of the Smithsonian In- 
stitution, showing the operations, expenditures and condition of the 
Institution for the year 1881.—1882. Washington 18835—1884. 
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Der Report enthält unter der Ueberschrift: „Record of recent 
scientific progress“ einen übersichtlichen Bericht über die jährlichen 
extensiven Fortschritte in der Erforschung der materiellen Tatsachen. 
Dieser Teil des Buchs umfasst etwa die Hälfte des Raumes. Der 
Bericht erstreckt sich auf folgende Wissenschaften: Astronomie, 
Meteorologie, Physik, Chemie, Botanik, Zoologie und Anthropologie. 
Die Theorie wird in keiner derselben berührt, daher ist auch die 
Mathematik gänzlich ausgeschlossen. Es handelt sich allein um neue 
Beobachtungen und deren Mittel. H. 


Bulletin of the Philosophical Society of Washington. Vol. IV. 
V. Published by the co-operation of the Smithsonian Institution. 
Washington 1881. 1883. 


Aus dem Namen „philosophische Gesellschaft‘‘ würde man ge- 
neigt sein zu entnehmen, dass dieselbe der Pflege der ideellen, theo- 
retischen Wissenschaft gewidmet sei, daher der Mathematik eine vor- 
waltende Stelle eingeräumt werden müsse. Die Statuten sprechen 
überhaupt nicht vom Zwecke der Gesellschaft, sondern nur von der 
Verwaltung, sie beschränken die Gegenstände der Verhandlungen und 
Publicationen durch keine Festsetzung, nicht einmal auf wissenschaft- 
liche. Die Verhandlungen deuten auf ein gleiches Interesse für ide- 
elle und reale Wissenschaft; das ideelle Interesse lassen die einlei- 
tenden Fragen erkennen, auch tritt es in dem ehrenvollen Andenken 
an den ihr zugehörenden Mathematiker Peirce hervor. Wenn nun 
gleichwol die Resultate aller publicirten Vorträge auf blosse Aus- 
dehnung materieller Kenntnisse gerichtet sind, so leitet eine Aeusse- 
rung von S. Newcomb in einem Vortrag „über die Beziehung der 
wissenschaftlichen Methode zum socialen Fortschritt“ auf eine Er- 
klärung des Umstandes. Er findet, dass in Amerika eine weit grössere 
Trennung zwischen Wissenschaft und praktischem Leben als in der 
übrigen civilisirten Welt gemacht wird, nur schreibt er die geschil- 
derte Ansicht dem gemeinen Manne, nicht dem Gelehrten zu. Ohne 
Zweifel ist aber auch letzterer nicht von diesem Einflusse frei. In 
Amerika findet die Realwissenschaft auf ihrem bekannten Standpunkt 
ohne theoretische Vertiefung so viel Verwertung, dass das ideelle 
Studium nicht daran denkt etwas nützliches zu schaffen und sich 
sorglos beliebigen Speculationen hingibt. Im vorliegenden Falle 
kommt weiter hinzu, dass die grosse Ausdehnung des bearbeiteten 
Feldes jede Concentration unmöglich macht. In den am je zweiten 
Sonnabend stattfindenden Sitzungen würde ein theoretischer Vortrag 
ganz vereinzelt bleiben. H. 
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BER Aceademik det Lincei. anno COLXXXTL 188384. 
Serie terza.. Transunti. Volume VIII. Roma 1884. 


In diesem Bande sind folgende mathematische Abhandlungen 
oder deren Analysen enthalten. 


A. Violi: Die Moleculargeschwindigkeiten der luftförmigen 
Körper. 

S. Robert Paolo: Warum die Gletscher zurückgehen. 

G. Trattini: Ueber einige Sätze in der Theorie der Substi- 
tutionen. — Die Gruppen zu % Dimensionen. 

Ascoli: Die Grenzcurven einer Varietät von Curven. 

P. Blaserna: Ueber die der Eisperiode entsprechende Tempe- 
ratur. 

A. Capelli: Ueber die Zusammensetzung der Substitutions- 
gruppen. 

F. Brioschi: Ueber eine Classe von Curven 4. Ordnung. 

A. Lugli: Ueber die barometrische Höhenmessung. 

C. Segre: Ueber die Theorie der Classification der Homogra- 
phien in einem Raume von beliebig vielen Dimensionen. 

V. Volterra: Ueber das Gleichgewicht der biegsamen und nicht 
dehnbaren Flächen. — Ueber ein elektrostatisches Problem. 

F. Bonatelli: Von einigen psychologischen Schwierigkeiten, 
die sich mittelst des Begriffs des Unendlichen lösen. 

G. Mengarini: Methode der Bestimmung des Ohm in abso- 
lutem Masse. H. 


Mathematisch-naturwissenschaftliche Mitteilungen herausgegeben 
von Dr. Otto Böklen, Rektor der Realanstalt in Reutlingen. 
Heft I. 1884. Tübingen 1884. Franz Fues. 94 S. 


Diese neue Zeitschrift ist zum Organ der mathematisch-natur- 
wissenschaftlichen Section der Reallehrerversammlung bestimmt. 
Jährlich erscheint ein Heft in gleichem Umfange. Das erste enthält 
13 Aufsätze, welche zum grössten Teil der reinen Mathematik ohne 
Beziehung zur Schule angehören; zum Schluss einen litterarischen 
Bericht mit kurzer Besprechung neu erschienener Werke. H. 


Mathematische 
und physikalische Bibliographie, 


VI 


Geschichte der Mathematik und Physik. 


Cantor, M., üb. d. sogenannten Segt. d. aegypt. Mathematiker. 
Wien, Gerold’s S. 20 Pf. 


Methode und Prineipien. 


Harms, F., Metaphysik. Hrsg. v. H. Wiese. Breslau, Köhler. 
2 Mk. 40 Pf. 

Secchi, A., die Einheit d. Naturkräfte. Ein Beitr. z. Natur- 
philosophie. Uebers. v. R. L. Schulze. 2. Afl. 5. Lfg. Leipzig, 
Frohberg. 2 Mk. 

Siemens, Sir W., üb. d. Erhaltung der Sonnen-Enersgie. 
Uebers. v. ©. E. Worms. Berlin, Springer. 4 Mk. | 

Weyrauch, J. J., das Princip v. der Erhaltg. d. Energie seit 
Mayer. Zur Orientirung. Leipzig, Teubner. 1 Mk. 


Sammlungen. 


Dölp, H., Aufgaben zur Differential- u. Integralrechnung. 4. Afl. 
Giessen, Ricker. 3 Mk. 40 Pf. 

Heis, E., Sammig. v. Beispielen u. Aufg. aus d. allg. Arith- 
metik u. Algebra. 66. Afl. Köln, DuMont-Schauberg. 3 Mk. 

Kleyer, A., vollst. gelöste Aufg.-Samnlg..a. allen Zweigen der 
Rechenkunst ete. 141-155. Hft. Stuttgart, Maier. & 25 Pf. 

Kraft, F., Sammilg. v. Problemen d. analyt. Mechanik. 5. u. 
6. Lfg. Stuttgart, Metzler’s Verl. a 2 Mk. 

Lieber, H. u. F. v. Lühmann, geometr. Konstructions-Auf- 
gaben. 7. Afl. Berlin, Simion. 2 Mk. 70 Pf. 
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Litterarischer Bericht 
VL. 


Methode und Prineipien. 


Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische 
Untersuchung über den Begriff der Zahl. Von Dr. G. Frege, a. o. 
Professor an der Universität Jena. Breslau 1884. Wilhelm Koeb- 
Der, 119:S, 


Der Hauptinhalt der Schrift ist Kritik von Meinungen. Sie ist 
nicht nur die vorzüglichste Leistung, sondern auf ihr wurzelt anch 
alles übrige. In ihr offenbart sich die seltene Begabung des Ver- 
fassers, in durchweg verständlicher Sprache strenge und gründliche 
Prüfung darzulegen, und das von den äussern logischen Formen 
freie, auf die Natur des Gegenstands gerichtete Urteil; hier begegnet 
man auch häufig genug Bemerkungen von Interesse. Wenn sich von 
der Entwickelung der eigenen Ansicht d:s Verfassers nicht ein glei- 
ches sagen lässt, so ergeht es ihm, wie vielen andern Schriftstellern. 
Die eigene Ansicht ist nicht das Ergebniss einer unabhängigen Unter- 
suchung, sondern nimmt nur das Plätzchen ein, welches der Ver- 
fasser nach Verwerfung. einer Reihe fremder Urteile als intact hat 
‚ausfindig machen können. Gehen wir jetzt das Einzelne durch. 
In der Einleitung rechtfertigt der Verfasser das Unternehmen, über 
das Wesen der Zahl eine Untersuchung anzustellen, und zwar da- 
durch, dass Gelehrte darüber abweichend urteilen. Der Grund möchte 
wol nicht ausreichend sein, denn dasselbe geschieht oft, wo die Frage 
schon völlig erledigt ist; überdies kommt es darauf an, ob sie not- 
wendig ist oder doch zur Klärung beiträgt. Letztere Unterscheidung 
kennt die Schrift nicht; bei aller Schärfe der hier geübten Logik 


Arch. d. Math. u. Phys. 2. Reihe, Teil II. Heft III. 3 
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steht dieselbe noch auf dem Standpunkte, wo ihr die Fähigkeit zu 
urteilen als Endziel der Erkenntniss erscheint, unbekümmert darum, 
ob uns das Urteil einen Schritt weiter bringt, wo insbesondere von 
einer Definition nur gefordert wird, dass die irgend woher zusammen- 
gesuchten und ausprobirten Bedingungen alles unter den Begriff fal- 
lende ein-, alles andere ausschliessen, gleichviel ob sie mit der Be- 
deutung des Begriffes etwas zu tun haben oder ihr fremd sind. 
Der Begriff ist einem solchen Logiker nicht eine Errungenschaft, 
sondern ein vorgefundenes Stück, das er in Arbeit nimmt, wie der 
Chemiker das Fossil oder den Meteorstein. DBezeichnend in dieser 
Beziehung ist die Auslassung der Einleitung auf Seite III. Der Ver- 
fasser nennt es betrübend und entmutigend, dass schon errungene 
Erkenntnisse wieder verloren gehen, weil sich die Schuldoctrin mit 
ihrer „rohen“ Auffassung des Zahlbegrifts begnügt und die von Her- 
bart gegebene Richtigstellung als überflüssig bei Seite lässt, ein Schick- 
sal das hiernach wol auch sein Untersuchungsergebniss treffen werde. 
Da der Verfasser dem Gedanken nicht Raum giebt, dass die angeb- 
lichen Verbesserer die Schuld ganz oder zum Teil selbst tragen, so 


muss hier an Folgendes erinnert werden, was die Erscheinung wol 


genügend erklären wird. In der Entwickelungsgeschichte der exacten 
Begrifie, die der Verfasser gänzlich ignorirt, lassen sich 3 Stadien 
unterscheiden: 1) bis zur objectiven Gestaltung der Vorstellnngen und 
Begriffe, 2) bis zur Gewinnung exacter Fundamentalbegriffe, 3) von da 
an die Theorie bis zum heutigen Standpunkte umfassend. Jedes Stadium 
schliesst mit einer deutlichen, entschiedenen Leistung, die mit der 
Elimination aller der Merkmale verbunden ist, die im neuen Stadium 
ausser Anwendung kommen. Als hervorragende Beispiele mögen ge- 
nannt werden im ersten Stadium die Elimination d.r ophthalmo- 
centrischen Data bei Bildung des Körper- und Raumbegrifis, im 
zweiten die Elimination der individuellen Unterschiede bei Bildung 
des Gattungs- und Zahlbegriffes, durch welchen die artieulirte Sprache 
bedingt ist, im dritten die Elimination des Grössenursprungs in Zahl 
und Ausdehnung bei Bildung der Begriffe der Analysis. Die Mathe- 
matik der Schule bewegt sich im dritten Stadium und setzt die Er- 
zeugnisse des zweiten voraus, wenn auch der Unterricht vielleicht 
propädeutisch auf das zweite zurückgreift und in Definitionen und 


Axiomen das Erworbene formulirt. Was eliminirt ist, hat auf den 


Fortgang der zu lehrenden Theorie keinen Einfluss. Der Anfänger 
weiss, dass er Aepfel und Glockenschläge mit Hülfe derselben Be- 
griffe (der abstracten 1, 2, 3, etc.) zählen kann, und begegnet beim 
Erlernen der Arithmetik keiner fundamentalen Lücke seines Wissens. 
Wenn nun Frege von ihm eine befriedigende Antwort auf die Fra- 
gen, was Einheit und was Zahl sei, verlangt, so sind wir doch ge- 
wiss ebenso berechtigt ihn zu fragen, was die von ihm geforderten 
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Urteile über Einheit und Zahl, wie er und Herbart sie geben, zur 
Bildung beitragen. Wenn Frege geltend macht, dass wir keine 
blossen mechanischen Rechner ausbilden wollen, so ist doch hinzu- 
zufügen: auch keine Conversationslexika. Nicht bloss richtig, son- 
dern auch instructiv müssten die Urteile sein sie müssten einen 
Schritt zum Ziele der Erkenntniss, nämlich dem Ziele, das Gegebene 
im Geiste zu beherrschen, enthalten, wenn der Tadel begründet sein 
sollte, dass die Schule — oder, um dem Verfasser nicht eine ihm 
ganz fremde Specialbeziehung zuzuschreiben — die intelligente Mensch- 
heit dargebotene Erkenntniss von sich weise und die Forschung ver- 
geblich mache. Treten wir der Sache näher, so wird sich zeigen, 
dass der-Verbesserer Punkt für Punkt, indem er eine vulgäre Ver- 
nachlässigung rügt, sich selbst einer weniger verzeihlichen s:huldig 
macht. Die Frage, warum wir es nicht dabei bewenden lassen kön- 
nen, die Bedingungen des Fortschritts einer Fachwissenschaft, wie 
hier der Arithmetik, zu erfüllen, lässt er unberührt, obwol seine 
Ansicht darüber nicht so ganz gleichgültig sein würde. Es genügt 
wol anzuführen, dass die Theorie nicht den Inhalt des Geisteslebens 
ausmacht, und die Beziehungen der Wissenschaftszweige unter ein- 
ander und zum Leben eine rückgängige Untersuchung ihrer Prin- 
eipien und damit das Studium der Erkenntniss überhaupt for- 
dern. In diesem Sinne mag die Auffassung der Zahl, welche von 
der allgemeinen Erkenntnisslehre keine Notiz nimmt, eine rohe ge- 
nannt werden. Indes verleihen doch der Beschränkung auf das dritte 
Stadium die unausgesetzten Erfolge eine gewisse Rechtfertigung. Der 
Logiker dagegen, welcher jene Vernachlässigung rügt und es be- 
trübend und entmutigend nennt, nirgends Sinn für principielle Re- 
vision zu finden, und doch, wo es eben auf Gründlichkeit ankäme, 
seinerseits wieder das erste Stadium ignorirt, indem er nur den ob- 
jectiven, fertigen Begriff, nicht aber seine Entwickelung und seinen 
Zweck der Betrachtung für wert hält, möchte schwerlich irgend 
weiche Erfolge seiner logischen Doctrin aufweisen, die ihm keine 
Zeit liessen über die Grenzen des zweiten Stadiums weiter zurück 
zu gehen. Im Gegenteil hat diese doctrinäre Logik, deren Sätze aus 
roher Empirie hervorgehen, aber vom Autor für ewige Denkgesetze 
ausgegeben werden, weil er nicht anders denken kann, die also aus 
dem Unvermögen, statt auf ihre Incompetenz, auf die Gewissheit 
schliesst, nur mehr und mehr Schwierigkeiten gehäuft, statt sie zu 
lösen — vergl. das etwa 6 Seiten lange Resultat, welches Baumann 
aus seiner Zusammenstellung der Lehren der Philosophen über Raum 
und Zeit zieht. In der Tat nimmt sie den ungünstigsten Standpunkt 
ein, wo sie sich nach unten und nach oben den Blick verschliesst; 
und darum aller Orientirung entbehrt. Fand also der Verfasser in 
der Bestimmung des Zahlbegriffs eine Schwierigkeit, so war es zu- 
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nächst die, sich im Finstern nieht zu ‘stossen. Der Arithmetiker 
empfindet sie nicht, weil er der Frage den Rücken zukehrt. Aber 
auch der begegnet keiner Schwierigkeit, welcher die Entwickelung 
des Begriffs von Anfang an verfolgt. Jedenfalls ist es sehr begreif- 
lich, dass von keiner Seite eine Nachfrage nach der. angeblichen 
Lösung stattfindet, wo sie von der einen leicht entbehrt, von der an- 
dern leicht vollständig gegeben werden kann. 


Folgende Stelle der Einleitung p. V. scheint auf das Vorstehende 
Bezug zu haben. „— — Eine gründliche Untersuchung des Zahl- 
begriffs wird immer etwas philosophisch ausfallen müssen. Diese 
Aufgabe ist der Mathematik und Philosophie gemeinsam. Wenn das 
Zusammenarbeiten dieser Wissenschaften trotz mancher Anläufe von 
beiden Seiten nicht ein so gedeihliches ist, wie es zu wünschen und 
wol auch möglich wäre, so liegt das, wie mir scheint, an dem Ueber- 
wiegen psychologischer Betrachtungsweisen in der Philosophie, die 
selbst in die Logik eindringen. Mit dieser Richtung hat die Mathe- 
matik gar keine Berührungspunkte, und daraus erklärt sich leicht 
die Abneigung vieler Mathematiker gegen philosophische Betrachtun- 
gen.“ Dies bestätigt zum Teil direct das Gesagte: der Mangel an 
Erfolgen der philosophischen Mitwirkung wird eingeräumt. Dass der 
behauptete Grund davon gerade der entgegengesetzte ist, legt jene 
unklare Begriffsmischung der doctrinären Logiker an den Tag, welche 
Mittel und Wege der Erkenntniss von ihrem Produet nicht unter- 
scheiden können. Allerdings hat die Mathematik als fertiges Pro- 
duct mit psychologischer Betrachtungsweise nichts zu tun; denn dass 
dasselbe vollkommen objectiv sei, ist eben die Forderung der Wissen- 
schaft. Aber die ganze Arbeit, welche das Product schafft, die Wahl 
der Transformationen, die Bildung geeigneter Begriffe, die Beweise, 
überhaupt alles, was einen Zweck verfolgt, sind ihrer Natur nach 
psychische Vorgänge; wer darüber principiell und allgemein urteilen 
will, darf gegen die psychische Natur des Gegenstandes nicht blind 
sein, und das ist es doch, was der Verfasser mit der Abweisung der 
psychologischen Beträchtung schlechthin fordert. Der doctrinäre 
Logiker pflegt in der Täuschung befangen zu sein, er könne der 
Ueberzeugungskraft der Beweise bestimmte Formen der Schlüsse 
unterlegen. Er wird aber nicht gewahr, dass er sich auf das Aller- 
subjectivste und noch dazu das Unwissenschaftlichste stützt: auf den 
Glauben an die unverstandene Wunderkraft der Schlussformen und 
auf seine eigene Unfähigkeit anders zu denken. Hat nun der Ver- 
fasser richtig bemerkt, dass die logischen Fragen in neuerer Zeit 
mehr und mehr psychologisch in Angriff genommen werden, so kanı 
man wol zugeben, dass dies Untersuchungsgebiet dem rein theoreti- 
schen Arithmetiker ferner liegt als das der formalen Logik; nur er- 
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klärt der Umstand nicht, »wie die dahin einschlagenden Arbeiten 
einem gedeihlichen Zusammenwirken hätten im Wege stehen können, 
wenn die formale Logik sich zu annehmbaren Leistungen fähig ge- 
zeigt hätte. Die Schuld an deren Unvermögen schiebt der Verfasser 
auf die, welche gar nicht daran beteiligt sind. 


Nach der Einleitung beginnt die Schrift, nochmals einleitend, 
mit einer Erörterung der Begriffe „analytisch, synthetisch, apriori, 
aposteriori“. Es ist dies cin Thema, welches gewohnheitsmässig vor 
jeder logischen Untersuchung behandelt zu werden pflegt, obgleich 
leicht zu bemerken ist, dass die betreffenden Fragen müssig aufge- 
worfen werden, indem im weiteren nichts darauf Bezug hat. Im Vor- 
liegenden ist nur eine charakteristische Aeusserung zu erwähnen; 
zuerst die sehr richtige und sonst wenig beachtete Bemerkung: „Aus 
einzelnen Tatsachen folgt nichts“. Hieraus aber schliesst der Ver- 
fasser: „Wenn man überhaupt allgemeine Wahrheiten (poetischer 
Ausdruck statt: richtige Sätze) anerkennt, so muss man auch zu- 
geben, dass es solche Urgesetze gibt, die selber eines Beweises weder 
fähig noch bedürftig sind‘. Wie defect dieser Schluss ist, liegt am 
Tage: es fehlt jeder Grund der Ausschliessung weiterer Möglich- 
keiten. Was dem Bauer unbegreifliches begegnet, muss sein Kobold 
getan haben. Ebenso stellt sich die obige Aeusserung dar: die Ur- 
gesetze sind nur ein Name, der substituirt wird, wo die Erklärung 
fehlt. Was eine ganz einfache Betrachtung des Zugrundeliegenden 
ergibt, ist folgendes. Da der Mensch, ohne Wissen geboren, zu all- 
gemeinen Erkenntnissen gelangt, und aus den erlebten Tatsachen 
nichts folgt, so muss es andre intellectuelle Tätigkeiten geben ausser 
dem Schliessen. Diese sind denn auch leicht aufzuweisen und be- 
kannt genug: Ordnen, Scheiden, Combiniren, Setzen von Merkzeichen 
u.8.w. Sie behaupten nichts, sind daher unbestreitbar und bedürfen 
keines Beweises, führen aber zur Entdeckung ausschliessender Gegen- 
sätze, der Basis sicherer Schlüsse, zu der Orientirung, die vor Irrtum 
mehr schützt als alles andre. Wem es au Orientirung fehlt, dem 
ist selbst der Identitätssatz eine Quelle von Irrtümern. 


Jetzt folgt die Kritik von Meinungen einiger Schriftsteller, zu- 
erst über die Natur der arithmetischen Sätze. Hier, wo sich der 
Verfasser in der günstigen Lage befindet, ohne Verbindlichkeit für 
Berichtigung und Lösung nur Mängel fremder Versuche anzeigen zu 
müssen, zeigt er sich in den engen Grenzen der formulirten Fragen 
gut orientirt und lässt weder formell noch substantiell den gehörigen 
Einblick vermissen. Ein Zweifel bleibt nur, ob nicht eben diese 
Beschränkung eine Misdeutung des Autors enthält. Die erste Frage 
ist: Sind die Zahlformeln beweisbar? Dass der Beweis für 5+2=5, 
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auf blosse recurrente Definition von 2, 3, 5 gestützt, eine Lücke 
enthält, wird keiner Einwendung begegnen. Wenn hingegen der Ver- 
fasser der Behauptung Mill’s, dass die Definitionen der Arithmetik 
beobachtete Tatsachen enthalten, mit der Frage entgegentritt: welche 
beobachtete Tatsache in der Definition der Zahl 777864 behauptet 
wird; wenn er ferner es misslich nennt, einen grundsätzlichen Unter- 
schied zwischen kleinen und grossen Zahlen zu machen, so scheint 
doch alles Verständniss für empirische Erkenntniss zu fehlen. Neh- 
men wir den Fall, jemand lese eine unendliche Reihe, welche wie 
oft geschieht durch Angabe der Anfangsglieder ausgedrückt ist; dann 
wird er in der Tat das millionste Glied auf Grund einer Beobach- 
tung erkennen, aber nicht wie der Verfasser meint der analogen 
Beobachtung eben dieses Gliedes, sondern etwa des 2ten und dten 
Gliedes, so viele deren genügen das Gesetz des Fortschritts daraus 
zu entnehmen. Hier ist wirklich ein Unterschied zwischen kleinen 
und grossen Zahlen vorhanden; die Theorie ist davon frei, aber für 
ihre Basis ist dieses psychische Element unentbehrlich. Ebenso ge- 
nügt die Beobachtung an kleinen, vorstellbaren Zahlen zur Ent- 
deckung, dass zur recurrenten Begriffsbestimmung die Specialität der 
Zahl nicht mitwirkt, mithin zur Gewinnung eines Begriffs von unbe- 
grenzter Ausdehnung. Da Frege, wie aus vielen Aeusserungen her- 
vorgeht, kein Werden der Begriffe kennt, so ist ihm erklärlicher- 
weise der Fall nicht in den Sinn gekommen, dass bei Bildung eines 
homogenen Begriffs zwischen Anfang und Vollendung ein heterogener 
Geistesact als notwendiges Glied eintreten, der einfache Begriff auf 
zusammengesetztem Boden stehen könne, obwol dieser Fall, wie z. B. 
bei der Function a”, bekannt genug ist. Frege nennt es ein Vor- 
urteil von Mill, dass alles Wissen empirisch sei. Nach seiner Logik 


ist es also ein Vorurteil, dass man erklären kann, was er als auf- 


einem Urwissen beruhend unerklärt lässt: analog ist es dann auch 
ein Vorurteil der Baumeister, dass man Häuser bauen kann! Ge- 
wöhnlich aber spricht man von Vorurteil, wo eine Meinung der Er- 
kenntniss hinderlich ist, und das trifft gewiss zu bei Frege’s Meinung 
über die empirischen Wissenschaften, deren wesentliches logisches 
Organ er irrigerweise im Inductionsschluss sieht, denn diese hindert 
ihn von der erfolgreichen Logik der Empirie Kenntniss zu nehmen. 
Aus dem Mitgeteilten lässt sich nicht beurteilen, ob Mill eine rich- 
tigere Auffassung der Empirie besass; denn das Wesentliche darin 
würde doch bei der Wiedergabe unbeachtet geblieben sein. Däss 
Mill für jede Zahl cine besondere Beobahtung fordere, ist nur Fre- 


ge’s Conjectur aus unzureichenden Gründen, von Mill nicht ausge- 


sprochen. 


Die ferneren Fragen sind folgende: Sind die Gesetze der Arith- 
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metik inductive Wahrheiten? Sind sie syntheticch apriori oder ana- 
Iytisch? Die Fragen über die Anzahl lauten: Ist sie eine Eigen- 
schaft der äussern Dinge? Ist sie etwas subjectives? Die über Einheit 
und Eins: Drückt das Zahlwort „ein“ eine Eigenschaft von Gegen- 
ständen aus? Sind die Einheiten einander gleich? Ueberall leidet die 
Untersuchung bei aller Vielseitigkeit an demselben Mangel, an dem 
Ausserachtlassen der Genesis. Aus vielem Argumentiren kommt 
heraus, dass die Anzahl, soviel sie auch subjective Seiten zeigte, 
doch objectiv sei. Das war nun eigentlich durch die Existenz der 
Arithmetik vorher bekannt. Vermischt man aber mit diesem auf das 
dritte Stadium bezüglichen Urteile solche aus den frühern Stadien, 
so darf man sich nicht wundern, wenn manches unvereinbare zutage 
kommt. Ein Fall derart liegt vor, wo der Verfasser bei Abschluss 
der Kritik fremder Meinungen die restirende Schwierigkeit findet: 
wir müssten denselben zufolge den Einheiten zwei widersprechende 
Eigenschaften beilegen: die Gleichheit und die Verschiedenheit. In 
der Tat ist die Verschiedenheit im ersten Stadium notwendig als 
Motiv zum Zälillen, im dritten die Gleichheit der Einheiten als Ge- 
genstand der Theorie; die Verschiedenheit ist im resultirenden Be- 
griff eliminirt, ein Widerspruch weder da noch hier- vorhanden. Unter 
der Ueberschrift: ‚Lösung der Schwierigkeit“ — werden zunächst 
folgende Urteile über die Zahl zusammengestellt, welche aus den 
vorhergehenden Betrachtungen stammen. Die Zahl ist nicht in der 
Weise wie Farbe, Gewicht, Härte von den Dingen abstrahirt, nicht 
in dem Sinne wie diese Eigenschaft der Dinge. Sie ist nichts phy- 
sikalisches, aber auch nichts subjectives, keine Vorstellung. Sie ent- 
steht nicht durch Hinzufügung von Ding zu Ding. Die Ausdrücke 
Vielheit, Menge, Mehrheit sind wegen ihrer Unbestimmtheit unge- 
eignet zur Erklärung der Zahl zu dienen. Die Abgegrenztheit, die Un- 
geteiltheit, dıe Unzerlegbarkeit sind keine brauchbaren Merkmale für 
das, was wir durch das Wort „Ein“ ausdrücken. Wenn man die zu 
zählenden Dinge Einheiten nennt, so ist die unbedingte Behauptung, 
dass die Einheiten gleich seien, falsch. Dass sie in gewisser Hinsicht 
gleich sind, ist richtig aber wertlos. Die Verschiedenheit der Dinge 
ist sogar notwendig, wenn die Zahl grösser als 1 werden soll. Es 
ist ein Unterschied zwischen Eins und Einheit zu machen. Das 
Wort Eins ist als Eigenname eines Gegenstandes der mathematischen 
‚Forschung eines Plurals unfähig. Es ist also sinnlos Zahlen durch 
Zusammenfassen von Einsen entstehen zu lassen. Nach allen diesen 
negativen Merkmalen, denen keine problematische positive Bestim- 
mung, d. h. Aussage, wozu der Begriff notwendig ist, was er leistet, 
gegenüber gestellt wird, erwartet man nun wenigstens die Erklärung 
des Verfassers, welche Stelle er selbst dem Begriffe zuerteilt, womit 
freilich auch nur eine neue Meinung aufgestellt wäre, während er 
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schlechthin eine Lösung versprochen hat. Aber diese Erklärung 
folgt nicht, sie scheint vergessen zu sein; denn nachdem die Schrift 
in Betrachtungen und Erwägungen noch einige Seiten fortgefahren 
hat, ist einmal, dann öfters von der Ansicht des Verfassers, als wenn 
sie vorher ausgesprochen wäre, die Rede. Soviel sich nun aus dem, 
was zu ihrer Verteidigung gesagt wird, entnehmen lässt, besteht die 
gedachte Ansicht darin, dass die Zahl als Merkmal am Gattungs- 
begriff haftet, so dass z. B. die Begriffe Jupitersmond, Angehöriger 
des deutschen Reichs sich verändern, wenn bzhw. ein fünfter ent- 
deckt, ein neuer geboren wird — Beispiele die der Schrift entlehnt 
sind. Für diese Ansicht werden allerhand Bestätigungen zusammen- 
gesucht, ohne aueh nur das Allerbekannteste zu erwähnen, womit sie 
im Widerstreit steht. . Schon aus der Grammatik, wenn sie auf die 
logischen Verhältnisse etwas näher eingeht, ist bekannt, dass Gattung 
und Zahl zwei sich einander ergänzende Begriffe sind, deren Leistung 
durch ihre Sonderung, durch die Fähigkeit unabhängig von einander 
zu variiren bedingt ist. Dasselbe lehrt der gewöhnliche Gebrauch. 
In der Isolirung der Bestandteile, welche einzeln variiren können, 
liest der Fortschritt der Erkenntniss, indem daraus der constante 
Bestandteil, der sich als dauernder Begriff festhalten lässt, gewonnen 


wird. Diesen Forschritt, und damit die ganze Bedeutung der Be- 


griffe Gattung und Zahl macht der vorliegende Versuch zunichte. 
Erwähnt mag noch sein, dass der Verfasser die Null als diejenige 


Zahl definirt, welche einem in der Wirklichkeit nicht repräsentirten, 


vielleicht sogar unsinnigen Begriffe als Merkmal zugehört. Das Ge- 


nannte wird wol zur Genüge gezeigt haben, dass der Verfasser sehr 


mit Unrecht die Arithmetiker getadelt hat, welche von seiner Be- 
lehrung keinen Gebrauch machen, Hoppe. 


Der Grenzbegriff in der Elementar-Mathematik. Von Heinrich 


Vogt, Programm des Königl. Friedrichs-Gymnasiums zu Breslau 
1885... 23.9. 


In der Einleitung sagt der Verfasser, das Vorhandensein von 
Axiomen sei für die Elementarmathematik keine Schwierigkeit; denn 
der Anfänger könne begreifen, warum sie notwendig sind. Dagegen 
gebe es Schwierigkeiten in den Grundbegriffen, namentlich im Begriff 
der Grenze. Es ist schon auffällig, dass er den Doppelsinn dieses 
Wortes nicht gleich bei erster Nennung hebt, noch mehr aber, dass 
er wirklich in beiderlei Sinne von Grenze spricht, als ob es dieselbe 
Sache wäre, so dass man kaum umhin kann anzunehmen, das ihn 
der gleiche Terminus dazu verführt hat zwei ganz unähnliche Be- 
griffe zu mischen. Dieser Umstand allein würde ihm Grund genug 
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geben können, Schwierigkeiten da zu finden, wo keine sind. Doch 
kommen weitere Denkfehler hinzu, die auch bei gehöriger Scheidung 
bestehen bleiben. In der Einleitung ist mit Grenze offenbar der 
Grenzwert gemeint. Gleich im Anfang des I. Abschnitts: „Die geo- 
metrischen Grundbegriffe“ — handelt es sich um die Fläche als 
Grenze zwischen! zwei Raumteilen. Der Verfasser versucht zu 
beweisen, dass die Grenzfläche undenkbar sei, begeht aber dabei 
einen so groben logischen Fehler, dass auch nicht ein Schein von 
Bündigkeit entsteht. Er fragt: Gehört die Grenze einem von beiden 
Raumteilen oder beiden oder keinem von beiden zu? —. überflüssiger- 
weise, denn dass sie beiden zugehört, ist jedermann geläufig; die 
andern Fälle sind wol nur zur Ablenkung der Aufmerksamkeit her- 
beigezogen. Beiden, sagt er, könnte die Grenze nicht zugehören, 
denn als verschiedene Raumteile könnten sie nicht etwas gemein- 
schaftliches haben. Wie will der Verfasser das jemandem einreden ? 
Haben nicht zwei Brüder ihren Vater, zwei Löffel in einem Kasten 
diesen Kasten gemeinschaftlich? Hiernach scheint es, als ob der Ver- 
fasser Haben und Sein verwechselt. Oder sollen wir vielleicht Un- 
ausgesprochenes ergänzen? Hat er etwa mit Zugehören gemeint: als 
Teil zugehören? Dann würde man sogleich antworten: Die Fläche 
ist kein Teil eines Raumes; wer ihren Begriff erklären will, darf ihn 
nicht subsumiren wollen, denn wenn das gienge, ‘so wäre der Flä- 
chenbegriff unnütz, und das widerlegt die Geometrie. Um den Ein- 
druck der angeblichen Schwierigkeit noch zu erhöhen, wird weiterhin 
angeführt, dass die Fläche 2 Seiten hat. Wahrscheinlich verwechselt 
hier der Verfasser Haben mit In- sich- enthalten; denn sonst sieht 
man nicht, welche Schwierigkeit er meinen kann. Nachdem sich nun 
der Verfasser aus einfachen und leicht vorstellbaren Begriffen durch 
allerhand Vermischungen und Verwechselungen ein recht trübes Me- 
dium geschaffen hat, nimmt er Anlass, die scheinbare Oberfläche der 
aus getrennten Atomen bestehenden Körper in Vergleich mit der 
ideellen Fläche zu besprechen. Hierauf weiter einzugehen ist uner- 
quicklich, solange die klare logische Basis fehlt. Sehr verschieden 
von diesem ersten Abschnitt ist der zweite, betitelt: Das Messen 
und die Irrationalzahl. Zwar beruht auch hier die vermeintliche 
Schwierigkeit auf einem logischen Fehler, doch beschränkt sich dessen 
Einfluss auf einige Urteile, während im übrigen die Darstellung die 
Klarheit nicht vermissen lässt und viel instructives darbietet. Mit 
gehöriger Umsicht und durchweg treffend wird erst die Aufgabe dis- 
cutirt, die stetige Grösse durch die Zahlgrösse zu decken. Die 
Darstellung lässt so lange nichts vermissen, bis (auf Seite 34) der 
Verfasser in den bekannten, oft gerügten und doch leicht zu berich- 
tigenden Fehler verfällt, die variabele Grösse ihrem Grenzwert gleich 
zu setzen, indem er sagt; der Begriff der Gleichheit müsse erweitert 
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werden. Der Fehler entspringt aus dem Vorurteil: Wir dürfen die 
Wahrheit nicht aussprechen, wo sie unserm Zwecke zuwider ist. 
Sagen wir, jene Grössen seinen ungleich, so kommen wir erst nach 
unendlichem Process, d. h. nie zum Ziele. In diesem Irrtum ist der 
Verfasser, und mit ihm Viele, stecken geblieben. Sie haben vergessen 
zu fragen: Was ist eigentlich unser Zweck? Nirgends wird die 
Gleichheit jener zwei Grössen gefordert, sondern stets die 
Gleichheit zweier Constanten, welche, wie leicht zu beweisen, aus 
der unendlich kleinen Differenz beider gegen die variabele Grösse 
folgt. Unter den Schriftstellern indes, welche an dem Irrtume be- 
teiligt sind, unterscheidet sich Vogt durch die für den Leser ange- 
nehmere Auskunft, indem er denselben mit allen Versuchen aus der 
selbstgeschaffenen Schwierigkeit herauszukommen verschont, und die 
Frage mit der sogenannten Begriffserweiterung der Gleichheit für 
erledigt ausgibt; nur scheint ihm die Theorie der Grenzwerte nicht 


auf gleicher Stufe der Klarheit mit der Euklidischen Lehre zu ste- 


hen. Dieser Umstand führt ihn auf die Bemerkung,. dass Euklid 
sichtlich alle Infinitesimal-Betrachtungen vermeidet, und auf das, was 
sie erfordert, verzichtet, während Archimedes die Infinitesimal-Frage 
durch die Exhaustionsmethode in Angriff nimmt. Nachdem dies ein- 
gehend dargelegt, schliessen sich pädagogische Folgerungen an. Der 
Verfasser befürwortet das Festhalten an der Euklidischen Beschrän- 
kung im Bereich der Schuldoctrin. Wo das Unendliche unentbehr- 
lich sei, solle man es auf ein Minimum reduciren. Dem aber setzt 
er ohne alle Zwischenstufen nur das Betreiben der Differentialrech- 
nung auf der Schule entgegen. Wenn man nun auch mit dem Aus- 
schluss der letztern recht einverstanden sein kann, so liegt der Grund 
doch am allerwenigstens im Infinitesimalbegriff als solchem, sondern 
in seiner Complication mit dem Functionsbegriff, der die höhere 
Mathematik von der Schuldoctrin scheidet. Der Infinitesimalbegriff 
selbst hingegen und seine einfachern Anwendungen, wie sie in der 
Elementar-Mathematik ihre Stelle finden, sind so leichtfasslich, dass 
sie der Klarheit und Strenge keinen Abbruch tun. Gerade im Ge- 
gensatz zu dem, was Vogt rät, müssen wir fordern, dass, wo solche 
Anwendungen stattfinden, auch die ausdrückliche Erklärung nicht 
fehlt, und dass die Erklärung von dem genannten Fehler frei ist, 
Variabele und Grenzwert gleich zu setzen oder auf einen unendlichen 
Process zu verweisen, ferner dass alle symbolischen od.r abgekürzten 
Redeweisen, die das Unendliche betreffen, aus dem Elementarunter- 
richt verbannt werden. Dann ist gerade die häufige Anwendung, 
nicht die Beschränkung auf ein Minimum dem Verständnisss günstig. 
| Hoppe. 
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Vermischte Schriften. 


Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas publicado 
pelo Dr. F. Gomes Teixeira, Professor de mathematica na uni- 
versidade de Coimbra, Socio correspondente da Academia Real das 
sciencias de Lisboa e da Sociedade de sciencias physicas e naturaes 

de Bordeaux. Volume V. Coimbra 1883. 
Der Inhalt des 5. Bandes ist folgender. 


J. A. Martins da Silva: Note über die Unabhängigkeit der 
Nullwerte der Jacobi’schen Function von normalen Abel’schen Inte- 
gralen erster Gattung. — Ueber eine Formel bezüglich auf die 
Theorie der elliptischen Functionen. 

B. H. Note über eiu Problem der rationalen Meehanik. 

A. F. Rocha Peixoto: Ueber die homologischen Trieder. 

Duarte Leite Pereira da Silva; Ueber einige bestimmte 
Integrale. 

GC. le Paige: Homographien und Involutionen höherer Ord- 
nungen. 

L. F. Marecas Ferreira: Ueber die trinomischen Glei- 
chungen. 

G.C. Lopes Banhos: Geometriche Bestimmung der Trägheits- 
momente der Rotationskörper. 

A. Schiappa Monteiro: Untersuchungen bezüglich auf den 
variabeln Kreis, welcher 2 gegebene Kreise unter gegebenen Winkeln 
schneidet. 

F. Gomes Teixeira: Lösung der Aufgabe 23. Summation der 
Reihe: 


Ar 


de © nn wo k=3% H. 


Acta Mathematica. Zeitschrift herausgegeben von G. Mittag- 
Leffler. Stöckholm 1885. F. u. G. Beijer. Berlin, Mayer u. 
Müller. Paris, A. Hermann. | 


Der Inhalt des 5. Bandes ist folgender. 
UrJ: a Ueber die Formel: 
= Baht 
1:2.,824 

E. Phragmön: Beweis eines Satzes aus der Mannichfaltig- 
keitslehre. 

L. Scheefer: Allgemeine Uutersuchungen über Rectification 
der Curven. — Zur Theorie der stetigen Functionen einer reellen 
Veränderlichen. 


hug = Iur— 5 Au ip Aur — IuzY-- ete. 
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H. Krey: Einige Anzahlen für Kegelflächen. 

E. Goursat: Ueber eine Classe von Doppelintegralen. 

E. Picard: Ueber die unbestimmten ternären quadratischen 
Formen zu conjugirten unbestimmten und über die entsprechenden 
hyperfuchsischen Functionen. i 

C. Le Paige: Neue Untersuchungen über die Flächen 3. Ord- 
nung. 

H. G@. Zeuthen: Ueber die einer kubischen Fläche eingeschrie- 
benen Pentaeder. 

H. Schroeter: Beiträge zur Theorie der elliptischen Func- 
tionen. 

H. Poincare6: Abhandlung über die zetafuchsichen Functionen. 

Ch. Hermite: Ueber einige arithmetische Folgerungen aus den 
Formeln der Theorie der elliptischen Functionen. 

W. Fiedler: Ueber die Durchdringung gleichseitiger Rotations- 
hyperboloide von parallelen Axen. H. 


Verslagen en Mededeelingen der Koninklijke Akademie van 
Wetenschappen. Afdeeling Naturkunde. Tweede reeks. Negentiende, 
twintigste deel. Amsterdam 1884. Johannes Müller. 441 + 452 S. 
Der 19. und 20. Teil enthalten folgende mathematische Abhand- 
lungen: 


T. J. Stieltjes: Ueber die quadratische Zerlegung von Prim- 
zahlen der Form 3r +1. (19). 


C. le Paige: Ueber die Flächen 3. Ordnung. (19). 

F. de Boer: Erweiterung des Satzes von Rolle. (19), — 
Discussion der allgemeinen Gleichung 4. Grades. (20). 

P. H. Schoute: Ueber eine specielle Curve 4. Grades mit » 
Doppelpunkten. (19). 

J. A. C. Oudemans: Das Problem des Snellius aufgelöst von 
Ptolemaeus. (19). 

D. J. Korteweg: Ueber die Bahnen beschrieben unter dem 
Einfluss einer centralen Kraft. (20). 

G. J. Michaälis: Ueber die Theorie der Federkraft-Nach- 
wirkung. (20). 

D. Bierens de Haan: Baustoffe für die Geschichte der 
mathematischen und physikalischen Wissenschaften in den Nieder- 
landen. (19. 20.). H. 
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Lehrbücher. 


Leitfaden zum Unterrichte in der Arithmetik und Algebra an 
Gymnasien und verwandten Anstalten. Von Dr. Joh. Chr. Wal- 
berer, Professor am königlichen Gymnasium in Amberg. Zweite, 
durchgesehene und mit Uebungsaufgaben versehene Auflage. München 
1884. Theodor Ackermann. 152 S. 


Die erste Auflage ist im 241. litt. Bericht, S. 4. besprochen. 
Das Buch steht auch noch jetzt auf dem niedrigsten didaktischen 
Standpunkt. Die Sätze der Arithmetik werden nur als Auswertungs- 
regeln aufgefasst, und selbst in diesem Sinne bleiben die Erklärungen 
defect. Die Division ist nur als Messung durch wiederholte Sub- 
traction, nicht aber als Teilung erklärt. Sollte man nach ‘der gegebe- 
nen Regel 4 Meter durch 4 dividiren, so hätte man die abstracte 
4 so oft davon zu subtrahiren bis kein Rest bleibt. Dass auch sinn- 
- &, vorkommen, kann kaum auffallen, 
wo die ganze Behandlungsweise auf gedankenloses Rechnen abzielt. 

H. 


lose Aufstellungen, wie 


Leitfaden für den Anfangsunterricht in der Arithmetik an höheren 
Lehranstalten. Von Prof. H. Köstler, Oberlehrer am Domgymnasium 
zu Naumburg a. S. Zweite, vermehrte und teilweise umgearbeitete 
Auflage. Halle a. S. 1885. Louis Nebert. 42 8. 


Der Leitfaden enthält auf 15 Seiten diejenigen Sätze, welche der 
Anfänger erlernen muss, um mit den 4 Species der Buchstaben- 
rechnung vertraut zu werden, nebst Andeutung der Beweise. Die 


Arch. d. Math. u. Phys, 2. Reihe, Teil II. Heft IV. 4 
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Formulirung ist deutlich und correct. Was die Grenzen des Lehr- 
stoffs betrifft, so ist die Bedeutung der Buchstaben auf positive ganze 
Zahlen beschränkt, die algebraische Division nicht zugezogen. Da- 
gegen ist die Rechnung mit algebraischen Summen nicht, wie im 
Vorwort angegeben, ausgeschlossen, vielmehr + und — als Operations- 
und Vorzeichen eingeführt, und alles dafür nötige erklärt und in 
Uebung gebracht. Auch die Addition der Brüche fehlt nicht, und 
ist in einem Anhang zur Bildung der Generalnenner Anleitung ge- 
geben. Ein zweiter Anhang betrifft die Decimalbrüche. Unrichtig 
ist in dem Buche nur die anfängliche Definition des Begrifis Rechnen, 
die mit allem was folgt im Widerspruch steht. Aus zwei oder meh- 
rern Zahlen nach gewissen Regeln eine neue bilden nennt in praxi 
niemand rechnen, auch im folgenden der Verfasser nie. Vielmehr 
entsteht durch diesen Act erst ein Rechnungsausdruck, enthaltend 
eine Rechnungsaufgabe, die unter Umständen ausgeführt werden soll 
oder kann. Das letztere heisst hier stets ausrechnen, und ein anderes 
Rechnen kommt nicht vor. Den noch grössern übrigen Teil des 
Buchs bildet eine Zusammenstellung von 357 Aufgaben zur Einübung 
der vorher behandelten Rechnungsweisen, nach diesen geordnet. 
H: 


Vorschule der Geometrie. Von Prof. H. Köstler, Oberlehrer 
am Domgymnasium zu Naumburg a. S. Dritte, vermehrte und teil- 
weise umgearbeitete, und vierte, verbesserte Auflage. Mit 49 in den 
Text gedruckten Holzschnitten. Halle a. S. 1884. 1885. Louis Ne- 
bert. 24,21 S. 


Diese Vorschule besteht aus 2 Teilen, der Formenlehre und der 
Constructionslehre. Der actuellen Abfassung nach stellen sich beide 
als Auswahl aus dem Lehrstoff der elementaren Geometrie ohne 
merklich verschiedene Gestaltung dar. Die Formenlehre macht den 
Schülern mit den Gegenständen der Doctrin, also mit den einfachen 
Gebilden und den gebräuchlichen Festsetzungen bekannt, wendet dazu 
jedoch auch nur die gleichen Definitionen und Worterklärungen an. 
Der Verfasser betrachtet als Aufgabe der Formenlehre, den Schüler 
von der sinnlichen Anschauung zur Abstraction der begrifflichen Er- 
klärung emporzuführen, die Aufstellungen des Buchs, als die blossen 
Resultate, deren Erreichung dem Lehrer überlassen bleibt. Sowol 
die zu befolgende Methode als auch die Art der Tätigkeit der Schüler 
‘wird unbestimmt gelassen. In der Constructionslehre ist letztere von 
selbst deutli.h. Sie soll den Gebrauch von Lineal und Zirkel ein- 
üben, es sind zu diesem Zwecke die einfachsten Elementaraufgaben 
ausgewählt. Am Schluss werden zur Formenlehre Fragen, zur Con- 
structionslehre Aufgaben gestellt. H. 
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Lehrbuch der ebenen Geometrie. Von Julius Hoch, Lehrer 
für Mathematik an der von Grossheim’schen Realschule in Lübeck. 
I. Teil: Linien, Winkel, Kongruenz und Gleichheit der Figuren. Mit 
126 in den Text eingedruckten Holzschnitten. Halle 1884. H. W. 
Schmidt. 164 S. 


Öberster Gesichtspunkt der Abfassung und Motiv zur Heraus- 
gabe eines neuen Lehrbuchs ist erklärtermassen die systematische 
Anordnung des Lehrstoffs. Diese tritt auch in der Tat in einer 
weiter als gewöhnlich gehenden Gliederung, Nebenstellung der sich 
ausschliessenden Gegenstände und stufenweisen Folge der einzelnen, 
jedesmal ganz erledigten Themata deutlich an den Tag. Ob es nun 
Ansicht des Verfassers sei, dass der Unterricht nach einem so be- 
arbeiteten Lehrbuche, mit Hintansetzung anderer Gesichtspunkte, 
namentlich der logischen Verknüpfung, dem pädagogischen Zwecke 
genüge, ist im Vorwort nicht ausgesprochen; doch darf man wol an- 
nehmen, dass er sein Buch nicht zu blosser Ergänzung anderer 
Lehrbücher hat herausgeben wollen. Eine Geringschätzung des 
logischen Gesichtspunkts ist hier freilich am aufgewandten Fleisse 
nicht zu bemerken: die Beweise sind stets in extenso und in vor- 
schriftsmässiger Form gegeben; dagegen steht ein principieller Mangel 
dem logischen Verständniss im Wege. Es ist gesagt, dass der Winkel 
zur Bestimmung des Richtungsunterschiedes dient, aber nicht, wie 
dies geschieht. Vom Zusammenlegen der Winkel, ihrer Addition und 
Messung, von der Vergleichung der Richtungen bei verschiedenem 
Ausgangspunkt ist nirgends die Rede. Das auf dem Winkelbegrift 
ruhende Dunkel zieht sich dann durch alle Sätze, die mit Winkeln 
zu tun haben, fort, und der logische Faden lässt sich nirgends ver- 
folgen. Die Anordnung der Gegenstände ist folgende: zuerst nach 
den Gebilden: Linien, Winkel, Figuren. Die 2 Hauptabschnitte über 
die Figuren behandeln die Congruenz und die Gleichheit, ersterer 
nach der Reihe das Dreieck, das Viereck, das Vieleck, den Kreis, 
letzterer das Dreieck, Parallelogramm und Trapez nach Höhe und 
Grundseite, bei’Uebereinstimmung in beiden, in einem und in keinem, 
die Summe, die Verwandlung und Teilung, die Flächenmessung. 
Dann folgen Uebungssätze, Aufgaben und Constructionen. H. 


Lehrbuch der Elementar-Geometrie. Von Dr. E. Glinzer, 
Lehrer der Allgemeinen Gewerbeschule und der Schule für Bauhand- 
werker in Hamburg. Erster Theil: Planimetrie mit 185 Figuren und 
einer Sammlung von 250 Aufgaben. Zweite, verbesserte und ver- 
mehrte Auflage. Hamburg 1884. F. H. Nestler u. Melle. 1118. 


Die erste Auflage ist im 258. litt. Bericht S. 19. besprochen. 
In der zweiten kommt hinzu ein Anhang über harmonische Teilung. 


4* 
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Die Uebungssätze und Aufgaben sind vermehrt und insbesondere dafür 
gesorgt, die schwierigeren Aufgaben durch leichtere vorzubereiten. 
Ferner unterscheidet sich die neue Auflage durch manche Zusätze 
und Erweiterungen. In der Proportionslehre wird der Fall der In- 
commensnrabilität erwähnt, und die Gültigkeit eines Satzes für den- 
selben in einem Zusatz ohne Beweis ausgesprochen, doch findet er 
weder verständliche Erörterung noch theoretische Berücksichtigung. 
H. 


Lehrbuch der Geometrie für Gymnasien und höhere Lehranstalten. 
Von Dr. F. W. Fischer, Oberlehrer am Gymnasium zu Kempen. 
Erster Teil: Planimetrie. Zweite, verbesserte und vermehrte Auflage. 
Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. Freiburg i. Br. 1884, 
Herder. 184 S. 


Der Inhalt des Buches ist kein abgeschlossener. Obgleich der 
Lehrgang von seiner Aufgabe der Entwickelung der Grundlagen der 
Doctrin nie abweicht, so begrenzt er sich doch nach keiner Seite hin 
auf ein bestimmtes Quantum des Notwendigen, sondern zieht im wei- 
tern Fortschritt mehr und mehr Themata und Fragen nach dem 
Gesichtspunkt des Interesses der Schüler in den Kreis der Betrach- 
tung. Besonders zu nennen sind etwa die Transversalenlehre, Fragen 
über Maxima, Pol und Polare am Kreise, harmonische Teilung u. a. 
Die Methode steht auf Euklidischem Boden. Die Darstellung ist 
ausführlich und darauf eingerichtet dem Schüler als Muster zu dienen. 
Nicht ausführlich genug ist der Anfang der Lehre von den Winkeln. 
Der Winkel war durch seine Entstehung erklärt. Zur exacten Auf- 
jassung mussten die Consequenzen der Erklärung für die fertig vor- 
liegenden Winkel, d. h. die Sätze über Addition und Grössen- 
vergleichung der Winkel ausgesprochen werden. Unter dem Parallelensatz 
steht ganz unzutreffend: „Beweis“ — denn es folgt dann nur die 
wiederholte Behauptung des Satzes in anderer Form. Die Elementar- 
aufgaben sind von den Lehrsätzen getrennt. Ausser ihnen folgen 
auf jeden Abschnitt viele Aufgaben und Sätze zur Uebung. 

H. 


Leitfaden für den Unterricht in der Stereometrie mit den Ele- 
menten der Projektionslehre. Von Dr. Carl Gusserow, Oberlehrer 
am Dorotheenstädtischen Realgymnasium in Berlin. Berlin 1885. 
Julius Springer. 96 S. 


Die Lehrmethode dieses Leitfadens ist durchaus originell. Sie 
unterscheidet sich von der gewöhnlichen durch die anfängliche Ein- 
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führung und unausgesetzte Anwendung des Projectionsbegriffs. Der- 
selbe dient grösstenteils zur Deduction, während die resultirenden 
Sätze davon unabhängig auftreten; doch gibt es ausser den Sätzen, : 
welche die Projectionen an sich betreffen, auch Sätze über Raum- 
gebilde, die mit Anwendung des Begriffs formulirt werden; jedenfalls 
scheint nicht zum Ziele genommen zu sein, die erzeugte Mannich- 
faltigkeit der Betrachtung, wo sich dies nicht von selbst vollzieht, 
zu einer einheitlich constanten hinzuführen. Die hier eingeführten 
Projectionen sind Parallelprojectionen in beliebiger Richtung auf 
beliebige Ebenen, nicht aber auf feste, gemeinsame Grundebenen, 
sondern auf solche, die zur Figur gehören. Der Begrift ist also ein 
ganz flüssiger, beweglicher auf einem Felde von doppelt unendlicher 
Mamnichfaltigkeit. Fragt man nun: kann ein Schüler auf dem so 
eröffneten Felde der Betrachtung in dem kurzen Laufe des elemen- 
taren stereometrischen Lehreursns orientirt werden und einigermassen 
einen Ueberblick gewinnen? — so muss man dies wol entschieden 
verneinen. Nur der Lehrer macht sich seine Aufgabe durch diese 
Methode leicht, die Schüler werden ganz abhängig von seiner Führung. 
Dass der bezeichnete Missstand nicht grössere Ausdehnung annehmen 
kann, bewirkt in der vorliegenden Gestaltung der Doctrin die Reihe 
feststehender Sätze. Wäre das Ganze so in den Projectionsbegriff 
verwebt, wie der Anfang, so würde alles Wissen wie an schwimmen- 
den Strohhalmen hangend erscheinen. Der Verfasser empfiehlt die 
Methode damit, dass sie die zu starken Anforderungen an das Vor- 
stellungsvermögen, welche der Uebergang von der Planimetrie zur 
Stereometrie auferlegt, durch Vermittlung mildere, indem anfänglich 
nie mehr als zwei Ebenen in gegenseitiger Lage betrachtet werden. 
Ausserdem seien manche Vorteile damit verbunden: es werden weniger 
Figuren erfordert, und die Beziehung der elementaren Stereomctrie 
zur Projectionslehre wirkt vorbereitend für letztere. Rechnen wir 
beide Vorteile zu dem mancher Erleichterung der Deduction hinzu, 
so wollen wir das Unternehmen als einen beachtenswerten Versuch 
der Verbesserung der Methode gern anerkennen; nur müssen wir 
das, was bisher mit gutem Grunde als Norm gegolten hat, aufrecht 
halten, dass nämlich alle zur Theorie gehörigen Sätze absolut und 
ohne Beziehung zu willkürlicher Betrachtung aufgestellt werden. 
Letzterer kann nur die Bedeutung eines Hülfselementes eingeräumt 
werden, wie sie den Hülfslinien zukommt. Hier hingegen erscheint 
der Einführung zufolge die Projection als wirklicher Lehrgegenstand. 
Noch ist als charakteristisch zu erwähnen, dass den Körpern, den 
eben- und krummflächigen, insbesondere ihrer Inhaltsbestimmung, 
eine recht eingehende Behandlung zuteil wird. Auch die Schwer- 
punkte, rein geometrisch erklärt, bilden einen besonderen Gegenstand. 
Nach der Einleitung sind die Hauptabschnitte: die Stellung der Ge- 
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raden zur Ebene; die Lage zweier, dann mehrerer Ebenen zu ein- 
ander; Polyeder; krummflächige Körper; Schwerpuukt. Der Anhang 
enthält: das Pyramidenproblem; den Euler’schen Satz und die regel- 
mässigen Polyeder; 2 Lehrsätze. H. 


Lehrbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie mit Uebungs- 
Aufgaben für höhere Lehranstalten. Von Dr. Th. Spieker, Pro- 
fessor am Realgymnasium zu Potsdam. Mit in den Text gedruckten 
Holzschnitten. Potsdam 1885. Aug. Stein. 134 S. 


Das Buch zeigt keine wesentlichen Verschiedenheiten von. den 
gewöhnlichen gleichen Inhalts. Es gibt vollständig das Notwendige 
und dieses mit Fleiss und Geschick bearbeitet. Die Einleitung enthält 
die Geschichte der Entstehung der Trigonometrie. Die goniometri- 
schen Functionen werden am rechtwinkligen Dreieck, dann am Kreise 
erklärt, zuerst als 6 coordinirte, dann in gegenseitiger Beziehung. 
Nun folgt die Berechnung des rechtwinkligen, dann gleichschenkligen 
Dreiecks, dann regelmässigen Vielecks, hierauf erst die Additions- 
formeln mit allen Consequenzen und ihrer Anwendung, dann die 
Berechnung des beliebigen ebenen Dreiecks, der Vierecke und Viel- 
ecke, dazu einige Aufgaben. Die Herleitung der sphärisch trigono- 
metrischen Formeln ist die gewöhnlihhe mit Hülfe des Polardreiecks; 
hierzu gleichfalls einige Aufgaben. Dann folgen die Formeln über 
den um- und einbeschriebenen Kreis und den Inhalt des sphärischen 
Dreiecks, nebst Uebungen. | H. 


Leitfaden der Arithmetik nebst Uebungsbeispielen. Von Adolf 
Sickenberger, Professor am k. Maximiliansgymnasium in München. 
Dritte, umgearbeitete Auflage. München 1885. Theodor Ackermann. 
188 S. 


Die erste Auflage ist im 288. litt. Bericht S. 33, die zweite im 


247. 1. B. S. 24. besprochen. Aenderungen in der gegenwärtigen 


sind nicht angegeben. H. 


Lehrbuch der Mathematik. Für den Schul- und Selbst-Unterricht 
bearbeitet von Dr. Hermann Gerlach, Oberlehrer am Friedrich- 
Franz-Gymnasium in Parchim. Zweiter Teil. Elemente der Plani- 
metrie. Fünfte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 134 Figuren 
in Holzschnitt und 682 Uebungssätzen und Aufgaben. Dessau 1885. 
Albert Reissner. 158 S. 


Die vierte Auflage ist im 245. litt. Bericht S. 6. besprochen, 
Veränderungen in der neuen Bearbeitung betrefien die Entfernung 
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eines Punkts von einer Geraden, die gleichschenkligen Dreiecke, die 
Tangentenvierecke, die Berührung zweier Kreise, die Kreisfläche, 
das Product zweier Strecken, die proportionirten Linien, die harmo- 
nischen Strahlen, die Polaren und die Chordalen. In der Aufgaben- 
sammlung sind die 67. und 68. Aufgaben durch neue ersetzt. 

H. 


Die arithmetischen und geometrischen Verhältnisse, Proportionen 
und Progressionen mit Anwendung auf die Zinseszins- und Reuten- 
rechnung (Kursus der Obersekunda des Gymnasii) für den Schul- 
gebrauch bearbeitet von Dr. E. Wrobel, Gymnasiallehrer in Rostock: 
Rostock 1885. Wilh. Werther. 44 S. 


Das Lehrbuch behandelt in exact euklidischer Form (Definition, 
Lehrsatz, Beweis, Zusätze, nachfolgende Erläuterungen und Beispiele) 
nach einander: die arithmetischen- Verhältnisse und Proportionen, die 
geometrischen Verhältnisse und Proportionen, arithmetische Progres- 
sionen I. Ordnung, höhere arithmetische Reihen, darunter die figurir- 
ten Zahlen, dann die geometrischen Progressionen, nebst Begriff und 
Kriterien der Convergenz für arithmetische und geometrische Reihen, 
zuletzt die Zinseszinsrechnung und Rentenrechnung. Es wird voraus- 
gesetzt die Kenntniss der 7 Elementaroperationen und der Gleichun- 
gen 1. Grades. H. 


Lehrbuch der Arithmetik und Algebra nebst vielen Uebungs- 
aufgaben. Für Lehrerseminarien und höhere Bürgerschulen, sowie 
für den Selbstunterricht bearbeitet von A. P. L. Claussen, Königl. 
Seminarlehrer in Bütow. Potsdam 1884. Aug. Stein. 240 S. 


Norm der Abfassung des Buches scheint zu sein, dass sich der 
Lernende nicht zu sehr mit Denken anstrenge und lieber auf dem 
Umwege manches Irrens und Missverstehens mit der Zeit zum Ziele 
gelange. Für die Geistesbildung des einzelnen Autodidakten würde 
letzteres gewiss kein Schade sein. Erwägt man aber, dass ein Miss- 
verständniss, ehe die Klärung eintritt, sich vom Buche auf Hunderte 
von Seminaristen, von jedem wieder anf Tausende von Kindern über- 
tragen kann, so können uns die Folgen eines ungenauen Ausdrucks 
doch nicht so gleichgültig sein. Der Vortrag beschränkt sich zum 
grossen Teil auf blosse kategorische Mitteilung dessen, was dem 
Rechner geläufig ist. Die Aufstellungen sind bis auf weniges coneinn 
und richtig, obwol mehr in familiärer Sprache ausgedrückt. Sollte 
ein Leser einen Satz wie den: Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn 
die 3 letzten Ziffern es sind — so verstehen, es müssten die 3 letzten 
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Ziffern O oder 8 sein, so möchte der Irrtum geringfügig scheinen. 


Schlimmer ist jedenfalls die falsche Aussage, sei unendlich, über 


a 
Ö | 
deren Sinn es dem Leser nicht verwehrt wird sich Gedanken zu 
machen, welche er will. Im Verhältniss zu der hier vorausgesetzten 
niedrigen Entwickelungsstufe des Denkens ist nun der Umfang des 
Lehrstoffs sehr gross. Er erstreckt sich auf Potenzen, Wurzeln, 
Logarithmen, die algebraischen Gleichungen bis zum 3. Grade, dio- 
phantische Gleichungen, arithmetische und geometrische Progressionen, 
Exponentialgleichungen und Zinsrechnung. Uebungsaufgaben sind 
reichlich beigegeben. H. 


Leitfaden der Physik. Von R.H.Hofmeister, Professor an der 
Kantonschule und ausserordentlicher Professor an der Hochschule in 
Zürich. Vierte Auflage. Zürich 1884. Orell Füssli u. Co. 195 S. 


Das Buch zeigt eine ungemeine Vielseitigkeit, Umsicht und Be- 
herrschung des so vielteiligen, verschiedenartigen Stoffs.. Die Ab- 
fassung ist so abgekürzt als es ohne Uebergchung irgend eines 
wichtigen Punktes möglich ist. Jeder Punkt wird eben nur berührt; 
doch sind die Angaben hinreichend und deutlich, um den Lehrer 
an alles zu erinnern, was zu erörtern und zu berücksichtigen ist. 
Es wird uns durch das Buch das Bild einer empirischen Wissenschaft 
entfaltet, deren Begriffe nicht aus ideellen Principien auf den Gegen- 
stand übertragen, sondern durch die Erfolge der in alle Erscheinungen 
eindringenden Specialuntersuchungen als feste Haltpunkte gewonnen 
worden sind, einer Wissenschaft also, welche die Natur nach deren 
eigener Anleitung zu beherrschen strebt. Wenn je dem Schulunterricht 
in der Physik die Fähigkeit zugeschrieben worden ist, zur allgemei- 
nen, innern Bildung beizutragen, so kann ihm wol die unersetzliche 
Stelle darin zuerkannt werden, dass er die Idee einer wissenschaft- 
lichen Empirie erzeugt. Dazu ist aber erforderlich, dass der Schüler, 
wenn gleich auf viel kürzerem Wege als die Entdecker, mit den 
Elementen der Empirie vertraut wird, um erst zu lernen für geringen 
Zuwachs an Realerkenntniss dankbar zu sein, ehe er über die höch- 
sten Resultate der Forschung mitzusprechen anfängt. Aus diesem 
Geiste scheint auch der vorliegende Leitfaden bearbeitet. Die Er- 
klärungen, auch wenn sie von weiterer Bedeutung sind, schliessen 
sich meist an die besondern Gegenstände an. Die Haupteile sind: 
Physik der Materie, Physik des Aethers; die Gegenstände des ersten, 
d. i. der Mechanik: Wirkungen der äussern, der innern Kräfte, 
Wellenbewegung, Akustik. Unter diesen vertritt der zweite die 
Statik, die 2 letzten die Dynamik der Elasticität, während beim 
ersten Gleichgewicht und Bewegung die unterste Abteilung bilden. 


Litterarischer Bericht VI. 48 


Die in der Mechanik behandelten Themata beruhen auf Auswahl. 
Eine Beschränkung auf Anwendung der Schulmathematik lässt sich 
nicht als massgebend betrachten, sonst hätte manches. Thema aus- 
geschlossen werden müssen, wo doch qualitative Aufstellungen und 
quantitativ vergleichende Gesichtspunkte sich verständlich geben 
liessen. Die Physik des Aethers enthält: Wärmelehre, Optik, Reibungs- 
elektricität, Galvanismus, Magnetismus, Wirkungen zwischen Strömen 
und Magneten, KElektromagnetismus, Induction, Thermoelektricität, 
tierische Elektricität. H. 


Lehrbuch der Physik und Mechanik für gewerbliche Fortbildungs- 
schulen. Im Auftrage der Königlichen Kommission für gewerbliche 
Fortbildungsschulen in Württemberg ausgearbeitet von Dr. Ludwig 
Blum, Professor an der K. Realanstalt in Stuttgart. Dritte, ver- 
mehrte Auflage, bearbeitet von Richard Blum, Professor am K. 
Lyceum in Esslingen. Leipzig 1885. C. F. Winter. 539 S. 


Der Verfasser hat zu gleichzeitigem Gebrauche zwei Bücher 
herausgegeben, deren eines er bei sonst gleichem Titel „Grundriss“, 
das andere „Lehrbuch“ nennt. Ersteres, im 241. und 260. litt. Bericht 
bzhw. S. 10. und S. 41. besprochen, ist für den Gebrauch der Schüler, 
letzteres für den Gebrauch des Lehrers bestimmt. Der Vortrag des 
Lehrbuchs, geteilt in 44 geschlossene Themata, jedes für 1 Stunde 
berechnet, ist gleichmässig pragmatisch beschreibend, Erscheinung, 
Erklärung, Gesetze werden in populärer Breite für jeden einzelnen 
Gegenstand vorgeführt, reichlich durch eingelegte Figuren unterstützt, 
ohne je den Gedanken einer einheitlichen Theorie anzuregen. So 
ist z. B. von Beharrung, Centrifugalkraft, Tangentialkraft die Rede, 
als wenn jedes eine Sache für sich wäre. Manches im Buche nimmt 
Bezug auf gewerbliche Anwendung; doch selbst dieses geht nur auf 
Mitteilung von Wissen, nicht aber auf Ausbildung von Fähigkeiten 


aus. Im ganzen lässt sich kein rechtes pädagogisches Ziel erkennen. 
H. 


Sammlungen. 


Aufgaben aus der Stereometrie und Trigonometrie. Für Gym- 
nasien und Realschulen bearbeitet von K. Jüdt, k. Professor und 
Rektor der Realschule in Ansbach. Dritte, vermehrte Auflage. Ans- 
bach 1885. Fr. Seybold. 56 8. 


Das Buch enthält Uebungsmaterial für den Unterricht in der 
Stereometrie und Trigonometrie, welches auch für descriptive Geometrie 
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zu verwenden sein soll, was sich indes nur auf die ‘ersten 28 Auf- 
gaben beziehen kann. Alle übrigen sind Rechnungsaufgaben, und 
zwar fordern: die nächsten 205 Berechnung von Bestimmungsstücken 
von Körpern. Die folgenden 96 Aufgaben sind goniometrisch, die noch 
übrigen 76 teils unmittelbar trigonometrisch, teils geometrisch auf- 
gestellt und mit Trigonometrie zu lösen. Die Resultate stehen am 
Schluss. H. 


Tabellen. 


Saggio di tavole dei logaritmi quadratici del Co. Antonino | 


di Pampero. Udine 1885. G. B. Doretti e Soci. 55 S. 


Quadratische Logarithmen, bezeichnet durch Zg, sind Logarith- 
men von Logarithmen, definirt durch 


LoN=x; N=a” 


Sie sollen die Potenzirung unmittelbar auf Addition zurückführen. 
Zum Gebrauch dieser Function hat der Verfasser 2 Tafeln berechnet. 
Die erste gibt auf 1 Seite für jeden Exponenten E, mit dem man 

log E 3 
potenziren will, den Wert von ea Die zweite hat 15 Columnen 
[=] 
überschrieben Z, Zg, N N: Nas :-- Nj9, und zwar ist N, die ge- 
gebene Zahl, die folgenden stehen dazu in der Beziehung: 


N= N-1? 


Natürliche Reihenfolge findet man in der Columne N,,, welche 
von 10 beginnt und durch die Zehntel bis 100 fortschreitet; darüber 
hinaus geht dann die Columne N, von 10 durch die Hundertel bis 11. 
Ein Anhang gibt die Tafel der Exponenten für die Basen 2 bis 50. 

Ho 


Vollständige logarithmische und trigonometrische Tafeln von Dr. 
E. F. August. Vierzehnte, verbesserte Auflage besorgt von Dr. 
F. August, Professor an der Königl. vereinigten Artillerie- und 
Ingenieur-Schule bei Berlin. Leipzig 1884. Veit u. Comp. 204 S. 


Die 11. Auflage ist im 239. litt. Bericht, S. 36. besprochen. 
Nach ihr zeichnet sich zuerst die gegenwärtige durch Vermehrung 
und Verbesserung aus. Bei der Kreismessung ist die letzte Ziffer 
einiger Zahlen um 1 erhöht. In den astronomischen Angaben ist das 
tropische Sonnenjahr und der Sterntag hinzugekommen, die Masse 
des Mars nach der neuesten Bestimmung durch Hall, die halbe Ro- 
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tationsaxe der Erde in Uebereinstimmung mit den Tafeln von Gauss 
und der Berechnung von Becker verbessert, in den Erläuterungen 
das Verfahren zur Beurteilung der Genauigkeit einfacher und über- 
sichtlicher dargestellt. H. 


Logarithmentafeln, sowie Resultate zu den Beispielen und Auf- 
gaben des Leehrbuchs der Arithmetik und Algebra. Von A. P.L. 
Claussen, Königl. Seminarlehrer in Bütow. Potsdam 1884. Aug. 
Stein. 47 S. 


Die Logarithmen sind fünfstellig, im gewöhnlichen Umfang, mit 
vollständigen Proportionalteilen der Differenzen. Auf je 2 Neben- 
seiten stehen die Logarithmen von 1000 Zahlen. Vorher geht eine 
Tafel der Logarithmen der Zahlen bis 99. Die Resultate betreffend 
vergl. S. 46. H. 


Geodäsie. 
Handbuch der niederen Geodäsie. Von Friedrich Hartner, 
 weiland Professor an der k. k. technischen Hochschule in Wien. 
In V. und VI. Auflage bearbeitet und vermehrt von Josef Wastler, 
k. k. Regierungsrath und o. ö. Professor der Geodäsie an der k. k. 
technischen Hochschule in Graz. VI. Auflage. Mit 425 Holzschnitten 
und 2 Tafeln. Wien 1885. L. W. Seidel u. Sohn. 786 S. 


Die 5. Auflage ist im 243. litt. Bericht S. 32. besprochen. Die 
wichtigsten Vermehrungen der neuen Auflage betreffen die Theodolit- 
Aufnahmen und die damit im Zusammenhange stehenden Coordinaten- 
rechnungen. Die Capitel über Genauigkeit der Längenmessungen, 
über Distanzmesser, mikroskopische Ablesevorrichtungen, Sextanten, 
Winkelcentrirung, Berechnung der Polygonzüge, Detail-Aufnahme, 
Ausgleichungsrechnung, Planimeter, Aneroid-Messungen, Ausgleichung 
der Nivellements, Tachymetrie ete. wurden dem heutigen Stande der 
Wissenschaft entsprechend erweitert. H. 


Die Berechnung der trigonometrischen Vermessungen mit Rück- 
sicht auf die sphäroidische Gestalt der Erde. Von J. G. F. Bohnen- 
berger. Deutsche Bearbeitung der Abhandlung „De computandis ete.‘ 
Von E. Hammer, Professor am kgl. Polytechnikum in Stuttgart. 
Mit 15 Figuren im Text. Stuttgart 1885. J. B. Metzler. 65 S. 


Der Titel des Originalwerks ist: De computandis dimensionibus 
trigonometricis in superficie terrae sphaeroidica institutis commentatus 
Joan. Theophil. Frider. Bohnenberger. Es ist 1826 als Programm 


5l Litterarischer Bericht VIII. 


der Universität Tübingen erschienen und enthält in einfachster Form 
einen vollständigen Abriss der elementaren Aufgaben der höhern 
Geodäsie. Das Vorliegende unterscheidet sich von den zahlreichen 
Schriften gleichen Inhalts, die sich auf Bohnenberger’s Abhandlung 
stützen, als eine bis auf gewisse Punkte treue Uebersetzung der Urschrift. 
Da cs jedoch zum Hülfsmittel des Studiums der Geodäsie für unsere 
Zeit bestimmt ist, so waren einige Aenderungen und Vermehrungen 
unerlässlich. Statt der Toise ist das Meter eingeführt, die Dimen- 
sionen der Erde sind nach Bessel’s Angaben zugrunde gelegt, die 
ursprünglich für die würtembergische Landesvermessung bestimmten 
Tafeln sind soweit ausgedehnt, dass sie für Deutschland ausreichen. 
Ueber das Nähere gibt das Vorwort des Uebersetzers Rechenschaft. 
H. 


Revue Suisse de Topographie et d’Arpentage. Organe de la 
Societe Suisse de Topographie et des Geometres de la Suisse romande. 
Paraissant & Geneve le 15 de chaque mois. 1. aunee, Nr. 1. 1885. 


Diese neue Zeitschrift, redigirt von Oscar Messerly in Genf, 
soll nach dem dreijährigen Bestehen des Bulletin de la Soci6te Suisse 
de Topographie an dessen Stelle treten und durch gegenseitige Be- 
lehrung ein Band zwischen den Schweizer Topographen und Geometern 
schaffen. Die erste Nummer enthält: Biographie von Plantamour, 
Director des Genfer Observatoriums, dem E. Gautier gefolgt ist, 
Triangulation, Plan der wissenschaftlichen Erforschung des Genfer 
Sees, polygonometrische Merkzeichen, dann unter Varietäten: Die Tri- 
bulationen eines römischen Geometers und die merkwürdige Beobach- 
tung, dass im Augenblick des Erdbebens in Spanien die Brüsseler 
Sternwarte eine geneigte Stellung angenommen hat, so dass also das 
Erdbeben von einer Erdeinsenkung in grosser Entfernung begleitet 
war. Die Mitteilungen in den genannten Artikeln sind sehr spärlich 
und kaum hinreichend die Aufmerksamkeit auf die Tätigkeit der 
Gesellschaft zu lenken, viel weniger davon Kenntniss zu geben. 

H. 
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